مدينة الملك عبدالعزيز 
مركز دراسات الوحدة العربية للعلوم والتقنية 51علمل)) 


سلسلة تاريخ العلومم عنت العرب (نة / ت١)‏ 


الرياضيات التحليلية 


يبن القرن الثالث والقرن الخامس للصحرة 
الجز الأول 
المؤؤقشسون والشارسون 
ينو موسم.. آين قزة. اين سنان. 
الخازن. القوصي. ابخ السمح. ابن هود 


الدحد كتور رشدي راشد 


عجب أعلام وقادة الفكر العريي وارى 
بصتايعة [الكتتبي [الاتي الحلروررهها رواتررهضهدهمم الأول هرجح 
عاليى اللررروايكا اتانيه 


أاضقغط هنا منتدي مكتية الأرسكندرية 


فحت الشخصية على الفيسبوى 
جدية [الكتيه على ززاد [المعرقة 11 
صقعة راد الجعرقة 2 
زاك [الجعررضى كه 
زد الجصرقة 4 
زد المع زفت 


مكتيقى عالى مركر القليج 


إضعظا عاب تويتر 
وعرق هنا عقرراته آلاف الكتيه راد الجعرفة جوجال 


الرياضيات التحليلية 
بين القرن الثالث والقرن الخامس للصجرة 
الجزء الأول 
المؤسسون والشارحون 
بنو موسم. ابن قزة. ابن سنان. 
الخازن. القوصي. ابن السمح. ابن صود 


تُرْحِمَتْ هذه الأعمال وَنُشِرَتٌ 
اه 2 8 
بِدَعْم مالي مِنْ مدينة الملك عبد العزيز للعلوم والتقنية, 
ضِمْنَ مبادرةٍ الملك عبد الله إلُمحتوى العَرَبِيَ 


مدينة الملك عبدالعزيز 
مركز دراسات الوحدة العربية للعلوم والتقنية آكعف)ا 


سلسلة تاريخ العلوم عند العرب (: / جا 


الرياضيات التحليلية 
بين القرن الثالث والقرن الخامس للصجرة 


الجز. الأول 
المؤشسون والشارحون 
الخازن. القوصىي. ابن السمح. اين صود 
الد كتور رشدي راشد 
ترجمة: 
نقولا فارس. بدوي المبسوط. 


منىف انهم . نزيه المرعبي. محمود حكيم 
«أعضاء فريق الدراسة والبحث في التراث العلمي العربي» 


الفهرسة أثناء النضر ‏ إعداد مركئزدراسات الوحنة العربية 
راشد» رشدي 


الرياضيات التحليلية بين القرن الثالث والقرن الخامس للهجرة / رشدي راشد؛ 


ه ج (ج ١ء‏ 835 ص). ‏ (سلسلة تاريخ العلوم عند العرب؛ /١١‏ ج١)‏ 
محتويات : جَ .١‏ المؤسسون والشارحون: بنو موسى» ابن قزةء ابن سنان» 
الخازن» القوهي» ابن السمح. ابن هود. 
ببليوغرافية: ص 8١١‏ - 87“5. 
يشتمل على فهرس الأسماء والمصطلحات . 
(1 .آه,) 978-9953-82-373-7 151821 
(560) 978-9953-82-372-0 1513231 
.١‏ الرياضيات عند العرب ‏ تاريخ . ”. أ. فارس» نقولا (مترجم). ب . العنوان. 
ج. السلسلة. 
510.1 
«الآراء الواردة فى هذا الكتاب لا تعبّر بالضرورة 
عن اتجاهات يتبناها مركز دراسات الوحدة العربية» 


العنوان الأصلى بالفرنسية 
عله تسزيغ) أسالما دعنانو نامتمغطاة1ة وعا 
ولعفنة ** ]1 ريو عدتي3] ريل 
قتناعاهاسمعسسره:) اع سندعء لوده :1 عاو 
1150 نط1 رامدك نطلا ,تتلنال)-31 وستمقطذطاحلة ومقسلك ططلا يوصةلي) طنال رقمة51 ننسدلا 
لعتقة] تلطوه] عقوم 
(1996 ,متاهلتناهط عع قااععط عتنتهقالة1! مقوعداط -لمف :مملهمل) 


مركز دراسات الوحدة العربية 
بناية لابيت النهضة»» شارع البصرةء» ص. ب: ١١7 56١1١‏ 
الحمراء ‏ بيروت لاد ”5 9 لبنان 
تلفون: ١85‏ ٠هلا_‏ ممء٠ءهلا_‏ لم١‏ دولا لامءء ولا (45311+) 
برقيا: (مرعربى») - بيروت» فاكس: :١88‏ هلا )+451١(‏ 
1ع 0. كتتقه. بو // :صراخط :11م طعا 15.08.16 :1ل23ر-ع 
الطبعة الأولى 
بيروت:. 5١*١١‏ 


المحتويات 


- تقديم : الرياضيات التحليلية بين القرن الثالث والقرن ا خامس للهجرة 
في سلسلة تاريخ العلوم عند العرب ضمن مبادرة ا للك عبد الله 
للمحتوى العري 0-0000 هء محمل بن إبراهيم السويل 


حول الترجمة العربية لهذا الكتاب ل 


0 بنو موسى: أعيان وعلماء‎ ١-١-١ 
0 أعمال بنى موسى الرياضيّة‎ 7-١-١ 
: كتاب معرفة مساحة الأشكال البسيطة والكرّيّة‎ ”-١-١ 
نص لاتيني وإعادة كتاية قام بها الطوسي ل ل مع ةم ف‎ 
0 عنوان كتاب بني موسى وتاريحه‎ 4-١-١ 
0 الشرح الرياضي‎ 7١-١ 


0 تنظيم كتاب بني موسى وبنيّته‎ ١-١-١ 


7-5-١‏ مساحة الدائرة ل 
7-7-١‏ مساحة المثلث : صيغة إيرن 0 


هي 


١-”5غة‏ مساحة سطح الكرة وحجمها ع 0 


8-5-١‏ مسألة المتوسّطين وبناؤها الآلي ع م ل 
5-7-١‏ أ ثثليث الزاوية و«حلزونيّة باسكال (لهعوةهم)» 0 
5-7-١‏ ب تقريب الجذر التكعيبي لل ع مجعم مجع م عع م لفق 

”-١‏ نص «كتاب معرفة مساحات الأشكال البسيطة والكريّة) 
لبني موسى : محمد والحسن وأحمد 0 


الفصل الثاني : ثابت بن قرّة وأعماله في رياضتات اللامتناهيات في الصغر .. 


؟- ١‏ مقدمة 0 

؟ ١_-١-‏ ثابت بن قرّة: من حرّان إلى يغداد 0 

؟ -١-؟‏ كتابات ثابت بن قرّة في رياضيّات اللامتناهيات في الصغر 0 

”-١- ١‏ تاريخ النصوص وترجماتها م م م ل ف 

١‏ ؟ مساحة القطع المكافئ لمج مهم مم مهمو مجع ممم ةم مقف ةع مف 

0 تنظيم وبئية كتاب ثابت بن قرّة‎ ١-7-١ 

5-7-١‏ الشرح الرياضي قن جه ممم مم م ممم مم جم مم م مم ةع ف 

0 القضايا الحسابيّة‎ ١-7-5-7” 

7-7-7-5 متتاليات من قطع مستقيمة وتحديدها من أعلى 0 

0 حساب مساحة قطعة من القطع المكافئ‎ "7-9١ 
نص : «كتاب في مساحة قطع المخروط الذي يسمّى المكافئ»‎ ”-7-١ 

لثابت بن قرة الحرّاني 0 

0 مساحة المجسّم المكافئ‎ "١ 

0 تنظيم وبنية كتاب ثابت بن قَرّة‎ ١-7-١ 

0 الشرح الرياضي‎ 5-7-١ 

؟ - ١-7“‏ القضايا الحسابيّة 0 

7-7-5-5 التعميم إلى متتاليات قَطع مستقيمة ا 


5 


” - 4 في قطوع الأسطوانة ومساحتها الجحانبيّة 


-7-7-” أحجام المخروطات. والمعيّنات المجسّمة» 


ومجسمات أخرى ل ع لع ع ل عي 
4-7-5 خاصيّة القطع المستقيمة الأريع ان 
؟-*”-7- 3 القضايا الحسابيّة قل م مف 
5-5-١‏ متتالية القطع المستقيمة والتحديد من الأعلى ... 
7-7-5 -ل! حساب حجم المجسمات المكافئة 000 


8-7-8-١‏ مقابلة بين كتاب «في مساحة القطع المكافئ؛ 


وكتاب افى مساحة المجسّمات المكافئةة ا 


؟-”- ” نص «فى مساحة المجسّمات المكافئة» لثابت بن قرّة 


0 مقدمة‎ ١-5-١ 
0 الشرح الرياضي‎ 5-4-١ 
0 القطوع المستوية للأسطوانة‎ ١-7-5-7 
0 مساحة القطع الناقص وقطعه‎ 7-7-4-1 
0 في القطع الأعظميّ للأسطوانة وفي قطوعها الأصغريّة‎ 7-7-5-7 
فى المساحة الجانييّة للأسطوانة والمساحة الجانبيّة لقطعة‎ 5-7-5-5 
أسطوانة محصورة بين قطعين مستويين يلتقيان بجميع أضلاعها للم ماله‎ 
؟5-5-” نص كتاب لثابت بن قرَّة الحرّاني‎ 
«في قطوع الأسطوانة وبسيطها» ل م ل ل‎ 
0 الفصل الثالث : ابن ستانء نقد الماهاني في مساحة القطع المكافئ‎ 
0 مقذمة‎ ١“ 


١-١“‏ إبراهيم بن سنان: «الوريث» و«الناقد» ل 


: كتابتان من نص كتاب «في مساحة القطع المكافى؟‎ 5-١-7 


النصوص والترجمات 2ح + > + + + + + + 2 2 2 »  »‏ ح + ح + ح ح ‏ ع ع ع ع ح ع ع ع ع ع ع ل اق 
٠‏ ؟ الشرح الرياضي 


والواعا عا ما يم هم هم و ايم 


0 نص كتاب «في مساحة القطع المكافئ»‎ ١-7-7 
0 نص كتاب «في مساحة قطع المخروط المكافئ»‎ 5-3-7 


الفصل الرابع : أبو جعفر الخازن: 
السطوح والأجسام ذات الإحاطات المتساوية ل 


0 أبو جعفر الخازن: اسمهء حياتهء وأعماله‎ ١-١-4 
مؤلفات الخنازن في السطوح والمجسّمات ذات الإحاطات‎ 7-١-4 
المتساوية قم موه ممه مط ةمع ةوه موه مه مع مم ممه مه ممه مم ل موه‎ 


4 - ؟ الشرح الرياضي ل 
١-" 6‏ مقذمة 0 


5-7-4 السطوح المستوية المتساوية في محيطاتها 0 
4 -؟-"” المجسّمات ذات الإحاطات المتساوية 0 
5-7-5 مقالة الْسَمَيساطى 0 
؛ ”7 أبو جعفر الخازن: نص من «شرح المقالة الأولى للمجسطي؟ 0 


١-7" -‏ السميساطي : نصٌ مقالة في أن سطح كل دائرة أوسع من كل 
سطح مستقيم الأضلاع متساويها متساوي الزوايا مساوية إحاطته 


لإحاطتهاا 0 
الفصل الخامس : القوهيء نقد ثابت بن قرّة: كتاب المجسّم المكافئ الدوراني .... 84ه 

١ ©‏ مقدمة 0 
١-١-5‏ أبو سهل القوهي : الرياضيّ والحرفي 0 
5-١-5‏ كتابات «مساحة المجسّم المكافئ» فق جم ءءء رمج ءءء ءءء ةمول 

6 ؟ الشرح الرياضي 0 
6" نصًا أبي سهل القوهي ممه ممم ممه مه ممم مع ممع مم عم ممم لم ل 
١-7-6‏ افي استخراج مساحة المجسم المكافى» 0 
5-3706 امساحة المجسم المكافع؟ 0 


١-١-5‏ ابن السّمح وابن قرّة وريئا الحسن بن موسى فلل ةما ةنعل 


5-١-5‏ سيريئوس أنطينوي» الحسن بن موسى» ثابت بن قرّة 


واين السمح 0 

"5-١-5‏ بنية دراسة ابن السّمح لق ةمج ءءء للع 
5 ؟ الشرح الرياضي 0 
١-7-5‏ التعاريف والنتائج الْمسلّم بها 0 
9-7-5 الأسطوانة 0 
5-؟-” القطوع المستوية للأسطوانة 0 


5-5-5 خواص الدائرة فحتمو ممم ممم مام ة ةم ءءء ةا ءءء ءءء ءامل 
0-7-5 القطوع الناقصة للأسطوانة القائمة 0 


8-5-5 القطع الناقص كقطع مستو للأسطوانة القائمة 0 
1-5 مساحة القطع الناقص 0 
8-7-5 أوتار وأسهم القطع الناقص ملا ع ع ا 
5 -” النص والترجمة 0 
< مقطع لابن السمح > < في الأسطوانة وفي قطوعها المستوية > ... 
١-7-5‏ كتاب في الأسطوانات والمخروطات ع 
؟ -7-؟ كتاب الأسطوانات 0 


5 -“-"” النوع الثاني من قطوع الأسطوانة القائمة ذات القاعدتين 


الدائريتين 0 


4-5 < القطع الناقص كقطع مستو للأسطوانة > ل 


الفصل السابع : ابن هود: مساحة القطع المكافئ ومسألة السطوح ذات 


الإحاطات المتساوية ااا 


با-<١-_١‏ «كتاب الااستكمال؟. ملختص رياضي ا 0 
/ظ 5-١‏ النقل المخطوطي للنخصوص 0 
1 ” مساحة القطع المكافئ 0 
١-7-1‏ خاصّة اللامتناهيات في الصغر أو الخاضّة المخروطيّة 0 
- 7-7 الشرح الرياضي للقضايا ١6‏ إلى ١‏ ؟ 0 


17-؟-” نص من «(كتاب الاستكمال» لابن هود حول مساحة القطم 
المكافئ 0 


- ” مسألة السطوح ذات الإحاطات المتساوية 0 
لطا ١”‏ الخاصّة الأقصويّة أو الخاصّة الهندسيّة 0 
7-7-7 الشرح الرياضي للقضيّتين ١5‏ و5١‏ لمم ممم ل ل ل ل 
1 7- ” نص من «كتاب الاستكمال» حول مسألة السطوح ذات 

الإحاطات المتساوية 0 


الرياضيات التحليلية بين القرن الثالث والقرن الخامس للهجرة 
في سلسلة تاريخ العلوم عند العرب 
ضمن مبادرة الملك عبد الله للمحتوى العربي 


يطيب لي أن أقدّم لهذه المجلدات الخمسة في الرياضيات التحليلية 
بين القرن الثالث والقرن الخامس للهجرةء التي تُترجَمُ وتُنشَرٌ بالتعاون 
بين مدينة الملك عيد العزيز للعلوم والتقنية ومركز دراسات الوحدة 
العربية» في إطار مبادرة الملك عبد الله للمحتوى العربي. 


تبدف هذه المبادرة إلى إثراء المحتوى العربي عبر عدد من المشاريع 
التي تنفذها مدينة الملك عبد العزيز للعلوم والتقنية بالتعاون مع جهات 
ختلفة داخل المملكة وخارجها. ومن هذه المشاريع ما يتعلق بترجمة 
الكتب العلمية الهامةء ببدف تزويد القارئ العربي بعلم نافع يفيد في 
التوجّه نحو مجتمع المعرفة والاقتصاد القائم عليهاء ومنها ما يتعلق 
برقمنة المحتوى العربي الموجود ورقياً وإتاحته على الشبكة العالمية: 
الإنترنت. 


يُعَلْ هذا العمل» الذي يستند إلى إحدى عشرة مخطوطة عربية 
خطوة هامة في اكتشاف المخطوطات العربية العلمية وتحقيقهاء وفي 
إظهار وتحليل مدرسة عربية أصيلة في الرياضيات التحليلية والهندسة 
ورياضيات اللامتناهيات في الصغرء مع تتبع علمائها وتطورها وإنتاجها 
وأصالتها. 


١١ 


وتبينٌ هذه المجلدات بشكل جلّ أن الحضارة العربية الإسلامية واللغة 
العربية قد قادت عربة المعرفة في مجالات العلم نحو أربعة قرون» وهذا 
يؤكد ما أقرّه العالى جورج سارتون في كتابه المرجعي مدخل في تاريخ 
العلم»ء كما أوضحت هذه المجلدات» أن العلماء العرب والمسلمين لم 
يكونوا نَقَلَهَ لِعِلْم غيرهم فقط بل أنتجوا العلوم الأصيلة» وكان منهم 
عباقرة كاين الهيثم. 

إِنْ مدينة الملك عبد العزيز للعلوم والتقنية سعيدة بصدور هذه 
المجلدات الخمسة. وأود أن أشكر المؤلفاء وأشكر مركز دراسات 
الوحدة العربية على الجهود التى بذلها لتحقيق الجودة العالية فى الترحمة 
والمراجعة» وعلى سرعة الإنجازء كما أشكر زملائي في مدينة الملك 
عبد العزيز للعلوم والتقنية الذين يتابعون تنفيذ مبادرة الملك عبد الله 
للمحتوى العربي. 


الرياض ١٠/477/4اه‏ 
رئيس مدينة الملك عبد العزيز للعلوم والتقنية 
د. محمد بن إبراهيم السويل 


١ 


حول الترجمة العربية لهذا الكتاب 


بدأ رشدي راشد منذ أكثر من خمس عشرة سنة نشرٌ أجزاء متتابعة من دراسة 
موسوعيّة متكاملة في «الرياضيّات التحليلية»» ترمي إلى تجميع الوثائق المتعلقة 
بهندسة اللامتناهيات في الصغرء المكتوبة بالعربية» وإلى تحقيقها وشرحها وكتابة 
تاريخها خلال فترة ازدهارها القصوى بين القرن الثالث والقرن الخامس للهجرة» 
أي بين القرن التاسع والقرن الحادي عشر للميلاد. 

ومع حلول سنة ٠٠١5‏ للميلاد» وصل عدد بجلّدات هذه المجموعة القيّمة 
إلى خسة» صدرت باللغة الفرنسية» وجاءت كمساهمة أساسيّة لا غنى عنها فى 
دراسة التراث العلمي العربي وكتابة تاريخه عبر تحقيق مخطوطاته ونشرهاء وفي 
التأربخ للعلوم الريّاضيّة العربيّة وتطبيقاتها. 

ولقد بلغ البحث في ميدان هئدسة اللامتناهيات فى الصغرء خلال الفترة 
التاريخيّة المذكورة؛ ذروته مع ابن الهيثم» بعد أن تأسّس في القرن التاسع الميلادي 
مخ بني موسى. 

ونحن نود أن نشكر الأستاذ رشدي راشدء الذي عهد إلينا ترجمة هذا الجزء 
من «الرياضيات التحليلية»» وأُمَتَنا على هذاء وكذلك على السماح لنا بنقل الرسوم 
الهندسية والعديد من العبارات الرياضية من القرص الإلكتروني للنسخة الفرنسية 
الأصل» وعلى إمدادنا بالنصوص العربية المستشهد بها من المخطوطات والمراجع 
الأخرىء وعلى مراجعته لأجزاء كثيرة من الترجمة. 

لقد استخدمنا فى هذه الترحمة» من جهةء المصطلحات الرياضية التى كانت 
متداولة فى ذلك العصرء وحاولناء من جهة أخرىء قدر الإمكان انتقاء أكثر 
المصطلحات الرياضية الأخرى انتشاراً وتعبيراً وبعداً عن اللبس. ولقد اعتمدنا 
غالباً في ترجمة المصطلحات الرياضية الحديثة إلى العربية على «معجم الرياضيات 
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المعاصرة» (تأليف صلاح أحمد وموقق دعبول وإلهام حمصيء مؤسسة الرسالة 
للطبع والنشر والتوزيع بيروت 81 .)١‏ 

ونلفت نظر القارئ الكريم إلى ضرورة قراءة الصيغ الرياضية الواردة في 
الكتاب من اليسار إلى اليمين» إلا في بعض الحالات التي ترد فيها الصيغة ضمن 
الجملة. 

ونحن ندرك جيداًء كما يُدرك كلّ من مارس ترجمة النصوص الرياضية 
والعلمية إلى العربية» أن المسألة فى هذا المضمار معقّدة» ونحن نشكر سلفاً أي 
نقد بتاء فى هذا الإطار. 


نقولا فارس» بدوي المبسوط». منى غانم» 
نزيه المرعبي» محمود حكيم 
«أعضاء فريق الدراسة والبحث في التراث العلمي العربي» 
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تمهيد 


يتّفق مؤرّخو العلوم» بدون إشكال» على أنْ إحدى مهمّاتهم الأساسيّة هي 
رسم تشكل التقاليد العلميّة. وقد تبدو هذه العمليّة سهلة» إذ غالباً ما تظهر 
التقاليد أمام المؤرّخين تحت أسماء وعناوين تتيح التعرّف الفوري على هذه 
التقاليد. ولكن ما أن ينكبٌ هؤلاء على عملهم حتى يتبدد ظاهر البساطة الخادع 
هذا. فالصفة الملازمة لكل تقليد علمي هي أنه يتطور ويتنؤع ويتجدّد مع تعاقب 
المؤلفين والمبدعين ومع بروز المسائل. ولا تلبث أن تبرز عقبات أخرى على هذا 
المسارء ويجد المؤرّخ نفسه في مواجهة المسائل التي من بينها المسألة الشهيرة 
الخاصة ب «الأسلوب»؛ والمقصود هنا هو أيضاً الأسلوب العلمي الذي يميّز 
التقليد ويطبع هويّته. بغض النظر عن الأشكال التي يتقدّم بها هذا التقليد وعن 
التحوّلات التي يتعرّض لها. تكمن كل الصعوبة في عزل العلامة الفارقة التي» 
بالرغم من الإحساس المتواصل بوجودهاء لا يسهل الإمساك بها. ولكن معرفة 
هذه العلامة الفارقة هي وحدها التي تتيح الرؤية الصحيحة لأعمال شخص ماء 
والتى تكن من فهم معناها. يُعطي هذا المسار الظاهراتٌ للتقليد دوره التنظيمي؛ 
فهو يستخلص ترابط الأعمال الناسجة لهذا التقليدء ويحمي المؤرّخ من اتباع 
ميوله الخاصّةء كأن يتوه في البحث عن الرواد أو أن يؤخذ بوهم اكتشاف ما 


ويبدو لنا أن هذه المهمّة» الضروريّة بالنسبة إلى تاريخ العلوم بشكل عام» 
تُلبَّي حاجات عاجلة فيما يتعلق بتاريخ الرياضيّات وتاريخ العلوم في عصر 
الإسلام الكلاسّيكي. تعود أسباب حالة الاستعجال هذه. إلى هشاشة البحث 
التاريخي في هذا الميدان وإلى نقاط الضعف في تاريخه: فالبحث في تاريخ 
العلوم والرياضيّات في عصر الإسلام الكلاسيكي» معزول بسيب اللغة وهو 
محصور في الغالب ضمن نطاق الدراسات الشرقيّة؛ ويخضع لعايير نوعيّة ما تزال 
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غامضة ومُشْوّشة. يجب أن نضيف. إلى هذاء عائقاً آخر يعود إلى الحوادث» 
التي قد يتعرّض لها الموضوعء, ويمنع إرجاء هذا البحث في التقاليد؛ فكيف 
يتم التعرّف على هذه التقاليد المتوارية خلف تنوّع الوقائع» مع غياب صائعيها 
الرئيسيّين أحياناً؟ لنتذكر مثال التقليد الجبري» عنذما كنا لا نعرف عن السموأل 
أو عن شرف الدين الطوسي أكثر من مجرّد اسميهما؛ ولنتذكر تاريخ نظريّة 
الأعداد مع غياب أعمال الخازن والفارسي . .. إلخء أو تاريخ علم المناظر دون 
أعمال ابن سهل» أو علم الفلك دون فكرة واضحة عن مذرسة مراغة. ولا 
شك أن من الممكن دائمأء حتى في ظروف كهذهء أن نكشف تقليداً ما؛ 
ولكنّ الأمر يختلف عندما يكون المطلوبٌ رسمّ حدوه التقليد وعزل عناصره 
الموحّدة وتقدير الأسباب في تحوّلاته المتوالية. فهذا الأمر يتطلّب تأمْلاً مَعرفيَاً 
دقيقاً ويقظاً بشكل دائم ولو أن هذا التأمّل يبقى» كما ينبغي أن يكونء خنفيا. 
مثل هذا التحليل فقط يتيح لنا فهم طريقة انتقال البنى المعرفيّة وتطوّرهاء من 
زمن إلى آخر. 


أتاح لنا هذا النهجء الذي وجّه أعمالنا في تاريخ الجبر وفي نظريّة 
الأعداد والتحليل الديوفنطي وفي علم المناظر؛ والذي ما زال بجنا في مَؤْلْفِنا 
هذاء قَنْحَ بعض المسالك في هذا المجال أو ذاك» إن لم نقل أنه مكننا من قَطع 
أشواط على الدروب التى يجب أن نسلكها. لم نتخلّ أبداً في هذه الأبحاث» في 
تاريخ الرياضيّات والعلوم في عصر الإسلام الكلاسيكي»؛ عن المصادرة التالية: 
لا يسعنا فهم أيّ شيء عن الابتكارات الفرديّة إذا لم ندرجها ضمن التقاليد 
التي شهدت ولادتها»؛ ونحن كناء وما زلنا ندعوء إلى ضرورة القطع مع نبج 
الاختصار التاريخي الذي ما زال متبَعاً فى هذا المضمار. فلم يعد يكفي الاتكال 
على الأبحاث العشوائيّة وعلى قطف زهرة من كلّ بستان. 


ممجدف في هذا الكتابء إلى رسم التقليد البحثي في «رياضيّات 
اللامتناهيات في الصغر)»؛ ونحن نطمح» هذه المرّة» إلى استكشاف كل الطرق 
فيه» أو إلى استكشاف الطريق المركزيّة فيه على الأقل. يرتكز أملنا هذاء بدون 
شكء» على طبيعة حقل هذه الدراسة» كما يرتكز أيضاً على جهود من سيقونا 
في هذه الدراسة. تتعلّق دراستنا بعدد محدود من المؤلّفات التي وصل القسم 
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الأكبر منها إليناء والتي يعود تأليفها إلى الفترة الواقعة بين النصف الثاني من 
القرن التاسع - وبشكل خاص مع بني موسى - والنصف الأوّل من القرن 
الحادي عشرء حيث توقفت بوضوح مع ابن الهيثئم. لقد جذبت هذه المادّة» من 
جهة أخرىء. مؤرّخي الرياضيّات الذين تركوا لنا بعض الأعمال» التمهيدية 
والمؤقتة» إِنّما الثمينة أيضاً بدون أدنى شك: نذكر في هذا المجال» بشكل 
خاصء الترجمات إلى الألمانيّة التي قام بها ه. سوتر (:8.5). 


ما هو المعنى الذي تغطيه عبارة «رياضيّات اللامتناهيات في الصغر؛ هذه 
التي نستخدمها؟ لا يتعلّق سؤالنا هذا بالبلاغة الكلاميّة فحسب. فهذه الصيغة 
التي تبثئيئاها ليست مأخوذة من أي لفظٍ من ألفاظ الرياضيّات العربيّة في العصر 
الكلاشيكي. ويمكن لهذه العبارة»ء بسبب غياب المراجعء أن تؤذي إلى تضليل 
في المعنى: فبين «رياضيّات اللامتناهيات في الصغر» وَ#حساب اللامتناهيات في 
الصغر» لا يوجد سوى خطوة سرعان ما تُقطعء رغم الهوّة الفاصلة. وإذا أردنا 
توضيح هذه المسألة بدقّةء علينا تحليلها مع تمييز عنصرين فيها. العنصر الأوّل 
عامّء وهو غياب اسم هذه المادّة العلميّة: فهل نستطيع أن تُدخل مادّة» في 
تاريخ علم ماء قبل أن يُعتمّدَ اسم لهذه المادة؟ تلك هي المسألة التاريخيّة 
والمعرفيّة المطروحة التي تتعلّق بوضع العلم الناتج وباستقلاليّته. ومن جهة 
أخرىء إذا ما ابتكرنا اسماء فإنّنا في هذه الحالة على الأقل» تُعَبّر عن الحاجة 
الجديدة لتمييز هذه الادّة العلميّة من كل ما عداها. ولكن» لا خلاف أنّ 
غياب الاسم لا يعني عدم وجود الشيء: فمن الذي يستطيع اليوم أن يتكرء 
مثلآء وجود بحث منظم في التحليل التوافيقي قبل ابتكار عنوان هذا العلمء 
أو وجود إسهاماتٍ في الهندسة الجبريّة الأوَليّة قبل صياغة هذه التسمية» أو 
وجود دراساتٍ في التحليل الديوفنطي قبل أن يُعطى اسم عالم الرياضيّات 
الإسكندراني المذكور لهذا النشاط الرياضي؟ تعود مسألتنا بالتحديد» في هذه 
الحالة» إلى معرفة طبيعة «رياضيّات اللامتناهيات في الصغر؟ هذهء وإلى معرفة 
تنظيمها وتماسكها ووحدتبهاء والروابط التي تجمع بين مختلف الفصول التي 
تتشكل منهاء وباختصارء إلى معرفة مدى المسافة التي تفصلها عن «حساب 
اللامتناهيات في الصغر». عند ذلك نستطيع» على ما نعتقدء فهمَّ مصادر 
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«حساب اللامتناهيات فى الصغر» بشكل أفضل» وإدراكُ «بداياته» الحقيقيّة. 


إنْ أوْل ما يطمح إليه هذا الكتاب هو استرجاع هذا التقليد في «رياضيّات 
اللامتناهيات في الصغر»ء قبل القيام بتفخص هذا التفاوت بين تاريخ حساب 
اللامتناهيات في الصغر وبين ما قبل تاريخه. نبدأ إذاً بتحقيق» وشرح كل 
الكتابات التي وصلت إلينا حول قياس مساحات السطوح والمجسّمات المنحنية 
(الهلاليّات» والدوائر» والقطوع المكافئة» والقطوع الناقصةء والأكمّر» 
والأسطوانات» والمجسّمات المكافئة) وحول تحديد القيم القصوى لمساحات 
السطوح والمجسّمات ذات الإحاطات المتساوية. لقد قرّرنا أن نقصر دراستنا على 
هذه الكتابات لأنما تترابط منطقيّاً في وَحْدة تدريجيّة؛ ولقد حصل هذا الترابط 
بفضل التصويبات والابتكارات المتتالية وليس بالرغم عنها. فكل واحد من 
الرياضيّين الذين قاموا بإسهام في هذا الميدان» دون استثناء» استعاد كتابات 
أسلافه ليحسّن البراهين الواردة فيها وليتصوّر امتدادات جديدة لها. أليست هذه 
الصفة ملازمة لأيّ تقليدٍ حي؟ لم نستبعد كتابات أخرى عن هذه المجموعة 
الرياضيّة» لسبب ظرفيء بل إنَّ سبب ذلك هو أنَّ هذه الكتابات الأخرى» 
بالرغم من صلات القربى التي تربط بينها وبين هذه المؤلفات في رياضيّات 
اللامتناهيات في الصغرء لم تكن بعد منتمية عضويّاً إلى هذا التقليد. نقصد 
بالكتابات الأخرى؛ الأعمال في علم الفلك وميكانيكا السكون والتحليل 
العددي» حيث تدخل اعتبارات في اللامتناهيات في الصغر. فإذا حصل أن 
استعدنا هنا إحدى تلك الكتابات» فلتنوير القارئ أو لإرساء أسس الكتابة 
التاريخيّة. وإذا وردت تلك الكتابات في التعليقات الإضافيّة أو الملاحق» فليس 
لأنا مجرّد إضافات إلى تاريخ رياضيّات اللامتناهيات في الصغرء بل لأنها 
متمّمة لهاء وذلك حتّى لو أحا تستحق أن يُفرَدَ لها مجلّدٌ شبيه بمجلّدات كتابنا 
هذا. 

المجلّد الأوّل من مَوْلَفنا هذا نكَرُسُّه للبحث في رياضيّات اللامتناهيات في 
الصغرء منذ بداية تكوّنه وحتى عشيّة إنجاز هذه التكؤّن: أي للمؤسّسين. 
يحتوي إذن هذا المجلّد تحقيقاً وشّرحاً للنصوص المكتوبة بين النصف الثاني من 
القرن التاسع ونهاية القرن العاشر؛ وهي نصوص تعود إلى بني موسى ولثابت 
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بن قرّة وللخازن ولإبراهيم بن سئان وللقوهي ولابن السمح. ولا بد أن نعبر 
عن الأسف للفقدانء المؤقّت أو النهائئ»: لأعمال الماهاني وابن سهل ولآخرين 
غيرهما. وقد رأينا من المناسب أن نضمٌ إلى هذا المجلّد فصلاً عن ابن هود وهو 
خَلَّفَ لابن الهيثم وشارح له ولابن سنات. 


لقد قدّمنا في المجلّد الثاني تحقيقاً وشّرحاً لأعمال المؤلف الذي أتمّ هذا 
التقليد ووضع نبهاية لهء وهو ابن الهيثم. 

بعد ابن الهيشم» توقّف البحث المجدّد في هذا المضمار. وهكذا نرى أنَّ 
تاريخ التحليل الرياضي يعيد نفسه» بعد أرشميدس بأحد عشر قرناً» وفي 
سياقين رياضيّين وثقافيّين مختلفين. فقد أصيبت محاولتان» للبحث في هذا 
الميدان» بتوقف فجائي بعد أن عرفتا نجاحاً واسعاً. يُشْكل هذان التوقفان 
الفجائيّان ظاهرةً جديرة باهتمام مؤرّخي التحليل الرياضي؛ كما أنَّ هذه 
الظاهرة ذاثُ قيمة كبرى بالنسبة إلى الباحث في عِلم المعرفة. وستكون هذه 
الظاهرة موضوعً دراستنا في المجلّد الثاني» إذ نكون قد أنهيئا المقدّمات 
الضروريّة وعمليّات العودة إلى الوراء اللازمة لإعادة رسم التقليد الأرشميدي. 


ولقد تبين لنا»ء خلال كتابتنا للمجلّد الأخير المذكورء أنّه من الضروري» 
إذا أردنا فهم أبحاث ابن الهيثم في رياضيّات اللامتناهيات في الصغر ومعرفة 
التجديدات التي أدخلها في التقليد الأرشميدي» أن نقوم بتحقيق إسهامه في 
تقليد أبلونيوس ونحذله. وهكذا تأخذ أبحاثٌ ابن الهيثم في رياضيّات 
اللامتناهيات في الصغر مكامًا ضمن مجموع كتاباته. فكان لا بذ لنا من إعداد 
يلد ثالثِ تُكرْس معظمّهء لأبحاث ابن الهيثم في المخروطات وفي تطبيقاتها. 
سويّة؛ فإذا أضفنا هذين المجلّدين إلى كتابات ابن الهيثم التي سبق أن نشرناها 
(«المعلومات» و«التحليل والتركيب»)» نحصل لأوّل مزة على جملة الأعمال 
الرياضية لابن الهيثم (باستثناء شروحه لأقليدس). 


كانت بعض النصوص التى حقّقناها وشرحناها فى هذه المجلدات» تُعتَبّر 
مفقودةٌ قبل أن نعثر عليها وننشرّها؛ وكان بعضها الآخر ضحيّة التباس وسوء 
فهمء عملنا على تبديدهما. إِنَّ القسم الأعظم من هذه النصوص لم يكن قد 


18 


حَُقْق من قبْل؛ أمًا النصوص القليلة التي سبق أن حُقّقت» فإن تحقيقها لم 
يحصل بطريقة نقديّة» باستئناء نص واحد منها فقط. 

ولقد شرحنا عذة مرّات» فى أعمال سابقة» الطريقة التى تَتَبعها فى تحقيق 
النصوص. أنا قائمة المراجع المذكورة في هذا المجلّدء فهي ليست كاملةء لأثّنا 
تعمّدنا انتقاءها من بين المراجع الموجودة لدينا. لذلك تأمل أن يُفهَمَ غياب بعض 
المراجع عن هذه اللائحة على أنه مقصود وليس نتيجة لجهلنا بها. ونتمئى أخيراً أن 
يجد العلماء والباحثون بعض النفع في هذا العمل» وأن يصفحوا عمًا ورد فيه من 
أخطاء. يكفينا أَنّْنا قد بذلنا فيه قدر مستطاعنا. . . 

ولا بد لى هتا من شكر الأستاذ كريستيان هوزيل (لععس3 جسم مامه ) لقبوله 
قراءة هذا الكتاب وفقاً للقواعد المتّبعة فى هذه المجموعة من المجلّدات» وهى 
المهمّة التى أذّاها بكلّ معرفته وسعة اطلاعه. والشكر الحار للأستاذ فيليب 
أبغرال (المبهطا عوصخ8811) وللسيّدة زوجته. وللأساتذة مارونث عوادء وهيلين 
بلو ستا (عادمطاء8 »«8618): وباسكال كروزيه (:0:026 أمموه2) وريجيس مورلون 
(«مله ج340 عذوة 7 ) لإعادة قراءتهم لهذا الجزء أو ذاك من مخطوطة هذا الكتاب. 
وأتوجّه بشكري أيضاً للسيّدة ألين أوجيه (©ه ء«له)ء مهندسة الدراسات في 
المركز الوطني الفرنسي للبحث العلمي» لتعاونها الْخْلِص والفعال» طوال فترة 
التحضير الصعب للنسخة الفرنسية لهذه المجلّدات» بما فيه إنجاز الفهارس. 


رشدي راشد 
مدير أبحاث في المركز الوطني للبحث العلمي ‏ باريس. 
أستاذ في جامعة طوكيوء قسم تاريخ العلوم 
وفلسفتها ‏ طوكيو. 
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لكي لا نعيد رسم الشكل الهندسي نفسه مرّتين» غالباً ما نُحيل»: في 
المقدّمات وفي التعليقات الإضافيّة» إلى الأشكال الهندسيّة الموجودة في النصوص 
المحققة. 

ولقد أضفنا بعض الأشكال الهندسيّة في النصوصء لتسهيل الفهم. ونحن 
نلفت النظر إليها في كل مرّة. 

نرمز إلى المخطوطات بأحرف. وقد شرحنا هذا الترميز في قائمة المراجع. 

< > هذان القوسان يعزلان» في النص العريء ما قد أضفناه لسدٌ ثغرة 
فى المخطوطة. 
ضرورة حذف الكلمة أو المقطع المعزولين» من أجل تماسك النص. 

/ تدل هذه الإشارة على نباية ورقة المخطوطة. 
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الفصل الأوّل 
بنو موسى وحساب حجم الكرة وحجم الأسطوانة 


ةمّدقم١‎ (١ 
بنو موسى: أعيان وعلماء‎ ١ -١-١ 

يُعرّف الإخوة الثلاثة محمّد وأحمد والحسنء أبناء موسى بن شاكر» معأ في أغلب 
الأحيان» باسم والدهم. وتحمل المقالات التي كرّسها لهم المفهرسون القدامى العنوان: 
"بنو موسى"'. وما فتئ المفهرسون المحدثون يتّبعون أقرانهم القدامى» بل يقومون 
بمجرّد النسخ عنهم'. وقد امتد هذا التقليدء بشكل أو بآخرء إلى اللاتينيّة؛ وذلك أن 
جيرارد دو كريمون («مممئؤج 4 #جوئى)؛ على سبيل المثال» يذكرهم على الشكل 
الآتي: "سوعمة ,اوملظ ,فااسدصلة .» ١‏ +ضطود 1ز1زط"'. ولا بد من الاعتراف بأنّ هذه 
الطريقة» في ذكر حياة بني موسىء لم تمنع كتّاب سِيّرهم من الفصل فيما بينهم» ومن 
ذكر أحدهمء هنا أو هناك» دون ذكر الآخَرَيْن. فضلاً عن ذلكء لم يتوانّ كتّاب السّيّر 
هؤلاء عن الإشارة إلى بعض الفروق الفرديّة» ذات الأهميّة الكبرى بالنسبة إلينا. 
نذكر من هذه الفروق اهتمام محمّد بعلم الفلك والرياضيّات؛ وإبداع أحمد في ميدان 
الميكانيكاء وأخيرأء عبقريّة الحسن في علم الهندسة“. ولقد نسب كثتّاب السِيّر أحياناً 
إلى أحد الإخوة: بمفرده» كتابات تحمل أسماء بني موسى الثلاثة . 


١‏ انظر: النديم» "كتاب الفهرست”»: تحقيق ر. تجدد (طهران» 515) الصفحتان ٠؟5-؟91؟؛‏ القفطي» "تأريخ الحكماء"؛ تحقيق 
جوليوس ليبّرت (#توموصذط كد آد) (لاييزغ (وزوصزء7)ء 7١5١)ء‏ الصفحات 5١5-7١5‏ و 447-441؛ ابن أبي أصيبعة "عيون 
الأنباء في طبقات الأطبّاء": تحقيق أ. مولر (341127 .م)ء: " مجلدات (القاهر/كونيغسبرغ (عورءطعو ندم ])» "خخ1ا-عنع المجلّد 
الأوّل» الصفحات: لامفق 3-؟! ولاء 75 ؟؟ ولمء5ء ؟١؛‏ تحقيق ن. رضا (بيروت» 46 ١‏ الصفحات: +75ء ١-1١‏ وركذا 9آ١ا‏ 
و741ء .١5‏ إلا أنّ ابن أبي أصيبعة يتكلم على "بني شاكر". 

١‏ انظ ر: ك, بر وكلمان: (جبره سراعطء م82 أ0))» طم جع ارط برعي متطهجه بعك عنراء تبلعوومء 

الطبعة الثائيةء 1 (لايدن (مءعلزع ])» ”147 5١)؛‏ الصفحة "١؟؛‏ ه سوثر (أعلدة .1آ)ء بعجرمومجعا فسن بعل اتعجع بطتعاة 101 
عطرء 17 11:72 هسب «#عطع«4 جع (لايبزيغ ع رماع .1: :))١1٠١‏ الصفحتان ١١-١5"؛‏ فا سيزكين (مزع2ء5 .0)) عتب[ءابطعوء 0 
:تعجاء ساطهجه د5ء0» با (لايدن ون لزع 1[: ؟9114١):‏ الصفحات 451؟-؟557؛ م. ستاينشنايدر (عع 0 1[عصطءة ناعا5 .31): 
"كتلقطاء5 معط وقدكة8 كعك عمطةة ع1(ط"؟ معقمم م عطعاة وعءطام]اطزق 1 8879 :)١‏ الصفحات 54-44: ١لا-كلا؛‏ ج, 
الدبّاغ؛ "بنو موسى (1/1555 5هة8) ". برو[وجوم:8 ع#زاسءاء35 رن برروبروء21» المجلّد الأوّل (نيويوركء :)١1917٠١‏ الصفحات 
45-447 4؛ المقدّمة العربيّة لأحمد يوسف الحسن لتحقيق "كتاب الحيل" لبني موسى (حلب» »)١58١‏ الصفحاث ,5:-1١/8‏ 

' انظر: م. كلاجيت (ناوعه1 ١).‏ 5عو4 1 ءا 1 ومع تاعكر المجلّد الأوّل (ملديسون (4201507): :)١5514‏ 
الصفحة .م77 

“ في حالة الحسن؛ على سبيل المثال» يشهد أخواه على قدرته في الهندسة - انظر بداية الفقرة التالية .)١-1-1(‏ ويورد المفهرسون 
رواية صحتها غير مؤقّدة» لكنّ من حسناتها أنتها تنقل صدىّ ممّا كان يتردّدء في ذلك العصرء عن عبقريّة الحسن في الهندسة. فهو,- 


او 


يُجِمِع المفهرسون والمؤرّخون في تأكيدهم أهميّة الأعمال العلميّة لبني موسى 
وعلى أهمّيّة إسهامهم العلمي في ذلك العصر'؛ ويبدو أنتهم يتفقون على تفوّق الأخ 
الأكبر محمّد في المجال السياسيء حيث كان دورٌ الأخوين الآخرَيْن ضعيفاً جداً. 

لم ننذكر بهذه الجوانب لأجل قيمتها الروائيّة» بل لأنتها تنظهر أنْ الأخوة الثلاثة 
كانوا يعملون بشكل واضح كفريق. ولم تستبعد الأعمالٌ الجماعيّة في هذا الفريق 
الكتابات الفرديّة. وإذا نظرنا إلى هذا الأمر عن قربء نلاحظ أنّ الأخوة الثلاثة لم 
يشكّلوا فقط ما قد يسمّيه البعض بلغة عصرنا "فريقاً في البحث", بل إِنّ هذا الفريق 
شكل بالفعل نواة متماسكة لمدرسة في البحث العلمي. بالإضافة إلى ذلك؛ لم يكن هذا 
"الفريق" يحصر عمله في البحث العلمي» بل كان يتدخل أيضاً في السياسة العلميّة 
وفي السياسة بمعناها العام. وكان هذا الفريق أيضاً في تنافس مع فرق أخرى كفريق 
الكندي؛ الذي كان أقلّ تماسكأء كما يبدو. كل هذه الوقائع» التي فرضت نفسها علينا 
عند دراستنا للشهادات المتعلّقة ببني موسى والكندي وبعصرهم بشكل عام تثجيز لنا 
طرح هذا السؤال الجديد: ماذا يمثشل بدقّة هذا النوع من التكوّنء لهذا النوع من 
"الفِرّق" في القرن التاسع؟ 

لن نكتفي؛ للإجابة عن هذا السؤال» بمجرّد ردّ الأمر إلى التفاهم العفوي. أي 
التواطؤء بين الأخوة. وذلك أن سيرة حياة جان وجاك برنولي ( 1165 229ل 1© 271 
ع2 ). اللذين عاشا لاحقأء قدّمت لنا مثالا مضادًاً ساطعأء ينقض ذلك. ولا 
يُمكن» من جهة أخرىء فهمٌ هذا الفريق بدون أن نأخذ بعين الاعتبار المدرسة التي 
كان ينشطها ويمثلل نواتها. فقد عرف الإخوة الثلاثة كيف يرتبطون مع أفضل 


- وفقأ لتلك الرواية؛ لم يقرأ سوى المقالات الستّ الأولى من "أصول" أقليدس لأنته توصّل وحذه إلى النتائج الواردة في المقالات السبع 

الباقية. وقد لامه الخليفة المامون شخصياً على عدم إنجازه لقراءة كتاب أساسي إلى هذا الحدّه حتى وإن لم يكن بحاجة إلى ذلك (القفطي» 

"تأريخ الحكماء"؛ ص. 47 4). 

حول أهميّة إسهام محمّد في علم الفلك؛ انظر ج. صليبا: 

5 ,071071 7آكك 07 :8751011 86 مر أوتتعامل" جع010تتتقمه عتمصدع [ما2 1ه عناولالك عتطوعف كاعم" بوطتلة5 .2) 
115-11 :(1954) 

* على سبيل المثال» ينسب النديم إلى أحمد لوحده تأليف "كتاب الحيل"؛ وينسب إلى الحسن كتاب في "الشكل الْمدَوّر المستطيل"؛ وهذه 

النسبة أكٌدها ثابت بن قرّة في بداية مؤلّفه "في قطوع الأسطوانة وبسيطها"؛ وينسب عدّة مؤلفات إلى محمّد وحدّه. 

على سبيل المثال؛ النديم» "الفهرست”؛ الصفحتان 7١4‏ و١؟؟؛‏ ابن أبي أصيبعة؛ "عيون الأنباء"؛ تحقيق مولر (©71311)؛ المجلّد 

الأوّل» الصفحات /اغخى١اء؛ 5694١5-53‏ 499-55 5386 759-١؟؛‏ تحقيق رضاء الصفحات ١٠كلء 15558641١1١3549 4١5-611‏ 

إدنة 


"ِ 


المترجمين كَحُنَيْن بن إسحاق وهلال بن هلال الحمصيء على سبيل المثال'؛ كما 
استطاعوا استمالة معاونين لهم من مرتبة ثابت بن قرّة*. وكانت هذه المدرسة تعمل 
على ترجمة الإرث اليوناني» بقدر ما كانت تعمل في البحث المجدّد؛ ولقد ترافق 
هذان النشاطان؛ بحيث لا يمكن فهم أحدهما بدون الآخرء كما أكّدنا ذلك أكثر من 
مرّة'. وأخيرآء اهتمّ بنو موسىء أيضأء بإنشاء المؤسّسات العلميّة؛ فقد كانوا على 
علاقة مع "بيت الحكمة" الشهير في بغدادء وشاركوا في حسابات الأرصاد الفلكيّة» 
وكذلك في أعمال الهندسة المائيّة. كان هذا الانخراط لبني موسى في الحياة العلميّة 
والثقافيّة متزامناً مع مشاركتهم في الحياة السياسيّة (على الأقل بالنسبة إلى محمّد) 
والإداريّة (بالنسبة إلى هذا الأخير وإلى أحمد). نحن إذن أمام الكثير من الوقائع التي 
حصلت في النصف الأوّل من القرن التاسع للميلاد» ضمن دوائر السلطة والمعرفة 
في بغداد التي كانت مركزاً لإمبراطوريّة شاسعة تتربّع على قمّة المجد في ذلك 
العصر. ولا شك بأنَ الكلام حول ما كان يُدَبّر في هذه الدوائر من مشاريع ورهانات 
يتطلب تأليف كتاب كامل؛ وإنّ بحثاً كهذاء يستحق الخوض فيه؛ لا سيّما وأنّ حالة 
بني موسى ليست قطعاً حالة منفردة. 

تسمح هذه الصورة التي نرسمها هنا بخطوط عريضة للغاية؛ بفهم الضروف 
المحيطة بعمل بني موسى؛ فهي توضح روايات المفهرسين القدامى» وتوحي 
بالمحاولة الأولى للقيام بدراسة نقديّة للشهادات المنقولة بشأنهم. فبذلك ندرك لماذا 
تتواجد » في كتاب واحد (هو تحديداً الكتاب الذي نتناوله هنا)ء مسائلٌ هندسيّة مع 
تركيبات آليّة جديدة؛ ونرى أيضأ كيف كان من الممكن أن يتابع أحد الإخوة - أحمد 


* كتب النديم في "الفهرست"؛, ص. 76 7؛: بصدد هلال بن هلال الحمصي: "وترجم الأربع المقالات الأولة بين يدي أحمد بن موسى". 
هذه الواقعة تؤيّدها مخطوطات الترجمة. ذلك أنّ عبارة النديم مأخوذة عمليّاً من مقدّمة ترجمة "المخروطات" لأبلونيوسء حيث نقرأ أن 
هلال بن هلال الحمصي قد كلف بترجمة المقالات الأربع الأولى بحضور أحمد بن موسىء انظر "المخروطات"؛ مخطوطة طهران: 
ملي ملك 857» الورقة *”. انظر: 
12-4 ,507 .5 ,2008 كته لا 77ات11 ,تتتاقة 8 ,ل ع اطاط :1.1 عغتطتما ,كعنو07:1ن) دعا :كنةة:0[أمجدك بلعتاكقق] .1 
* انظر الفصل اللاحق. 
' انظر مقال ر. راشدء 
حسما وعم أمستمعه :عاطدعف ماقا اتاعدامطا عتتلتامعاء5 عاعع2) 01 551013تتمكققعا عطا 1ه قسمسعاطمء2" ,لعطققةر .11 
1990-9 .مم ,(1989) ,27 ,عع 7عقع3 زه بدم كار ,"5عناتره سه 5ع تمصع طاهدر 
الذي أعيد نشره في 
ممتطمعة 7" عطت 7ه نت 16و !تاماعد عنكعع هن[ عل عرتونكئةع'[ بنع كملاع عع 1[ تمنو أ!ه 711716 اه عيماو11م0 
,(1992 بامطويعل 1م ) 05388 


؟” 


بحثأ بدأ به أخ آخر _ الحسن؛ ونفهم أخيرأ رواية سيرتهم؛ غير المؤكّدة برأيناء 
والتي يتم تناقئلها حاليّء بدون دراسة حقيقيّة. 

لقد كان الوسطً الطليعيٌ والسياسيٌ الصاخبٌ الذي كان يتحرّك فيه هؤلاء العلماء» 
حقلاً من أخصب الحقول لنسج الروايات والأساطير. فبعد أن وقع بنو موسى ضحايا 
للمفهرسين ذوي المخيّلة الجامحة» أضحوا أبطال رواية خياليّة. وقد سبق أن بيّنتا 
أكثر من مرّة أنّ جموح الخيال كان نزعة عند المفهرس القديم؛ القفطي' أ وهو 
مصدرنا الأساسي عن بني موسى. فقد كان القفطيّ يححبٌ تزيين رواياته لجذب قارئه» 
إن لم يكن لتسليته. ويروي القفطي أنّ والد بني موسئى' 'ء أي موسى بن شاكرء لم 
يكن "من أهل العلم والأدب؛ بل كان في حداثته حراميّأء...؛ ثمّ يخرج فيقطع الطريق على 
فراسخ كثيرة من طريق خراسان". وسنرى أن اختيار هذه المنطقة ليس عَرَضيّاً بتاتاً في 
بقيّة الرواية. ولم يبخل القفطي» من ناحية أخرىء في إعطاء تفاصيل عن مَكر موسى 
بن شاكرء وعن الوسائل التي كان يستخدمها لخداع الناس. فيصف لناء من ضمن 
أشياء أخرىء زَيّ موسى وحصانه ...؛ وكل ذلك بعد ثلاثة قرون ونصف القرن من 
حصول الحدث"'. تتثير هذه التفاصيل الشكوكَ حول رواية القفطيء أو على الأقل» 
حول مصادره. 

ويأتي اختيار خراسان مناسباً لتأمين تتمّة الرواية» وذلك عند الحديث عن علاقة 
قاطع الطرق مع الشخص الذي سيصبح لاحقا الخليفة المأمون. وكان الخليفة هارون 
الرشيد قد جعل المأمون والياً على هذه المنطقة حيث عاش فيهاء قبل أن يطيح بأخيه 
الأمين ويصبح الخليفة العبّاسي السابع. وتتوالى رواية القفطي وتنتهي كقصّة حقيقيّة: 
يتوب قاطع الطرقء ويصبح رفيقاً للخليفة اللاحق» ثم يموت في اللحظة الملائمة 
(يبقى تاريخ وفاته غير واضح) بعد أن يعهد بأولاده الثلاثة إلى الخليفة. وضعت هذه 
الوفاة» التي حدثت في الوقت المناسبء الأخوة الثلاثة على الطريق الملكيء إذ بدؤوا 


١.‏ انظر المجلد الثاني من هذه الموسوعة؛» ص ١5-للء‏ وكذلك "العمل الجيري للخيّام" (حلب» 549 10 الصفحتان 14-7 من 
المقكمة العربيّة. 

'' القفطي» "تاريخ الحكماء"؛ الصفحات 47-44١‏ 4. 

*' المرجع السابق. هذه الرواية غالبا ما يتناولها المؤرّخون القدامى والمحدثون. لنذكر بمثال واحد: ابن العبري؛ "تاريخ مختصر 
الدول”؛ تحقيق أ. صالحانيء الطبعة الأولى (بيروت» ٠185١)؛‏ طنبع مجدّداً سنة 2١1548‏ الصفحتان .1817-١817‏ 
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حياتهم في حماية الوصي عليهمء الخليفة نفسه؛ ثم أصبحواء بطلب منه» في عهدة 
إسحاق بن إبراهيم المُصعبيء الذي كان حاكم بغداد لفترة من الزمن؛ أدخلهم 
المُصعَبِيٌء الذي أصبح مربَّيّهم» إلى "بيت الحكمة" برعاية عالم الفلك الشهير يحيى 
بن أبي منصور [الذي توفكيَ في عام 7١1‏ ه/877 م]. 

هذه هي رواية القفطي. إنتها القصة التي سيقتبسها من بعده ابن العبريء ثمّ جميع 
الآخرين بدون كللء منذ ذلك الحين وحتى أيّامنا هذه. وحتى الساعة لا نعرف أي 
مصدر مستقل عن رواية القفطيء يؤكّد لنا هذه الرواية بأكملها أو بقسم منها. بل على 
العكس من ذلكء يأتي التناقض من القفطي نفسهه. الذي يقدّمء في مكان آخر من كتابه؛ 
صورة لموسى بن شاكر قليلاً ما تتطابق مع تلك التي قدّمها سابقأ» فهو يُظهره هذه 
المرّة كشخص ينتسب إلى الفئة الأكثر تقدّماً من الرياضيّين وعلماء الفلك"'! 

ونظراً إلى غياب أي مصدر آخر يؤكّدهاء لا يمكننا إلا أن نستبعد رواية القفطي 
هذهء التي أضيفت؛ على كلّ حالء في نهاية كتابه''. ولكن سيرة بني موسى تصبح.ء 
عندئذء باهتة وهزيلة. فلا يبقى سوى القليل للغاية من الوقائع التي تسمح بإغناء 
سيرتهم المبعثرة في الحوليّات وكتب السّيّر الأخرى. يظهر محمّد وأحمد. في كتاب 
الطبري "تاريخ الرسل والملوك"”"'؛ في غمرة الأحداث؛: ضمن حاشية عدد من 
الخلفاء المتعاقبين. ونرى كلا من هذين الأخوينء؛ بين الأشخاص الأثرياءء في عداد 
مستشاري الخلفاءء أو المسؤولين عن الأعمال الكبرى في الهندسة المدنيّة. وكان اسم 
كل من محمّد وأحمدء في عام 745 ه/651 مء على قائمة كبار الأغنياء الذين كان 
عليهم أن يقدّموا للخليفة المتوقل' '؛ الأموالَ الضروريّة لبناء مدينته الجديدة: 
"الجعفريّة""'. وكانت هذه القائمة تضم حوالى عشرين اسمأ لشخصيّاتء من بينها 
بعض الوزراء المشهورين مثل ابن فرّوخانشاه وابن مُخْلد. وكان محمّد بن موسى؛ء 
'' نعرض ما كتبه القفطي بدون أن يلاحظ التناقض الفاضح مع ما أكٌده سابقاً: "متقدُم في علم الهندسة: هو [موسى بن شاكر] وبنوه 
بن اق هذاه مشهورا فو منجمي المامين ركان بر اانه ابم الخد بالبلاسة بطم اليل" "كارين الحتمادا. أل فنة 02 
تتناقض صورة ابن شاكر هذه والتواريحٌ المعطاة هنا مع كلّ نقطة من نقاط الرواية الأخرى. 
3 ا أبو الفضل إبراهيم (القاهرة؛ »)١571‏ المجلد التاسع؛ الصفحة .4١7‏ 


'' المرجع السابق: الصفحة .١1١©‏ 
"' المرجع السابق» الصفحة 5١١؟.‏ 


؟ 


بعد ثلاث سنوات _ في العام 5/8 ؟ ه/8557 م _» حاضراً للإصغاء إلى الخليفة 
المنتصر* وهو يروي خُلئمه. وفي عام 75١‏ هره5 855-87 م؛ كان محمّد نفسه 
مكلفأ من قائد جيش الخليفة» المستعين» بمهمّة استعلاميّة تهدف إلى تقدير قوّات 
العدو' '. وفي ذلك العام نفسه أيضأء كان محمّد بن موسى في عداد الوفد المفاوض 

يبيّن سياقٌ ومضمونٌُ شهادات الطبري هذه؛ء صحّة هذه الشهادات؛ كما يؤكّدها 
مؤرّخون آخرون: فالمسعودي' ' يشير إلى علاقات بني موسى مع الخليفة الواثق 
[847-4847 م]ء التي يذكّر بها أيضاً ابن خُرداذبه" '. وينقل ابن أبي أصيبعة» بدوره» 
قصّة غالبا ما تروى؛ وفيها أنْ بني موسى استغلّوا موقعهم في بلاط الخليفة المتوكّل 
لتدبير الدسائس ضد زميلهم الكنئدي"". وتتفق جميع هذه الروايات على أنّ الأخوين 
محمّداً وأحمد كانا يتمتّعان بمنزلة جيّدة في بلاط الخلفاء العبّاسيّين ابتداءً من المتوكّل 
4419 م) ووصولاً إلى المستعين 857 م) على الأقل؛ أي قبل وفاة محمّد في عام 
3/7 مء وفق النديم. ويؤكد أحمد بن موسى بنفسه مباشرةٌ هذا الوضع المُمَيّزء 
فيروي أنته أرسل إلى دمشق كمدير لديوان البريد '. 

هذه المنزلة الرفيعة التي كان يتمتّع بها بنو موسى» هي التي تزيد من احتمال 
صحّة شهادات أخرى قدّمها النديم: فالإخوة بنو موسى أنفسهم موّلوا مهمّات للبحث 
عن مخطوطات يونانئيّة في بقيّة أرجاء الإمبراطورية البيزنطيّة"': واستمالوا 
مترجيمين أجزلوا لهم العطاء. ويؤكّد ابن أبي أصيبعة أقوال ابن النديم» ويذكر؛ في 
*' المرجع نفسهء الصفحة ؟761. 
العامة 


'' "التنبيه والإشراف"» تحقيق م. ج. دو جوج 


بة610ط) 111/ا تتتاومء [طوعةث نقننالم درق ع 60 وععتلاه1[[طا8 رعزء0) عل .ل.ابآ .60 باتجأكة-آه 776 [1861ه 1 -[4ل 
.6 .م .(1894 
"' "المسالك والممالك". تحقيق م. ج. دو جوج 
باة1.610) 71 تتنتطمء تادعم تننتزمطتبقج مع6) تععطلاه1[1ط81 ,رعزعه0 عل .84.1 .4غ جلألتسمدج-له مح ع[ تأتذعه 41-14 
,(1889 
أعادت طباعته مكتبة "المثنتى" في بغداد» بدون تاريخ» ص. .١٠١"‏ 
"' انظر: ابن أبي أصيبعة» "عيون الأنباء"؛ تحقيق مولر (10112)» ص. /1١؟,‏ 588-77 7١؛‏ نشر رضاء ص. 785 2341-5 
36 
*' في مؤلّف بني موسى ذي العنوان "مقتّمات كتاب المخروطات", مخطوطة اسطنبولء أيا صوفيا 48757»ء الورقات 907ظ_؟ لاثم 


نقرأ: "ثم تهيأ لأحمد بن موسى الشخوص إلى الشام واليأ لبريدها". 
”" انظر: النديم» "الفهرست"» الصفحتان 7171-71٠١‏ 
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عداد هؤلاء المترجمين» إسحاق بن حنين شخصيّا وحُبيش وثابت بن قرّة الذي كان 
يتلقّى أجراً منتظماً من بتي موسى. 

وتاصّوّر مصادرٌ أخرى جديرة بالثقة» بني موسى كعلماء اهتمّوا بأعمالٍ في 
الرصد الفلكي والهندسة المدنيّة. فقد أورد ابن خلكان'' بدقة أنهم قامواء بطلب 
شخصيّ من المأمونء بالتثّت من طول محيط الأرض"". واستنتج المؤرّخ وعالم 
الفلك ك. نلينو (ممنئنه:< .ح)*"» من أقوال ابن خلّكان؛ بعد أن أخذ بعين الاعتبار 
أعمار الإخوة الثلاثة وما نعرفه عن هذا الحدث العلمي المهمّ» أنّ بني موسى 
استطاعوا المشاركة فيه كمساعدين لعلماء الفلك في ذلك العصرء ولكن ليس بصفتهم 
مسؤولين عن التجربة. أمّا بالنسبة إلى الأعمال الكبرى في الهندسة المدنيّة» فيذكر 
الطبري القناة التي خُفرت تحت إشرافهم؛ ولقد تكلتم ابن أبي أصيبعة"' على هذا 
المشروع المائي. 

وهكذا شكّل هؤلاء الإخوة الثلاثة» الأثرياء والمقرّبون من السلطة؛ فريقاً متماسكاً 
من الباحثين الطليعيّين في العلوم الرياضيّة وفي الرياضيّات التطبيقيّة؛ أيضأء 
بالمعنى المتعارف عليه في عصرهم. أيْ في الهندسة المائيّة خاصّة والهندسة 
الميكانيكية؛ كما كانوا ناشطين في الحركة العلميّة لذلك العصرء وشكّلوا نواة لمدرسة 
علميّة ضمت إليها ثابت بن قرّة وعلماءً آخرين. هكذا يظهر لنا بنو موسى الذين 
سنقوم هنا بدراسة أعمالهم الرياضية. 


5-١-١‏ أعمال بني موسى الرياضيّة 
يقدم المفهرسون القدامى» وبيبشكل خاص النديم والقفطي» قائمتين لعناوين كتابات 
بني موسى في الميكانيكا وعلم الفلك والموسيقى والأرصاد الجويّة والرياضيّات. 


"' انظر: "وفيات الأعيان"؛ تحقيق إحسان عبّاسء المجلّد الخامس (بيروت؛ »))١91/7‏ ص. 157-151, 
*' انظر: البيروني:ء "الآثار الباقية عن القرون الخالية"؛ تحقيق ك. !. ساشو (52081 .0.8©) تحت عنوان 
«عبزاة7 تعب ءسذاعاسص 07 عنوهامجم م0 (لاليزيغ (عنمنزع.])» »)١977‏ الصفحة ١5١؛‏ كذلك البيروني: "كتاب تحديد نهايات 
الأماكن"؛ تحقيق ب. بولغاكوف (0لهع1811 .2) ومراجعة إمام إبراهيم أحمد. ظهر في كع 1:4دم1'1 046 عبسعر 
كو طهجه كاد ةجهم (أيّار_تشرين الثاني ؟1957١):‏ الصفحة 46. 
“' انظر: ك. نلينو [محاضرات في الجامعة المصريّة]: 

,254-256 .مح ,(1911 مقحطم[) ,كع 11 أمناء01ع4] 18 ع يق برواعا8ظ كاة ,بو مجنو «اكك «مأطوعكق ,مستالواة .0 
'"انظر: ابن أبي أصيبعة: "عيون الأنباء"» تحقيق مولر (01162)»: ص. /1١؟,‏ 708-710 ١؛‏ تحقيق رضاء الصفحات 585: 77 
لاشرك, 186 
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هاتان القائمتان ليستا شاملتين» فلا يُمكننا أن نحسم مسألة عناوين أعمال بني موسى 
استناداً إلى هاتين القائمتين فقط. ففيما يخصّ الهندسة وهي المادّة التي تهمّنا هناء 
يُشير أحمدُ نفسه إلى كتابات غائبة عن قائمتّيْ المفهرسّيّن» كما يفعل ذلك من بعده 
رياضيون لاحقون. ونحن نعرف عناوين خمسة كتب في الرياضيّات تعود إلى بني 
موسىء وصل إلينا منها اثنان فقط. 

-١‏ الكتاب الأوّل عنوانه "الشكل المدوّر المستطيل"؛ وقد نَسّبه النديم والقفطي إلى 
الحسن بن موسىء وهذا ما يؤكُده السجزيء وهو رياضيّ في نهاية القرن العاشر. 
وهذا الأخير لا يكتفي بذكر العنوان» موضيحاً أنّْ بني موسى وضعوا "كتاباً في خواصّ 
القطنع الناقص وسموه الدائرة المستطيلة"» بل يلختص أيضاً الطريقة التي طبّقوها لإجراء 
الرسم المتّصل للقطع الناقص بواسطة خاصية بؤرتيه' . 

من جهة أخرىء يذكر محمّد وأحمد بن موسىء في كتابهما المقتضب "مقدّمات 
كتاب المخروطات"؛ أنّْ أخاهما الحسن وضع مؤْلفاً في توليد القطوع المخروطيّة 
الناقصة وفي برهان مساحتها: 

"وتهيّا للحسن بن موسى بقوته في علم الهندسة واستعلائه فيه النظر في علم قطع الأسطوانة: 
إذا قُطعت بسطح على غير موازاة لقاعدتهاء وكان الخط المحيط بالقطع خطًا تام الإحاطة» 
فاستنبط علمه وعلم الأعراض الأول التي تعرض فيه من الأقطار والسهام والأوتار» واستنبط 
علم مساحته" ١‏ 

ولكن كتاب "الشكل المدوّر المستطيل" » حسب شهادة السجزيء يتناول مسألة 


توليد القطوع الناقصة. كل شيء يشير إذن إلى أنّ الأمر يتعلق بنفس الكتاب. هذا كل 
ما يمكننا تأكيده؛ وفيما عدا ذلكء: يبقى المجال مفتوحاً لبعض التخمينات؛ فيكون 


الكتاب قد وضع قبل أن تتسنتى لمؤأّفه معرفة معمّقة ب"مخروطات" أبلونيوس ‏ 
وربماكان مُطْلعاً على كتاب سيرينوس أنطينو ي (4'17:1::02 61115 7ع 5) » "في قطع 
الأسطوانة""". لقد لعب هذا المؤلف لابن موسى دوراً أساسيّأء وشكّل نقطة انطلاق 


'" انظرء ضمن ر. راشدء أعمال السجزي الرياضية(بيروث»: :)١٠١8‏ ص. 584؛ ما كثتبه السجزي في كتابه "في وصف القطوع 
المخروطية": "وطريق آخر غريب مستخرج من خواصه. وعمل هذه الخاصة وبنى عليها بنو موسى بن شاكر كتابأ في خواص القطع 
الناقص وسمّوه الدائرة المستطيلة". ويتعلّق الأمر بخاصّة "البؤرتين” القائلة إِنَّ مجموع الخطين الخارجين من كلّ نقطة على القطع 
الناقص إلى البؤرتين يساوي القطر الأعظم . 1 

'" بنو موسىء "مقدّمات كتاب المخروطات": مخطوطة اسطنبول» أيا صوفيا ؟4875» الورقتان 7774-2777, تحقيق ر. راشد ضمن: 
1[ ارط :1.1 عتما ,25 :و0011 عمل ص. 5١6‏ 44 

"” سنتناول ثانية هذه المسألة ضمن التحليل الذي يرد لاحقأ لنص ابن السمح؛ الفصل السادس. 


؟ 


لتطوّر عظيم لهذه الدراسة قام به ثابت بن قرّة الذي استند بفضل هذا المؤلّف إلى 
معرفة معمّقة ب"مخروطات" أبلونيوس '. 
لم يصل إلينا هذا الكتاب؛ لكن يبدو لنا أن جزءاً من نصّه كان مصدر إيحاء 


لمساهمة ابن السّمْح التي وصل إلينا جزءٌ منها في نصّ عبري”''. إن أهميّة هذا 
الكتاب في تاريخ نظريّة المخروطات ورياضيّات اللامتناهيات في الصغر المكتوبة 
باللغة العربيّة» وإشارات أحمد بن موسى إليه؛ والمعلومات التي قدّمها السجزي» 
والتخمينات التي قدّمناها هناء تحثٌ على إعادة تناول مسألة هذا الكتاب بشكل مستقل. 

؟- الكتاب الثاني هو "مقدّمات كتاب المخروطات" الذي ذكرناه سابقأء وقد أشار 
إليه النديم والقفطي؛ ووصل إليّنا في عدّة مخطوطات. أثيتت فيه تسع مقدّمات» 
"يُحتاج إليها في تسهيل فهم الكتاب"” "» أي كتاب "مخروطات" أبلونيوس. 

"- يعيد محمّد وأحمد بن موسىء في مقدّمة الكتيّب السابق» رسم تاريخ دراساتهم 
لكتاب "المخروطات" لأبلونيوسء ويذكران شرحاً كتبه أحمد لسبع مقالات من ذلك 
المؤلّف. هذه الإشارة الغامضة هي المعلومة الوحيدة التي لدينا عن هذا الشرح' '. 

4 - كتاب عنوانه "الشكل الهندسيّ الذي بيّن جالينوس أمرّه"» ولم يتم العثور عليه. 

الكتاب الذي نحققه هنا. 

أخيرأء هناك نصّ صغير آخرء في تثليث الزاوية» يحمل اسم بني موسى. إلا أن 
نسبته إليهم تتثير» على ما يبدو» صعوبات حفيقيّة . 

تبرزء من جميع هذه العناوين» بين السطور على الأقلّء سمة ثابتة» استمرّت تتعزز 
على امتداد هذا البحث الذي ابتدأ بالعربيّة مع بني موسى؛ وهي الاهتمام المزدوج 
بهندسة المخروطاتء وبقياس السطوح والأحجام التي تحدها المنحنيات؛ أي 
بالاهتمام في أن واحد بتقليد أبلونيوس وبتقليد أرشميدس. 


"' انظر لاحقاً تحليل كتاب ابن قرّة: "في قطوع الأسطوانة وبسيطها". 
*' انظر لاحقاً تحليل نص ابن السمح. 
*" مخطوطة إسطنبولء أيا صوفيا 48*57 الورقة 774 
'” المرجع نفسه؛ الورقة 2774© حيث نقرأ: "وتهيا انصرافه من الشام إلى العراق» فلما صار إلى العراق عاد إلى تفسير السبع مقالات 
التي وقعت إلينا". 
*” انظر مخطوطة أكسفورد» مكتبة بودليان: 
2607 .امل ,720 ,أكحعاة © "133 .أمر ,207 أمجماط ,نم ارا «مقء80641 
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"-١-١‏ كتاب معرفة مساحة الأشكال البسيطة والكُرّيَة: نص لاتيني وإعادة كتابة 
قام بها الطوسي 

غريبٌ هو مصير هذا الكتاب. فحتى الآن لم يتم العثور عليه بالعربيّة (باستثناء 
مقطعين)'» ولم يبقّ منه سوى تحرير قام به نصير الدين الطوسي في القرن الثالث 
عشر. إلا أن لديناء لحسن الحظء ترجمته اللاتينيّة التي أنجزها جيرارد دو كريمون 
والتي حُفّقت وتثرجيمت إلى عدّة لغات '. 

هذه هي الوقائع. وقد جرى كل شيء وكأنْ تحرير الطوسي قد حل محل النصّ 
الأصلي. ويُمكننا أن نتخيّل المسار التالي لهذا الكتاب؛ وهو يبتعد قليلء بدون شك؛» 
عن مساره الحقيقي: اختار الطوسي نص هذا الكتاب» نظرأ إلى أهميّته مع سهولة 
فهمه من قبل الطلاب مقارنة بأعمال العلماء اللاحقين في هذا الميدان» ليكون من بين 
الكتابات التي كان ينبغي تحريرها وإدراجها ضمن المجموعات المشهورة المعروفة 
تحت عنوان "المتوسّطات”» أي "الكتابات الفلكيّة الصغيرة" التي أضيف إليها بعض 
كتب الرياضيّات. وقد عرفت هذه المجموعات المخصّصة بالدرجة الأولى للتعليم 
نجاحاأً كبيرأء نستطيع أن نقيسه بالعدد المرتفع لمخطوطاتها التي وصلت إلينا. لقد 
أمَن إذأ تحريرٌ الطوسي لفكر بني موسى انتشارأ واسعاً. لكن هذا النجاح حصلء إذا 
جاز القول» على حساب النصّ نفسه: فقد كان تداول تحرير الطوسي كبيراً بحيث تمّ 
إهمال نسخ نصّ بني موسى الأصلي الذي اختفىء كما يبدو منذ ذلك الحين؛ وقد 
باءت بالفشل جميع محاولاتنا للعثور عليه. 


* تم العثور على مقطعين من هذا المؤلّف»؛ انظر الصفحات 47-55. أضيفت هذه الملاحظة عند تصحيح الأوراق الأولى التي أخرجتها 
المطبعة: من مجلّدنا هذا. 

راجع: م. كورتز: 

تضباط قغط1[ :106 .معققط أه لاعتصقط ,تاعصسفل8 اوه 10 كتاء5 تتلا ,توجهك84 سبده 11 مطن7 " ,رعطنبنا ك3 
و" تقأتتغطتنطاهن) لتتنا عمتطاء لاصتظ أتمد 33 ,11 ,1 وتمعةلاقة8 عرعله وعل أمدوع.[ ععل طاعهم ممتاعسحمةة) عل ستمطافط 
هم ,(1885 يعللهقك) 49 .1ه ,عع عرة لمق عل عتنع لماك ارمع عايت2آ .أوجعن)-. ووعط أمظ 27 هاعء4ق مم8 


:109-167 
وانظر أيضاً ه. سوتر: 
,(1902) 3 ,معفه ع طنتهعاط مععقم:ا8:5 , "عنطقطءة5 معط 81054 وعل عمطقة عل عمأعسرمع© عنل عمطلا" , ععاداة .11 
--259 .نزت 
وانظر م كلاجيت: 


انظر كذلك و. كنور: 
-267 .وم ,(1889 مقتتاقء8 باعقم8 دمنتهو8) ندع جومع) لودع [هع ا 22:4 47111 ار م أهننال أعننابره 1 ,تامدخ .نا 
215 


33-7 .مح ,1 .901" ,كععوك ء84:4401 1:6 :1 عع1771:64جزع47 بتاعع هات .كز 


نض 


ما النص اللاتيني فينقص منه؛ كما سنرى » مقطعٌ طويل أعاد تحريره الطوسي. 
يشرح بنو موسى في هذا المقطع التركيب الآلي الذي ابتكروه لتحديد قطعتين 
مستقيمتين بين قطعتين مستقيمتين معلومتين» بحيث تتوالى القطع الأربع في تناسب 
مُتَصل؛ ويشرحون فيه أيضاً مسألة تثليث الزاوية" '. وربّما لم يكن جيرارد دو 
كريمون يرغب بمواجهة الصعوبة الحقيقية» اللغوية والتقنية» لهذا المقطع الذي لا 
تثير صحّة نسبته إلى بني موسى أيّ شكُ. لذلك لا بد» من أجل فهم إسهام بني موسى» 
من العودة إلى نص جيرارد دو كريمون؛ لكنّ من البديهيّ أيضأء أن نعود بالضرورة 
إلى تحرير الطوسي لأجل تحقيق هدفنا هذا. وتُقدُّم لنا هذه الترجمة اللاتينيّّة خدمة 
أخرىء فهي تْعلِمُنا بالمعنى الذي كان الطوسي يعطيه لكلمة "تحرير"؛ وتسمح لنا 
بقياس المسافة التي تفصل تحرير الطوسي عن نص بني موسى. لكن تحرير 
الطوسي لا يلبث» بدورهء أن يلقي الضوء على الترجمة اللاتينيّة» أو على الأقل على 
سماتها اللغويّة. لذاء ينبغي على الذي يؤرّخ لفكر بني موسى في هذا الميدان» أن 
يواجه الصعوبة المزدوجة المتمثئلة في استخدام تقليد غير مباشرء وفي العودة إلى 
نص أعيدت كتابته بعد ثلاثة قرون. ولنحاولء في البداية» أن نفهم؛ بشكل مؤقّت على 
الأقلء كيف أراد الطوسي أن "يُحرّر" أو أن "يُعيد كتابة" مؤلّف بني موسىء وذلك 
بعد أن أشرنا مسبقاً إلى العقبتين اللتين يواجههما المؤرّخٌ في هذه الحالة. 

ترتبط العقبة الأولى بأسلوب كتابة بني موسى ومعاصريهم؛ فهم يتوجّهون إلى 
رياضيّي زمانهم» إلى طلاب الرياضيّات وعلم الفلك. وكان يجب أن تكون لهؤلاء 
القرّاء معرفة جيّدة بمؤلّفيْ "الأصول" و"المعطيات" لأقليدسء وبكتابات أخرى. فإذا 
حدث أن يستخدم بنو موسى قضيّة من هذين المؤْلَّقَيْن بدون التذكير بها بوضوح. فإنٌّ 
ذلك يعود بالضبط إلى أنتهم كانوا يعرّلون؛ بشكل بديهيّ» على معرفة القرّاء بهذين 
المؤلّقَيْن. ولم يفكر أحدّ قَطُّ بلومهم على هذه الممارسة؛ التي كانت مألوفة وقديمة 
العهد. إن الطوسي نفسه: الذي كان أفضل العارفين بأعمال أقليدس وكان يدرك 
الإحالات المضمَّرة لبني موسىء لم يعتبر قط أنته من الضروري توضيحهاء ولم ير 


*" انظر نص بني موسي أدناهء ص. .177١١1١‏ 


نض 


في عدم ذكرها أي نقص ينبغي سَّدّه. والظن بأنّ هذه الممارسة تنطوي على نيّة 
لإخفاء المصادرء يعني عدم معرفة التقاليد الرياضيّة في ذلك الزمن؛ ويجب التذكيرء 
في هذا الصددء بأنكه قد يحدث أن يستخدم بنو موسى قضاياء سبق لهم أن برهنوهاء 
دون أن يذكروا ذلك بشكل واضح. 

تثرجعنا العقبة الثانية إلى صياغة الطوسي التي تتوجّه: هي أيضأء إلى طئلاب 
متقدّمين في الرياضيّات. لم يكن هؤلاء الطّلآب مطّلعين على أعمال أقليدس فحسب» 


بل كانوا قادرين على إتمام مراحلء أوَّليّة على الأقل؛ من البراهين. ولم يُهمِل 
الطوسي هذه المراحلء بسبب قصور في تحريره. بل إنته قام بذلك عن قصد. 

ولكنتنا نعرف أن الإيجاز هو أحد معايير تحرير الطوسي؛ فهوء على امتداد نصّ 
بني موسىء يحذف ما يبدو له غير ضروري للعرض الرياضي الدقيق. وقد يوافق 
البعض على خياراته أو يرفضها؛ لكنّ هذا الاقتصاد في التحريرء بالنسبة إلى 
الطوسي؛ ضامنٌ لأناقة النصّ على الأقل؛ بل يُضفي عليه؛ أيضاً بشكل مُضْمَرء 

لنعد الآن إلى معنى هذه "التحارير" أو "إعادات الكتابة" التي قام بها الطوسي. إِنَّ 
هذه المسألة» رغم أهميّتها الكبرى» لم تئدرس من قبل حسب معلوماتنا؛ ونحن لن 
ندرسها هنا إلا في حالة كتاب بني موسى. 

سنبدأ بإبراز بعض السّمات العامّة ل"تحرير" الطوسيء قبل أن نباشر بالتحليل 
الدقيق لمثال نأخذه من كل جوانبه. عندما "يحرّر" الطوسيء فإنته يريد الوصول إلى 
نص خالٍ من المقاطع النافلة ومن الإطالات التي ليست مفيدة برأيه. والعمليّات 
المتداولة عنده بشكل أساسي هي: حذف التكرارء واستبعاد الإسهاب؛ وإعادة صياغة 
الجمل مع إدخال الضمائر لتقوية العبارات الطويلة. نشير إذأ إلى الأمور التالية: 

١‏ قام الطوسي بعمليّات حذف واسعة في المقاطع التي خصّصها بنو موسى 
لعرض دوافعهمء وبخاصة في المقذمة» حيث يشرحون ما حدا بهم إلى تحرير هذا 
الكتاب ويصفون الطريقة التي اختاروها في كتابتهم الخاصّة. وتعامل الطوسي 
بالأسلوب نفسه مع الخاتمة حيث يعود بنو موسى إلى مختلف النتائج التي توصّلوا 
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إليها. ولا نظنّ أنّ هناك حاجة إلى التذكير بالأهميّة الكبرى لهذه المقاطع بالنسبة إلى 
المؤرّخين. 

؟- عمد الطوسي إلى حذف المقاطع التي يرى فيها تكراراً. ففي بداية القضيّة 
السادسة عشرة» يشرح بنو موسى كيف تسمح مسألة إيجاد مقدارين بين اثنين آخرين 
معلومَيْن بحيث يتوالى الأربعة في تناسب متصلء بحلٌ مسألة استخراج الجذر 
التكعيبي. وفي نهاية الكتاب يذكّرون بالمعنى نفسه'*. وقد اختفى هذا التذكير من 
صياغة الطوسي. 

"- يقوم الطوسيء في الكتابات الرياضيّة؛ بتشذيب النصء إلا أنته يحافظ على ما 
هو أساسي فيه. والعبارات المستختمة لعرض القضيّة ولبرهانهاء مثل: "مثال": 
"أقول". "برهان": "إن أمكن ذلك" "هذه صورته", "وذلك ما أردنا أن نبيّن": 
حُذنف بعضها بشكل منهجيّ» والبعض الآخر حُذِف في أغلب الأحيان. 

يبقى أن نقول إنّ الطوسيء على امتداد هذا "التحرير"» لم يُشُوّه قطّه في الصفحات 
الرياضيّة حصرأ؛ لا المعنى ولا حرّفيّة النصَّ في القسم الأساسي منه. فهو يفصل» 
بعناية متناهية» أقواله وشروحه عن تلك العائدة إلى بني موسىء مبتدتاً إيّاها بكلمة 
"أقول". وتبيّن مقارنة "تحريره" بالنص اللاتيني أنه لم يغيّر قط بنية الاستدلال 
والعرض؛ فتحريره إذأ هوء بالفعل» الخلاصة الأساسيّة لنص بني موسى. 

لقد اتضح. إذأء أنّ الوضع أقل خطورة مما كلنتا نخشاه. فسنتقبّل بأنّ لديناء بالفعل 
عبر "تحرير الطوسي". نص بني موسىء في القسم الأساسي منه. ولنأخذء لمزيد من 
الإقناع؛ مثال القضيّة الرابعة عشرة»؛ ونحاول "إعادة تشكيل" النصّ العربي المترجم 
إلى اللاتينيّة. لا شك أن إعادة التشكيل التخمينيّة هذه قد تبتعد عن الأصل في اختيار 
بعض الكلمات أو الصيغ اللغويّة؛ ونحن نذّعي أنتها لن تبتعد عنه كثيراً. وهيء على 
أي حال» ستساعدنا على اكتشاف الفروق بين تحرير الطوسي والنصّ الأصلي. 
لنذكّرء لضرورات المقارنة:؛ أنّ الأحرف الهندسيّة ج » و» ز» طء أصبحت على 


'* انظر القَضْيّة التاسعة عشرة عن النص اللاتيني» الصفحة 7448. 


التوالي لدى جيرارد دو كريمون ج» ن؛ 7:2 وأصبحت لديناء ©» جرء ©» 7. [أنظر 
الجدول الأوّل] 

ويُمكن أن يعترض البعضء أيضأء على الحجج التي قدّمناها في الفقرات السابقة» 
بالقول بعدم إمكانيّة الحكم بطريقة دقيقة _لا هنا ولا في مكان آخر_على أمانة 
الترجمة اللاتينيّة. وممّا لا شك فيه أَنْ أي حكم من هذا النوع يَبقى غير ممكن؛ إلى 
حين العثور على نصّ بني موسى نفسه أوء إذا تتعغذر ذلك: على مقطع أو عدّة مقاطع 
من هذا النصٌ. ولقد قادنا البحث عن مثل هذه المقاطع إلى العثور على قضيّتين أكد 
تحليتهما المقارّن» كما يبدوء النتائجَ التي حصلنا عليها' '. 

إذا استثنينا الحوادث المرتبطة بنسخ الاستشهادء سنرى أنّ جيرارد دو كريمون 
ينقل حرفيّ النصّ العربي؛ ومن جهة أخرى سنرى أنّ تحرير الطوسي يجري وفق 
المسار الذي وصفناه. وقبل أن ندوّن في جدول جديد المقارّنات التي تثمكّن من تبيين 
هذه الأقوال» نذكر بأنّ الاستشهادين اللذين عثرنا عليهما موجودان ضمن شرح 
ل"أصول" أقليدس"'» لمؤلّف مجهول الهويّة» يذكر فيه هذا المؤلفء من بين آخرين: 
ثابت بن قرّةء النيريزيء الأنطاكيء ابن الهيثم؛ ابن هود وكذلك الدمشقي والفارابي. 
ويذكر هذا المؤلفٌ نفسّه بني موسى عندما يهتم بمسألة تثليث الزاوية. فيكتب: "وقد 
تقسم الزاوية بثلاثة أقسام على ما ذكره بنو شاكر. ويقدم لذلك مقدمة"”*. وعند ذاك يورد 
القضيّة الثانية عشرة من مؤلّف بني موسىء قبل أن يتناول القضيّة الثامنة عشرة. 
[انظر الجدول الثاني]. 

تؤكّد لنا المقارنة أمانة الترجمة اللاتينيّة لنصّ بني موسى. فقد تبت لديناء بالنسبة 
إلى قضيّتين مختلفتين» متباعدتين بما يكفيء أنّ جيرارد دو كريمون ينقل حرفيّاً 
النصّ العربي. ومن جهة أخرىء تبيّن هذه الترجمة طبيعة تحرير الطوسي كما 
وصفناه حتى قبل أن نعثر على هذين الاستشهادين. 
'' أضيف هذا القسم عند تصحيح الأوراق الأولى التي أخرجتها المطبعة» من مجلدنا هذا. نشير إلى أنّ الاستشهادء بالمقطعين اللذين 
عثرنا عليهماء يبيّن أنْ مؤلف بني موسي كان لا يزال متداوّلاً حتى نهاية القرن الثالث عشر الميلادي على الأقل. 


'؟' مخطوطة حيدر أبادء الجامعة العثمانية ؟555. 
' المرجع نفسه؛ الورقة ٠6د.‏ 


إن 


لم يُهمِل الطوسيء الذي كان رياضيّاً من المرتبة الأولى» مهمّة إعادة كتابة بعض 
المؤلّفات الريّاضيّة الأساسيّة. يتضح هنا هدف هذه المهمّة؛ فهو يتمثتل في تشذيب 


النصّ الأصليء وتغيير أسلوبه قليلء بدون المسنٌء مع ذلكء بالأفكار الرياضيّة 
المثبتة» أو ببنية المؤّف؛ ويحصل ذلك بدون التدخل في الاستدلال وبدون إدخال 
شيء إلى المؤلّف من خارجه. إِنّ القيام بهذه المهمّة أبعد من أن يكون سهلاًء وهي 
بحاجة إلى رياضيّ من منزلة الطوسي للقيام بها على أحسن وجه. إلا أن القيام بها 
لا يجري بشكل رتيب. فالقضايا الأكثر تعقيداً من الناحية الرياضيّة والتقنيّة هي الأقلٌ 
تلاؤماً مع هذه المهمّة. يبقى نص الطوسي» بخصوص هذا الصنف من القضاياء أكثر 
قربأء بالفعل» من نصّ بني موسىء كما تشهد على ذلكء؛ في هذه الحالة المقارنة 
بالنص اللاتيني؛ وهذا ما يحدث بخصوص القضيتين السابعة عشرة والثامنة عشرة 
حيث يختلط بالرياضيّات وصف آلات تقنيّة. لكن» هنا بالتحديد» ينقص من النصّ 
اللاتيني الذي نحققه مقطع» من ثلاث صفحاتء بقي محفوظأً لحسن الحظ في تحرير 
الطوسي. 
لقد أتاح هذا المقطع المفقود في النصّ اللاتيني» الفرصة لظهور الأقوال الأكثر 
إثارة للبلبلة. نئشير في البداية إلى أنّ الطريقة التي يقترحها بنو موسى في هذا 
المقطعء خلافا لكلّ ما قد قيلء ليست تلك التي تحمِلء وفقأ لأقوال أوطوقيوس 
(علانءم:)ء أسم أفلاطون. ونؤكّد أيضاً أنّ لا شيء يسمح في هذا المقطع بتشكيك 
محتمل في أصالته أو في نسبته إلى بني موسى. فالطوسي نفسه؛ الذي لم يتوان قعل 
عن فصل أقواله عن أقوال بني موسىء لم يترك أي غموض حول هذه النقطة. من 
جهة أخرىء لا يسمح تاريخ النصّ العربي بأيّ شكَ في نسبة هذا المقطع إلى بني 
موسى. وأخيرأً يقدّم النصّ العربيّ والترجمة اللاتينيّة جواباً واضحاً بخصوص هذه 
المسألة. فالنصّ المطعون بصحته يقع في نهاية القضيّة السابعة عشرة في نص بني 
موسى؛ وهؤلاء يوردون في القضيّة الثامنة عشرة؛ وبشكل هو على أكثر ما يكون 
من الوضوح. الطريقة الآليّة المعروضة في هذا المقطع. يأتي عرض القضيّة الثامنة 


يض 


عشرة كما يلي: "لنا أن نقسم بهذه الحيلة أيّ زاوية شئنا بثلاثة أقسام متساوية"» في حين نقرأ 

في النص اللاتيني: 

7010477115 111 171671111771 3(1 :171207111177 ع0[ تمت أكه واأطتككمم :7ع0آنهو كقطمم +171 " 
(ص. 55 7“ )75-١ 03١‏ "ووأويايوه كرو توزسؤل عمجا جز كو 1رياآهن 71لاأناع1تت عناواقات771عهانو 

غير أنْ من يقرأ النصّ اللاتيني وحده لا يقع على هذه "الجِيّلة" التي يشير إليها هنا 

بنو موسىء والتي لا يمكن بالتالي أن يكون ذكرها من فعل الطوسي. وقد كتب بنو 

موسى بعد ذلك بقليل» وفقاً لتحرير الطوسي: "فتحرّك بالحيلة المذكورة زح..." (انظر 

أدناه ص.2177 »)١‏ ونقل جيرارد دو كريمون هذه العبارة إلى اللاتينيّة على الشكل 

التالي: 

4 01/12 615 111 كبل71477081017711 ]01/00 1718611111771 مجر كط 20 أكن ©11[1آككمح« 9140711271 101 » 


19 7ل شك “١‏ 5-57 1) جر... 27 رومخ[ كنانججهء 710 ألا 7711114أى أء االلاى علأو هه مح أء ااتئاى 
أي ما معناه: "وبما أنته يمكن لنا بطريقة الحِيّل التي وصفناها في القضيّتين السابقتين 
وبالأشياء التي تشبههاء أن نثحرّك الخط 0,2 ...". 

من الواضح إذاً أن بنني موسى قد وصفوا هذه الجِيّل سابقاً في مقطع لم يترجمه 
جيرارد دو كريمون. 

لا مفرٌ إذأء أمام من يهتمٌ بهذا الإسهام لبني موسىء من أن يخوض المعركة على 
جبهتين: تحرير الطوسي والترجمة اللاتينيّة. فالثانية توضح معنى الأولى؛ والأولى 
بدورها تساعد على تثبيت حدود الثانية. يقدّم لنا تحرير الطوسيء من بعض النواحي» 
خلاصة نص بني موسىء بشكل أكثر أمانة بالرغم من تدخئلات الطوسي. لكنلنا 
لايمكن أن ننكر أنّ الترجمة اللاتينيّة» تنقل إلينا جيّداً التفاصيل والأقوال 
والتكرارات...ء التي حذفها الطوسي والتي تشكّل كلها جزءاً لا يتجزّأ من النص. 
أخيرأء أمَن كل من "تحرير" الطوسي وترجمة جيرارد دو كريمونء البقاة لنصّ بني 
موسىء بإعطائه دورأ تاريخيّأء إذ أصبح المرجعّ الأساسي في التعليم الأرشيمدي 
طيلة عذة قرون. 


م58 


1 
ترجمة جيرارد دي كريمون 
عطمسدة 2 ) عل لمدمة ا 


7614م انمه طنج (1) 
5 ©5267 7110112115 07717115 
6 قطنت :تل الاك 
1 411هء 0101 أألاكء 17 71210115 

604 


أى ,21124جع 5م17 (2) 
عه للقمن)8 ع عمد كماء 71201 
3 411هكت 01و كلاأيكء 7ن 716107 
6ه تقل كناأيء قت 511 هه 
1105 5ل1أ0م 11د (1 اققء 1قاجر 

فونه 


0000 مويت م71 (3) 
20/0 يت 
و ([)4 عتعود كماع لم71 
ألمطد اصستاصيك 
33 906 نالك آأياعقء 

2706147, 


اللتأصلتل ‏ 1أرعنكر 707 آى (4) 
أعبروهء نعقك أتيسجق أموطده 
5267 71601612115 7/7011 زلاى 
فضأ 711لا أصاتك 511 :114 ,810 قر 
5142670111 نين 2141 
فت (8)1ل4 عرعمدى 115هاء71201 

711 


أاخام 1277# موست آذ (5) 
اقلم أأنسجق تممطنه تاماك 
68 27715000 711711 
5 ,([) 4 عمد 7160112115 
أى اط .51511دمم ]1 اعفار 
الم أأنسجتقه تممطتده تستاصاك 
ملء أ م71 أعق 17ت جزلةى ةوه 
60 71110715 ©5277 
ىه 66و التناقظلم ع«عمدى 

1ط عتعمد دماء 71601 


النص العربي الذي يُحتمل أن 
يكون في أساس النص اللاتيني 1 
(ترجمة جيرارد) 
)١١‏ كل نصف كرة فإن 
مساحة سطحه (أو بسيطه) 
ضعف مساحة سطح الدائرة 
العظيمة التي تقع فيها. 


(؟) مثال نذلك: فليكن 
أب جد نصف كرة 
ودائرة! ب ج عظيمة تقع 
فيها ونقطةد قطب هذه 


سطح داتئرةاب ج ء 


وبرهانه أن ... 


مساويأ لمساحة سطح نصف 
كرةاب جد فهو إماأن 
يكون أقل منها وإما أن يكون 
أكثر منها. 

(5) فليكن أو 

سطح دائرة اب ج أقل من 
مساحة سطح نصف كرة 
اب جد إن أمكن ذلك؛ 
دائرة | ب ج مساوياً لمساحة 
نصف كرة أب جد وليكن 


نصف كرة هاح طاك 


وم 


نلاحظ أنه تم الحفاظ على المعنى وأنّ 
عبارة الطوسي أقصر بقليل. 


الفرق الوحيد يكمن فيما يلي: في النص 
(111)»: الدائرة الكبرى هي قاعدة نصف 
الكرة» بينما هذا مضمَر في النصصين (1 
و لل). 


قام الطوسي بحذف هذه الجملة. 


قد يحدث أن لا يحتفظ المتر جم اللاتيني 
سوى بإحدى الكلمكين "دمدلةطمره 
مساحة" و "200165ع ناو سطح". 

ولقد قام الطوسي بحذف الجزء الثاني 
ليذهب مباشرة إلى البديل الآخر. 


النصان متطابقان» مع فارق هو أنّ 
الطوسي أحل الضمائر محل الأسماء 
واستبعد عبارة "إن أمكن ذاك" 
المضمرة في العرض. وهذه 
الاختلافات في الأسلوب هي التي تشكّل 
الفارق بين "صياغتي" هذه الفقرة. 


1 عر 750 ##من) (6) 
تعلق عمد 1م011 
0011051114711 كلام07ح 
1 110110101ظ1ظ 1110101010101خ 


31 82515 كلاالك ,1قية7127 آم 
© ناقة #التعجتقه ‏ ك6 511976711 
1[ ااتفاك1ئا2 511 الاونه كلاالت 
01 كلام 207 لذ 2071117 61 
*52©7 716411212771 1271621 

1004 


4 كأكت يه أأطأء02071 1712 (7) 
م6 آلآ كل2127111517!11 
أى للناظ4ق كتتموردمه أعق 7 7ع جناى 
ليت وأصرناق 211 
ع5 ناقكة لأنعجقه ‏ 267/111ئاى 
02077 51127277711 71ل1ه 18ت 
4 كلأه7 إعه 8017لا 
52©7١‏ 71601218115 7/7016 طلاى 
00 01071171 14 
يك تك 21571 
57©7 712076121815 أعقء 7 7ع جلاد 
أصجلاكق 771171115 17:14110 أقت القلط 
للاعمله ‏ 727/77©1لة 5‏ 8241ت 
16]5 0 2 أأآغار 73071 21 .)قل 
© 231 00111727110771 127:0 2100 
.21110551211 

الاك 511 11273771 2/1 (85) 
ألعتقه ‏ أع 517671 241طدكه 
6016 710 86 
27د 12115 51267/71617161 
 7055181/‏ 711عغار 51 ,(48)1 
6 01216 11د أ دا 
701071 676 جد 115هاء7601 
4ه ,للراظك 52276 71601612416 
]1 عرعمد كداء7:601 اذى 


1 :7 أعثر ومنت 1(تينا (9) 
001214 10 5708 
10111 © 007112051117111 
011117 0010101011ظ2ظ 
86 7 7 511 كأكدط ‏ كلنالات 
لاهقهت كقلاالكت 4ه 4ل[ 1 تأسق 
31 707 42ت ,لل ا71انتا لاجر 1أى 
7 1 3 107126715 كلاص 607 

(48)1 ع7©ج52 


© عه أألء02671 عتريط (10) 
351 هش 272715171115 ملاو 
7707م 51122772117 67182011771 
1مك 77121115 الل ”1 

دوه 


(5) فإذا عمل في نصف كرة 


أب جد مجسم من قطع من 
مخروطات الأساطين مركب 
بعضها على بعضء قاعدته 


دائرة اب ج ورأسه نقطة 


د يحيث لا يماس نصف كرة 
موحطكء 


() فمما بينا أنفأ تكون مساحة 
سطح مجسم اب ج أقل من 
ضعف مساحة سطح دائرة 
أب ج , ولكن مساحة سطح 
مساحة سطح نصف كرة 
هدح طك لأن الأول يحصيط 
بالآخر. فمساحة سطح نصف 
كرة ه ح طك أقل كثيراً من 
ضعف مساحة سطح دائرة 
اب ج . وقد كان مثله هذا 
خلف لا يمكن. 


(4) ثم ليكن ضعف مساحة 
سطح دائرة اب ج أكثر من 
مساحة سطح نصف كرة 
أب جد إن أمكن ذلك؛ 
وليكن مساوياً لمساحة سطح 
نصف كرة أعظم من نصف 
كرةاب جد دء: وليكن نصف 
كرة وزلم. 


(9) فإذا عمل في نصف كرة 
أب جد مجسم من قطع من 
مخروطات الأساطين مركب 
بعضها على بعضء قاعدته 
دائرةاب ج ورأسه نقطة د 
ماح طكى 


)١ :)‏ فيكون مساحة سطح 


مجسم و ز لم أككذرمن 
ضعف مساحة سطح دائرة 


اب جدء لما مر, 


دائرةاب ج » 
لمامث 


0 0 


استبدل الطوسي عبارة "مؤلف ... 
الأخرى” بعبارة "كما وصفنا" منعاً 
للتكرار. وهذاء كما يبدوء أحد دوافع 
"تحرير" الطوسي. 


النصضان متطابقان» مع ارق نسبط 


بمرحلة واحدة. 


لقد تعمّد الطوسي هناء كما في السابق؛ 
وصفه قد حصل سابقاء وهكذا اقتصر 
هذا المقطع على ما هو أساسي. 


الفارق الوحيد عن النص (111) هو 
وجود كلمة ''مساحة" وتسمية المجسم. 


0021 #«بيسع17 (11) 
6ر5 7716411621835 أعقء 7/7 ولاى 
4 7710115 651 1144 
أشلن] كأ «مصرجدمء اعت 7رتءطلات 


)١١(‏ ومساحة سطح نصف 
كرةوز لمأعظممن 
مساحة مجسم وز ل م 
لكونه 

(؟١)‏ فمساحة سطح نصف 
كرة وز لم أكثر كثيراً من 
ضعف مساحة سطح دائرة 
أب ج .ء وقد كان مثله؛ هذا 
خلف لا يمكن. 


20110171 معلا (12) 
ا 0 ا 
0ط 2 مأصنك ‏ 701/5 
ع5 نالك4 اأنعتقء 1ع2©7/11ئ4ا5 
270 .601/212 آع أآلاز 101771 
6 20111001 61 

17120551811, 


جملة الطوسي: "فإذن الحكم ثابت؛ 
وذلك ما أردناه”» ليس لها ما يقابلها في 
الترجمة اللاتينيّة. لكنٌ ما قد يثير 
العجب هو أن يكون بنو موسىء خلاقاً 
لأسلوبهم في الكتابة الذي نعرفه؛ قد 
نسوا وضع هذا الاستنتاج. فمن 
المحتمل - كما تشهد على ذلاك د 

رسالتهم- أن يكون الاستنتاج غائباًء 
يسبب إغفال جيرارد» أو بسيب غيايه 
عن المخطوطة التي كان هذا الأخير 


نصف كرةاب ج د بأقل 
دائرة أب ج »ء وقد كنا بينا 
إذن مثلها؛ وذلك ما أردنا أن 


ثابت؛ وذلك ما 
أردناه. 


)١4(‏ وهنالك تبين أن كل كرة 
فإن مساحة سطحها أربعة 
أمثال مساحة سطح أعظم 
دائرة تقع فيهاء وهذا ما أردنا 
بيأنه. وهذه صورته. 


كت 71غامل(عاون ويك 1271 (14) 
8 77152011771 91404 
أله 9127 أكه 52676 15ر0 
7101015 أءق77/1لات ‏ أممطاتجرهت 
ل .© 71 ك1ع4همهء أآنعجاء 
0677 4110 اكه 111/4 
651 م1[ أل .15 الأ ون 

نت 


١ 


1 
ترجمة جيرار دي كريمون 


طاألك ‏ كلاألكء 7 711علتل ‏ 771لا 
© ,7701214 11ى ‏ «7م711ه01 
لأأكما  ©227170‏ جته ‏ 11147:[ 210176 
0177117171 7©7لات 510715 11714 
,0171 61 07:211167ع0711:02 
© 071117767112771 117762771 20 
0 114 52081147 
مم 171 أآلهء 17 7120161211711 
111111101111110 
11 01/0471071771 01104714711 10714771/ 
6011216 0111101106 
010 ,351711 7911لا 01لا0 
0 0704© 2210172/:11117 
3 017©7111135© 14714 كلاآفات 
3 560711 1100 511267 22141011711 
0107711771 “ع جلاى 6أع72© 117:66 
6 60711117185 2 217646 2 © 
ل ا ال ا 
0 71 +0 +17 201771 
3 سر م0011 0016 
0ه وأيمتك :17 711147لة :1ت 21017 
7 م1176 07165 1ك تل لاو 
ا 07111 ف 
اك 01145 767 115107111711 
71 نل ,أألاء تل 0110716 أقه 
1م111 171167 651 31/6 76010 
02147514 2 051 01400 514767 
1116000 0 
2116 6 041 1 21210110101010 
أأهلاو أقه ‏ [ألاه 17 771لت7ااروت 
تممه أ 41716171 11مأء 71201 
ألاع 17 :17 7:1ل1ه5ى 2701701 0116 


0171| 115 11015107:11 00 
011012 
لثألتت 017 +3511 ,7080ع ‏ أطبع] 


اا 511 01077161267 كلثقلكت ,80 أر 
51 06111714771 كلاآلتت ‏ 64 )كر 
27017271417 أ .10 0114771 !لات 
6 4ل720ه ‏ 18( 1176 مه 
© «7121117مع 0710 40 117162771 
لهل 17 حلط تابعج 1001ل 
71 0111087111 1ل .716018 
[ رك أاتلاى 01/2711 7ع جناي أآنتم 17ت 
10 ك5 0141© 0115101:65 171 
60 2071471 © معن أوبر 


إذا كانت دائرة 
وأخرج من مركزها 
خط يقوم على القطر 
على زاوية قائمة 

ف الدئرة 
بنصفين» فإنه إذا قسم 
أحد هذين الربعين 
بأقسام متساوية كم 
كائت» كم أخرج وثكر 
القسم الذي أحد طرفيه 
قطر الدائرة القائم مع 
القطر في الجهة التي 
يلتقيان فيهاء وأخرج 
في الدائرة أوتار 
موازية لخط الفطر 
من جميع نقط الأقسام 
التي قسمبهاريع 
الدائرة» فإن الخط 
المستقيم الذي بين 
النقطة التي التقى 
عليه ا الخططان 
المخرجان وبين 
مركز الدائر 5 مكل 
نصف قطر الدائرة 
والأوتار التي 
أخرجت في الدائرة 
الموازية للقشفر 


مجموعة. 


مالهه:دائثترة 
اب ج . قطرهها 
اجومركزهانقطة 
دء وقد أخرج منه خط 
دب يقوم على خط 
قائمتين» ويقسم قوس 


اب ج بنصفين. ثم 


ليكن أب ج دائرة 
قطرها | ج ومركزها 
د وقد قام عمود 
د ب منه على القطرء 
ولنقسم ربع اب 


بأقسام متساوية كم 


كائت» وشي أز 


نت 


ل أنّ الطو سي» كعادته. 
وضع صيغة القضيّة في نصّه ليبدأً 
مباشرة بمثال القضيّة. 
نقل جيرار دو كريمون النص العربي 
حرقيّأء وربّما كان الفارق الوحيد حادتثٌ 
نسخ طرأ على التقليد المخطوطي. 
تو الأمر بالجملة التالية: 3 


”قاعة ها210 اذهو تعأعتطنة 01 مستدت ا" 


التي كان يجب أن تترجم بالعبارة: 
<وأخرج قطرها>. ويُحتمل جذأ أن 
يكون الأمر متعلقأ بقفزة من كلمة إلى 
أخرى بسبب التشابهه أي أن تكون 
العبار 3 في الأصل كما يلي: 

<إذا كانت دائرة وأخرج قطرها 
وأخرج من مركزها ...>. 


حواشي النص ]1: 

“” أحد: احدى - 4 طرفيه: طرفين / 
تفاصل: تفاضل ‏ ه وأخرج (الثانية): 
وأخرجت. 


بعد إهماله كلمة "مثاله"» يستعيد 
الطوسي هنأ نص بني موسى بأسلوب 
مختصر وأكثر أناقةٌ في أغلب الأحيان. 
لا تختلف الترجمة اللاثينية عن النص 
الأصلي. ويعود الاختلاف البسيط في 
جملة: 


"1 1تتتاعتتتام . . . للتقطة تامام 816" 
إلى الترجمة بدون شك. 


ل .قط ملك ,مق ك1716ه0آ كال 
ل :07427 :1012727 
1[ .2671617076 17750771 0014711 
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0071 200000001001 
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كلا عل ركه كألء71لام كلاق 
2 غ2 11 21 
الب معنه ون 01[ .240 مجاع :هق 
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ع 14 117122711 277771 17ورمل 
© 12 1176077 0172/2711 
6161747 1250771 82610771 
7717ل اع 520147114771 
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 /1047!1, 31 01071‏ 51771111167 
ل مك 11[ناى 9144711 ع جزلاى أألتك 617 
6 01 171 5ك اأأعغاار 


كلاط1510111 كه كأأكة ‏ كع لامر 


رط ل حيوازيان 
قطراج, فأقول: إن 
خطده مثل نصف 
القعطر ووترني لح 


ا خم 


ح ز وننفذه على 
استقامة حتى يلقى / 
و. وكذلك ندبر إن 
كانت الأقسام أكثر. 
فخطوط حج ا هى 


6101 ل[ ,ك1 0ج67 1176 سب 


6 01101110711 ,65 512711 الاو 
1 117:6 أ[ .27017616 51711 
6 51711 لط ,110 
4 0و 101010602 
1 لكا مها ال ” 
1ط0111 زنك كساطعيكق كع[هناوه 
ا 12780 .ل 2‏ ,رقا 
151071111411 201/10 2 51 17أ4 1 
5 17 1712] نعط .7171نت 1ه] 
البسرت 11 2 أ 2 لاك كأآهلاوء 
65 10000 2110111 
7ل .1212711771 110151071111/711و2 
آلا كاأأعلاوه أكهت هعلط 166 1] 
قت لالط 114 1014 0ه1ط 
لظ ,12 كأء171] ملاطميك دأأمناوء 
5 941/6 عاعع 7‏ م1766 كه 
.0117115 0107716171 716016105 


1 كل72101700:2117711 7105 6750 آل 
ع 2271170 عه 1177162711 2 تلع قر 70[ 
71471 007 14710771 521/711 


طز حل متوازية 
لأنها كذلك أخرجت 
في الوضع؛ وخطوط 
اط وح هب 
متوازية من أجل أن 
مساويتان لقسمي از 
زلء فمربعطاوز 
متوازي الأضلاعء 
فخط ح ل مثل خط _ 
وهاء فجميع خط هد 
مساو لخطي طز 


لبء 
ب ل 


زل 

ولنخرج وثر 
وننفذ قطر 
إلى أن يلتقيا 
على هف ونخرج من 
نقطتي _ زل وتري 
زط لح موازيين 


وثنفذه» 


جا 


وننفذ ح ز إلى أن 
يلقى ج ه على و., 
وبمثل ذلك ندبر إن 
كانت الأقسام أكثر. 
فخطوط ج ه طز 
حل متوازية» 
وخطوط طا حو 
ب ه متوازية: لأن 
قوسي طح ح ب 
مساويتان لقوسي | ز 
زلء فسطح طاوز 
متوازي الأضلاع و 
طز مثل او . وبمثل 
ذلك ح ل مثل وها 5 
فدهمثلداطز 
حل جميعاً؛ وذلك ما 
دناه 


يهمل الطوسي كلمة "برهائةه" ويستعيد 
نص بني موسى بشكل مككف. مغيّراً 
التعابير في بعض الأحيان» مثلَ تغييره: 
"سطح", "أن" و"مثل ذلك" بيه 
"مربع", ”من أجل أن"؛ و"كذلك". 
وهي في الواقع مرادفات. والأهمٌ من 
ذلك هو أنته عندما يعتمد استدلال بني 
موسى نفسه (فيما يخص ه د)ء فإنته 
يوجز هذا الاستدلال. الترجمة اللاتينيّة 
تنقل النصّ بدقّة: مع فارق بسيطء 
يخصصن العبارة "1[دنمك واتهنتن 1و" 
التي قد تكون شرحاً أدخله جيرارد أو 
نأاسخ المخطوطة التي ترجمها جيرارد» 
حواشي النص 11: 
"'ندبر:نريد ” كذلك: لذلك ‏ # 
قسمي: قد تئقرأ قسي» وفي هذه الحالة 
يكون الصواب "قوسي" ه ب ح: با/ 
لقسمي:قد تثقرأ لقسي» وفي هذه الحالة 
يكون الصواب "لقوسي”/ طا و ز: طا 
دال الف واو زاي - 5 حو هل: ها 
وأو ها لام. 


هذه المرة» يقوم الطوسي بتلخيص نص 
بني موسى دون تغيير في الاسثدلال. 
فهو يكتب "وإن ... الشكل"؛ بدلا من 


1 ألياع 7قه ‏ 0140712 2115107114771 
لآ[ «تمعم7خ[ انان 1د ,77:2012 ويدك 
6 قلط 1171664 5681117 114716 
ل[ !7انتا الام "اع جزناى 7712010 وناك 


11  هك40‎ 7716014. 11471 01 
011147 6: 60 7” 
71477 211771115 111 12  رلوتناا‎ 


7101111 وأأهه ةآم] !7:1 00نان 
0 01445 17 عل8 علجوه 


31 © 0187:1610 111015127:165 60 
101101165 2101010101007 
271170 هت 112 011إ)0* 
716011215 210106160107111 


0 610 56 177 210716171 
71 1214 11766 110716هع امنا 
11071 01100 2702167662 ,356 
ألهع 7171‏ 1711[15دى أكت ‏ 10148 
/[11 1710718 517711115 اق أ آلاط 
6 270207110 وم« ,لاط 


تعدا قفنت 1 4ه قث[ 
ع[ 4ه 28[ 07110جم0 تر 
01 ناا 7061م أل 


انه ,107183 ع11716 مخلمء خام 1 لغاام 
ال ا ل 
117 82110711 7712411172112 60112115 
سرع  |]1‏ .آ8 اجمعم1[ 17 قث[ 
فا هناك «متع:1071 أكه 81 1116 
00 61 لط ,77 كاوجمه 
201011 010011160 
00111171 1516 9110 22702172 
وه لظ ه114[ أت ه21[ ]ثتلاى 


0000 20 10712207 
11 ظاطة ع 117:6‏ ملامعةام انام 
11 أ قلط لم كه0 207 كدنتك 
0111162 210101077 
771170 هت 12 01101إ)0* 
00 21111011146 


1 أطلّ .526 171 416716171 
5171115 اكه 148(آ ‏ كناأنتع 11271 
ومع 117 0م 
لد للثط 4ه لالظ مأا7وصمجتر 
لاط 24 دلثطآ 000105 
امع أ م1 211ه ‏ 5771111167 
لغهطآ[ 11271 17 8714 عع17] 
17 110711هع 1آم 1141 15 أهناوء 
كه ابا مع1] 4ء5 .عد :1 دلاز 
آطآ ,21 5أ0ن0ء كلنتطهلاك <71:17107 
0 116[ 22001 6 
001 270212766 ,كأأء 171 دمء 
1 0112165 ناك 07717165 2516 


من أوتار ربع الدائرة 
بنصفين» مثل خط د مِ 


يقطع بل على نقطة 


م بد بنصفينء فقد تعلم 
مما وصفنا أن 
تضعيف نصف وثر 
ب ل بالأوتار 
الموازية للقطر 
ونصف قطر 
الدائرةم مجموعة أقلٌ 
من تضعيف نصف 
القطر بمثله وأعظم 
من تضعيف د 
بمثله» من أجل أن 
مثلث دم ب يشبه 
مثلث هم د ونسبة 
خط + لبا إلى باد 
كنسبة دب إلى 
باهم 

فلذلك يكون 
الذي هو نصف القطر 
خطاملا بخط به 
ولكن خط ه ب أطول 
من وتري زط ل ح 
ونصف القطر 
مجموعة. فتضعيف 
خط م ب بخطوط 
ل حوزطو ب د 
<مجموعة> أقلّ من 
ءءء 5 5 3 القطر 
بمثله. ولأآن مثلث 
داماب يشبه مثلث 
دم ه. يكون نسبة 
جام إلى م 3 كنسبة 
مد إلى م ه . ولذلك 
يكون تضعيف خط 
تضعيف خط م3 
بمثله. ولأن خط م ه 


بل كان سطح 
نصف بل في ده 
نصف القطر وأكثر 
من مربع دمء وثئلك 
لأن مثّثي د ب م 

ب هاد متشابهان 
لكون زاويتي دمب 
ه د ب قاد ثمتين وزاوية 
نب صد ب مش ترك ف فئنسبة 
بد إلى ده د هلم 

ف بام - أعني نصف 
ب ل- في ده مساو 
ل باد في م د. وباد 


في مد أصغر من 
مربع ب د وأعظم من 
مربع م د. فإذن نصف 
بال في نصف القطر 
وفي وكري از حل 


مربع نصف القطر 
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في الجملة الأخيرة؛ يتّخذ نسبة مختلفة 
عن النسبة التي اتخذها بنو موسى. 
الصيغة اللاتينيّة تنقل النص العربي 
حرفيّاً مع اختلافات بسيطة. مثال على 
ذلك: لا وجود في النص العربي ل "في 
هذا الشكل" ("متدعة عقط ضذ") 
وكذلك يظهر المثثنى " 28دك طة 
98 جمعاً في النص العربي. 
يضيف الطوسي هنا تعليلاً لتشابه 
ة | المثلثين» وهذا التعليل لا وجود نه لا 
اللاتيني. ولخص بعد ذلك نصن بني 
موسىء الذي بدا له أطول مما يلزم. أمَا 
جيرارد فتبع النصّ العربي خطوة 
خطوة. فالعبارة: 

"101 10 . قع6 0زم" التي 
كان عليها أن تكون ترجمة للعبارة "من 
أجل أن هذه جميعاً مثل د به وخطى م 


أطول من د ه"؛ غائية عن النصٌ 
العربي. وص الصعب معرفة ما إذا كان 
ذلك نقصا أ م أنته إضافة لا لزوم لها قام 
بالاختلاف الت هو التالي: وردت في 
النص العربي عبارة "الخطوط ل حو 
زط ودب" بينما يولح النصٌ 
اللاتيني مرتداً 

"[تاعسفتل ... ققلرمه مهنال" . 
أخيراً يكتب جيرارد العبارة: 

"... 162 1لتستة 21" 

التي هي ترجمة ل "كذل, وهذا خطأ 
من النسّاخ» إذ تجب قراءتها في الواقع: 
"ولذلك". 


0 21 آ(دا 111:6 1© ,21[ 
ابا متامء تأع أن مع« .أزا 
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00111101171 04107716170 
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© 56 171 0107171 كأطماء 71601 
117 :1421107 أجرأ 71141 77161017 
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07071471 141710771 004 2671111 
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كملة110/11771 
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1 .76610 717707 27177115 


ارثا كأء:17[ علتطميل ينه :موجن0 
0115 01104711118165 445 1900 
لظا ,للق 91102711112165 51711 116و 
[ :06711777 72©7لاى :760110277 آئل 
هنا أ ع 1071 771151172 014711 1© 
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أصغر من وتري زط 
ل ح ونصف القطر 
مجموعة؛ من أجل أن 
هذه جميعاً مثل خط د 
ده وخط ده أطول 


الدائرة بنصف القطر 
وبجميع الأوتار 
الموازية للقطر أقلٌ 
من تضعيف نصف 
القطر بمثله وأعظمٌ 
من تضعيف الخط 
المركز وينتهي إلى 
وتر من أوتار أقسام 
ربع الدائرة ويقسمه 
بنصفين بمثله؛ وذلك 
ما أردنا بيائه. 


فلتتكن الزاورية 
المفروضة زاوية 
اب ج؛ وناأخذ من 
خطيها مقدار ين 
متساويين وهماب ه 
بده وذلك بأن نتخذ 
نقطةب مركزاً 
وندير بيعدهما دائرة 


فكل دائرة يخرج قطر | ب 
فيها وبنصف نصقها 
بأقسام متساوية كم 
كانتء؛ ويخرج من 
نقط الأقسام أوتار في 
الدائرة موازية للقطرء 
كان سطح نصف وتر 
أحد تلك الأقسام في 
تنصف القطر وفي 
جميع الأوتار أصغر 
من مربعنصف 
مربيع العمود الخارج 
من المركز الواقع 
على أحد أوتار تلك 
الأقسامء وذلك هو 
المطلوب. 


فلتكن الزاوية 

اب جب ولتكن أولاً 
أقلّ من قائمة. ونأخذ 
من خطي ب أ ب ج 
مقداري ب دب ها 
متساويين. ونئرسم 
على مركزب 

وببعدهمادائرة 
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يستعيد الطوسي هنا بلغته» خلاصة بني 
موسى» دون أن يغفل يأ من عناصرها., 
تجدر الإشارة إلى أنته أبدل كلمة 
"تضعيف" يكلمة "سطع" ذات المعنى 
الهندسيّ. وفي هذا الاستشهاد تنقص 
جملة ذكر الطوسي بها ونقلها جيرارد» 


وشي. 

كل دائرة إذا أخرج قطرها وقسم أحد 
نصنيها بنصفين» وقسم أحد الربعين 
الأقسام أوتار موازية للقطر .. . 
ويَحتّمل أن تكون هذه الجملة قد أهبلت: 
من قبل الكاتب المجهول الذي أعطى 
الاستشهاد. 


إنْ نصيّ الطوسي وجيرارد قريبان جذا 
من بعضهما حتى أنثه يُخيّل إلينا أنّ 
الكاتب المجهو ل قد نقل بدابة الاستشهاد 
بطريقة تفتقر إلى الدّقّة. وهكذا نتحقّق» 
بعد قراءة الكلمات الأولي في النسخة 
اللاتينيّة وفي تحرير الطوسيء أن 
الدراسة تبدأ بتناول الزاوية الحادة. 
وهذه العبارة تظهر لاحقأفي 
الاستشهاد. من جهة أخرى. يستخدم 


1177 212711 7017م 4ط .آل 20 
كرا تجمء:1] ناد 71ماعه 7 182 
1117 أل .07110207101117 
71 061271007771 91 2ل 11716777 
1 7101 21 .18 04 0146كلا 


تحرير الطوسي عبارة كما تس تخدم 
النسخة اللاتينيّة خطّيْ الزاوية 
"5ه008[1ع . .. تتقاماععة غ1" 
بينمانقر أفقط في النص المذكور 
عرة. "خطيها". لكن هذه الاختلافات 


دل ه. ونخرج خط دهلء» ونخرج دب 
دب إلى ل. ولتكن إلى ل» ونقيم بز 
ويا أقلّ من قائمة. عموداً على لد. 
ونخرج ب ز يقوم | ونصل هاز ونخرجه 


101 11716 | على خطد ل على إلى ح لا إلى غاية. : تلضعف اليقين بأنّ الأمر يتعلّق بنفس 
9 . : 


هز وننفذه إلى ح؛ ولا 
نجع ل لهغاية 
محدودة. 
ونأخذ من خط ز ح 


يسترجع الطوسي هناء 


24 معم1! 46 :1271ماءع06 21 بلغتهء نص يني 
موسى الذي ينقله جيرارد حرة 


7 710161413 ع أهملايوء 


ونفصل من ز ح ز ع 


20 17:26[ 11د ميو ,العم الدائرة, وهوزع الدائرة. فإذا توهمنا أن باستثناء بععض الاختلافات التي لا 
146 720 01:07:00 فإذاتوهمناأن : ة زح يتحرك إلى ناحية تنذكر. وهو يغفل عبارة واحدة فقطء في 


71011147 211713 11162 ملاو أعقاب ".1 تأءصلام دمعاحدم 20" 


دُ ا7تفتاع الام أء عط أأعتقام ترعنجوم | ذاع يتحرك على نقطة لُ ونقطة ز ليقول "على محيط الدائرة". لنذكر بن 
اوسن فونوروبد زرده عبرورورزم | محبط الدائرة إلى | لازمة للمحيط في | الطوسي يكتب "والزاوية ... ثلث زاوية 


0 للك ه64[ 2 قناى 7:04 1خ ناحية ل حوي نقطة حركتها وخط ز هدح دب ه" وهذا القول غائب عن 


27141111471 514267 178715176 60655081 و لازمة! ر |[ في حركتهلا يزال الاستشهاد وعن النسخة اللاتينية. 
711 0 آنا أأنمت 8 الدائرة في حركتها يمر على نقطة ه 

804 71011 7 2171111771 91/0 11 لايزال | من دائرة ادهل حواشي النص ]1: 

) تاقاط 2101 ععنمك اإمناوار | كخم رز شاع لل ا 2-2 |"_يتحرك: يحرك - " لمحيط الدائرة: 
7غ 020714 ,8927 1171604771 5©7لةى | يتحرك على نقطة ه | وتوهمنا نقطة ز لا لخط بازاى/ز هاء: زاى - 4 تزال 
لت 0 ل 1ل 00 تزال تتحرك حتى شاك 


حسمن دائرة ده ل>» تتحرك: نزال يتحرك - 0 خط ب ز. 


محيط الدائرة / الذي: الذين 5" - : 
عين. 


1 4142711 024 :7لات10 
1 271471114711 171127 61 2 1117171 21471 
فلك 11 كبلهع 07‏ ماع11 

:أت 067770715172110 


تصير نقطة ع على 
خطب زء وجب 
حينئذٍ أن تكون القوس 
التي بين الموضع 
الذي انتهت إليه نقطة 


ز وبين نقطةل هي 


وجب أن يكون القوس 


الذي ب بين الموضع 

الذي انتهت إليه نقطة والاوية الي توفرها 
والزاوية التي توتر 

ز وبين نقطةل هو هذه القوس ثلث زاوية 


ثلث قوس ده . 
برهان انانجعل 


دباها 


برهانه: ليكن الموضع 


في الجزء الأوّل من هذا المقطعء نرى 


4 1014771 270718771 0ج 000 


:تلام 7111عنصعم 9677 | الموضع الذي انتهت الذي انتهت إليه ز أن الطوسي يتبع عن قرب نص بني 
86 () 21/1101 01/5171 42144 | إليه نقطة ز عند نقطة | زويلة :1 موسى. فنرى تشابه الجملة الأولى مع 
7 م | » ونخرج 10 ا 
1 تاقاط فاص 82 14016071 ل ى نو ل 1م جملة بني موسىء مع تغييرين لا 
1 1116271 270167471 1ك | 20 طاه يقطع ب ز ب ز على | يذكرانء هما: "ليكن” بدل "أن نجعل" 
عملا 82 تجوه11 بر اهمه | يقطع خط ب ز/ على سء فخط ط س مساو | و"لكونه" بدل "من أجل". بعد ذلك» 
5 15 1176 مع187 .3 :721111177 | نقطة سء فخط طاس | لنصف قطر الدائرة يصوع الطوسي بقيّة المقفطع» مع بقائه 
10[101607|) 41 من | مساو لنتصف قطر | لكونه مساوياً ل زع. قرييأ من نص بني موسى. وتبقى 
5 941/04 167626مه70م ,أأنعمقء | الدائرة من أجل أنه ونخرج من المركز ترجمة جيرار حرفيّة. مع ذلك نجد 
1ه( .20د عءخ”1 2 5أأمننوء او لخط زع. | قط أن إزء طم الجملة: "عندما تصير نقطة ع على 
11741 8 به 700/1071 6222-26 | قطرأ يوازي تك 
5 . 2 وتنخرج من ب خطأ الس ابء خطابؤ :- 

,123 117:62 751711©71آلتيوه 3 ل إاوهومب اك ونخرج 1 0 5 57 
7-0207 11 34816 و16 :زو | موازياً لخط طاس مطء قط س مساو 4 0011لام عسي 


كك 


وول أ[ هه "1 عه انتمء 111 
اك ال 1762 64 141 
111 كلاأهلاك - ك1/1015107:16ا0 
7ل .كأء كع أمياوء أء 85 ,قثا 
1512015 الوه أيء لأ[ مء:1] 
8 17:6[ ماعل .أ كاأمناوء أء د 
6 777710101114715 951 
070 معط ,نآلطآ يناع :ه21 
6 «ل1مأع 671 114 كللء 021 
0غ 767غاى ‏ (آظطآ ‏ مجلء 0177 
انك معو« .وماعء< ده للاع71ه 
11 1417 7271م نآرط كلتتاع 2417 
411 أ 7101 ونال 
ويك :1 “1/47 وجنت جه 4ن111 
القت 1/1 عط 1111771قام ‏ *7©[7قاى 
7 5أ[هلتوء أقه لاط كنت 27 
5ع ك1(1 كلء 27 ه527 10216 
7 كلا 037 7710161211 كأأهنايوهء 
21لمو أقه ‏ 147 دل 27 524 
00 270216764 كلظ الس 07 
16 1 1 111111 
611 أقت ‏ 101 كلان 07 1780 
11ح 1ط .101 كله 7ه 
أناع271 112زع1 اكع 1 28آ كلاأناع :271 

41120. 


وهومكء ٠‏ ونخرج 
خطآً من ط إلى م 

فخظام ط طس 
موازيان لخطي م ب 
ب س ومساويان لهما. 
وخطب س عمود 
على قطر ل د فوتر 
قوس م طيقوم على 
قطرلدعلى 
زاويتين قائمتين. فقد 
قسمقطر لد وتر 
مط بنصفين» وقسم 
لذلك قوس 
م طبنصفين على 
نقطةل. ولكن قوس 
مط مساوية لقوس 
كد هه من أجل أن 
طه مواز لخطم كء 
إذأ حقرس د ك > ثلث 
قوس ده. وكذلك 
زاوبيةك ب د تلث 


زاوية هنبا دك 


ومواز لم ب » و 
؛ ]م طمواز ومساو ل 
نبا س؛؟ و لاس 


عمود على ل دء ف 


وزاوية ك ب د ثلث 


زاوية ا ب ج ؛ وذلك 
ما أر دثأه, 


يه 


غائبة عن النص العربي. 
والجملة الثانية الغائبة عن النصَ 
العربي هي: "فخطم طموازٍ ومساو 
لخط ب س : 
5 أقه 111 وعسنا مما 
“أت 15لقناوء أء 85 عدا 
يبدو أنّ هذه الإضافة 5 تعود إلى 
المخطوطة المستخدمة من 7" جيرارد 
أو إلى جيرارد نفسه. وأخيرأًء نجد في 
النص اللاتيني | الجملة الزائدة التالية: 
"ولكن قوس مل مساوية لقوس د ك » 
فقوس دك مساوية لقوس مط " 
"7541 ... طننقء": وهي بشكل 
بديهيّ ناتجة عن قفزة من سطر إلى 
سطر بسبب تشابه الكلمات في 
المخطوطة التي يذكرها الكاقب 
المجهول؛ وتعود هذه الزيادة إلى هذا 
الكاتب المجهول أو إلى ناسخ 


حواشي النص ]1: 
١ز:‏ عين. 


4-1-١‏ عنوان كتاب بني موسى وتاريخه 

لنتناولء؛ الآن» عنوان الكتاب. لا تقدّم لنا النسخة اللاتينيّة أيّ فائدة تنذكر بهذا 
الخصوص. إذ إنتها تحمل» بكل بساطة:» العنوان التالي: 

لكلل أ آقلر أونزه كر[ درم ةاقرم طعع] 

أي "كلمات أبناء موسى بن شاكر...". والعنوان» وفقأ لتحرير الطوسيء هو: 
"كتاب في معرفة مساحة الأشكال البسيطة والكةرّيّة". ولكنٌ العنوانَ الذي يورده 
كناب المّيّر القدامى يختلف قليلاً عن هذا العنوان الأخير. ففي القرن العاشرء يعطي 
النديم لكتاب بني موسى العنوان التالي: "كتاب مساحة الأكرء وقسمة الزوايا بثلاثة 
أقسام متساوية ووضع مقدارين بين مقدارين لتتوالى على قسمة واحدة". أمَا القفطي 
الذي كتب بعد النديم» فهو يورد قائمة كتابات بني موسى التي وضعها النديم؛ ثم 
يُعطي بلا مبالاة العنوان التالي لكتاب بني موسى: "كتاب مساحة الكرة وقسمة 
الزاوية بثلاثة أقسام متساوية". وفي الواقع يعكس العنوان الذي ذكره النديم» 
وبالترتيب» محتوى كتاب بني موسى كما وصفوه بأنفسهم في الخلاصة التي حذفها 
الطوسي واحتفظت بها النسخة اللاتينيّة؛ بينما يبدو أنْ مصدر العنوان الذي وضعه 
الطوسي هما السطران الأوّليان من الكتابء اللذان احتفظت بهما النسخة اللاتينيّة. فقد 
تحدّث بنو موسى في بداية مؤلّفهم عن "... معرفة مساحة الأشكال المُسطكحة وحجم 
الأجسام". 
٠‏ "!201201771 2111111417015 7710 1 5112©1/7010/111172 21170714771 1ر2 17712115117 ©501©7111... " 
ولكنٌ هذه الأجسام هناء هي في أهمٌّ قسم منها كرويّة. يلزمنا إذن المزيد من 
المعلومات لإيضاح هذه الفروق بين العنوانين» فكلٌ منهما يوضّح قسمأ من محتويات 
الكتاب. 

ولسنا أوفر حظتاً عندما يتعلّق الأمر بتحديد تاريخ تأليف هذا الكتاب. فالابن البكرء 
محمد بن موسىء تتؤّفتيّ سنة 87 للميلاد. وكان الحسنء وهو الأخ الأصغرء قد 
تثوفتي أوّلا. نحن نعلم فقط أنّ الكتاب كيب بعد ترجمة "كرويات" منالاوس وكتابّي 
"مساحة الدائرة" و"الكرة والأسطوانة" لأرشميدس. ولكنتنا نعلم أن ترجمة 


م 


"الكرويّات" قد تمّت قبل عام 557 للميلادء إذ إِنّ مترجِمّها قسطا بن لوقا قدّمها 
للأمير أحمد الذي صار الخليفة أحمد في السنة نفسها. ولقد سبق أن بيّنا وجودّ ترجمة 
أولى لكتاب "مساحة الدائرة" قبل عام ”60 للميلاد؛ ؛. وليس هناك معلومة حاسمة 
تنتيح لنا بتقصير الفترة التي قد ككتب فيها كتاب بني موسى. 

أنا بخصوص النص الذي : نتحققه هناء أيْ تحرير الطوسي لكتاب بني موسىء 
فنحن نعلم بواسطة الجُمَل الختامية لمجموعة كاملة من المخطوطاتء أنته وضع إمّا 
في عام 557م/755١ه‏ أو في عام /505م/50١١ه‏ تبعأ لقراءة عبارة "خنج" أو 
خنح"» وهي عبارة كاتبت وفق نظام الترقيم المععروف بال"جَمّل" للدلالة على 
الأعوام”“. كتب الطوسي هذا النصّ إذاء إِمَا أربع عشرة سنة وإمّاتسع عشرة سنة 
قبل وفاته. وهذا التحرير وصل إلينا عبر عدد من المخطوطات. وليس ما يدعو إلى 
الاستغراب في ذلكء إذ إنّ هذا التحرير كان في عداد ما سُمَيَ بكتب "المتوسّطات". 
وهي كتب موجّهة» كما سبق أن قلناء إلى جمهور أوسع بكثير من جمهور الرياضيين 
من المرتبة الأولى. ولقد نالت كتبٌُ "المتوسّطات" هذهء حظوة كبيرة أمّنت لها البقاء. 
وهذا ما لم تحظ به دائماً أعمال البحث الأكثر تقدّما. لذا بقي عددٌ كبير من 
مخطوطاتها إلى يومنا هذا؛ فاحتوت المكتبات الكبيرة - وكذلك المكتبات الأقل أهميّة- 
على نسخة واحدة أو عدّة نسخ من "ككتثب المتوستطات" هذه. ولم تتخئلٌ المجموعات 
الخاصة من المخطوطات من بعض مخطوطات هذه "المتوسُطات". 

إن تحديد أمكنة كل هذه المخطوطاتء في الظروف الحالية» مستحيل؛ أمّا المقابلة 
فيما بينها كلها فهو مطلبٌ غير معقول. لذاء لم أستطع الحصولء؛ من بين بضعة 
العشرات من مخطوطات هذا النصّ التي وقعت بين يديّء سوى على ست وعشرين 
من نسّخها لأسباب مختلفة» لا مجال هنا لذكرها. ولكنّ هذا العدد الذي لا يستهان به 
لا يشكّل سوى جزءٍ بسيط من عدد النسخ الموجودة في أنحاء المعمورة؛ غير أنتنا 
انظر: 


عتطوعك ,"*عاعمكء عطا 01 الاعتدع ع اكقعجة عط1]'* *قع0ع ستطاءعم ده «تقاسعسصطده2) 5 تلمتكا لم" بلعطمهظ] .1 
7-5 .م« ,(1993) 3.1 بنتززومعم]8[1 6جه كدمع عنعن 


نحن أمام مجموعة من خمسة أحوف تتيح قراءة تاريخين ممكئين: الانتين ب ؟ تموز ١5‏ أو الاثكين 065 أيلول © ". وهذا 
التاريخ الأخير يبدو أكثر واقعيّة, إذا أخذنا بعين الاعتبار مجموعة المخطوطات. 
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نأمل أن نحقق النصّ بكثير من الدّقّة » استناداً إلى هذه المخطوطات الست والعشرين» 
المبعثرة على قارّات ثلاث. ولن أخاطر إذا قلت إِنّْ استخدام مخطوطات إضافيّة لن 
يُقَدّم عناصر جديدة من شأنها تحسين التحقيق بشكل ملموسء إلا إذا تمّ العذور بالطبع 
على تحرير الطوسي المكتوب بيده أو على ما هو أفضل من ذلك؛ أي على نص بني 
موسى نفسه. ولم يكن إصراري على نقل كل الروايات المختلفة لهذه المخطوطات» 
في الحواشيء إلا من أجل مساعدة الباحثين الآخرين على الذهاب إلى أبعد مما 
وصلت إليه» عن طريق استخدام المزيد من النسخ. وحتّى لو بدا هذا الجهد غير مُجدِء 
فإنته قد يتيح -إذا توفترت الوسائل اللازمة والمثابرة- تحديد أمكنة كلّ المخطوطات 
المتواجدة وإعادة نقلها لمراجعتها ومقابلتها فيما بينها وصولا إلى إتمام تاريخ التقليد 
المخطوطيّ. ولكنٌ تنفيذ هذا المشروع غير ممكن الآن أو في المستقبل القريب. 

وإن بدا لنا النصٌ المحقّق هنا مؤكُدأء فإِنّ تاريخه لم يزل تخمينيّاً. ولقد اقتصرت 
محاولتنا على تصنيف المخطوطات الست والعشرين» ولن نعطيء نظراأً إلى طبيعة 
هذا الكتاب؛ الجداول المُرقمة العديدة التي أتاحت تحقيقها. 

ونتقدّم فيما يلي قائمة بهذه المخطوطات: 
-١‏ [ه] إسطنبول» عاطف »14/1١17١١‏ الأوراق 291غ ٠١‏ 27., 
-١‏ [8] برلين: 1867/13 اهنمو بره وأعطام اطاط مهاد سوط كه اع لم 
"- [0] إسطنبولء جار الله (رره1[يسوع) 15١7‏ الورقات ؟4ظ_بوعظ 41 
؛- [2] إسطنبولء» توبكابي سرايء أحمد الثالث 17/51457١ء‏ الأوراق 5١544‏ 
؟ه اميد 


- [:] إسطنبولء توبكابي سراي أحمد الثالث 15/84557» الأوراق ١>ظع‏ جظ ؛ 


'! المقصود مجموعة منقولة عن النسخة العائدة إلى عالم الفلك الشهير قطب الدين الشيرازيء كما يؤكّد اللاسخ أبن محمود بن محمد 
محمد الكُنيائي. والمخطوطة مكتوية بالخط النسخي (كلٌ صفحة تحتوي ١5‏ سطراً وهي بقياس 17,9<”25,5 سدم: 11,217,2 سم 
للنص). 

"' مخطوطة منسوخة بيد عبد الكافي عبد المجيد عبد الله التبريزي عام 777 في بغداد. وهذه المخطوطة كانت عام 84/8 بحوزة فتح 
الله التبريزي. والمخطوطة مكتوبة بالخط النسخي (الصفحة 13,217,1 سم؛ النص 9,6”13,9 سم). يعود ترقيم الأوراق إلى عهد 
قريب. 


؟- [5] فيينتا:(1209/13 إعطاط بأ :[امناطاطله ه31 ,عسده71)؛ الأوراق 157 
بوي لظ 
-١‏ [ن] لندن: (”50-52 (1043 "01 ,824/3 00:6 10416 ,وه ب4سمطة)' “؛ الأوراق 
“دود ا ود_بروظ 

4- [11] طهران» سِبهسالار 3317, الأوراق384345. 

9- [1] طهرانء ملّي ملك 97179" الأوراق نه +ظ لاش 4 ادرف 

-[7] باريسء المكتبة الوطنية /451 7'”*؛ الأوراق م هظ-م5د. 

][-١‏ إسطنبولء كوبرولو (نخ1نرره1) 5/47١‏ 2 الأوراق 27717571١5‏ (أو 
3886 حسب ترقيم آخر) '* 

5-[]] إسطنبول» جار الله (طقااتحه©) ه/ا؛ ,"/١‏ الأوراق وظرع وظ (الأوراق 
غير مرقمة). 

”7 8-18 مشهدء آستان قدس 553/8, الأوراق‎ ]2[ -١7 

145 [27] نيويورك: 

(306/13 01 ,تماص ]2 ,رسع معنا 12طتجنتامن) نمآ ددح /3)» 

الأوراق7١79-1‏ رظكه 


* نُسِحٌ أحد نتصوص هذه المجموعة في ١7‏ ربيع الأول عام 55١‏ (انظر الورقة .)28١‏ والخط هوالنستعليق (الصفحة 11,3*25,5 
سم؛ النص 8,9<19,4 سسم). يعود ترقيم الصفحات إلى عهد قديم. 
'' تحتوي هذه المخطوطة فقط على برهان الخازن للقضيّة ‏ (الورقات 5+-707)» تتبعه القضيّة ؛ لبني موسى (الورقات 9--5*), 
والقضيّة ١١‏ (الورقات .)*57-55٠‏ لنذكر وجود تفسيرات عديدة كُتبت بين السطور لأحمد بن سليمان» وهو حفيد الناسخ محمد رضا 
بن غُلان محمد بن أحمد بن سليمان. يعود تاريخ هذه المجموعة إلى ذي الحجة ١١74‏ ه. انظر: 

ر(1877 بممهقسمم]ط) عع 0# متممطة عط زه بصعءطط[ عط :نز عاصقى منتماطا عتطععق عطة زه عنعو م ]إعقهه فق ,بطاه. 1[ م0 


297-09 .تل 

مه راجع: 
- 1883 ,قعة2) عأم نمم[ عناو 8111016 ع[ ع4 قعطه27 171211157115 65 ملاع 021210) ,عغمصقاة ع0 وموظ ع[ .131 
.(1895 


“راجع بصع«طاط #ااتصصقظ عط :أ امات كل::7:2 /[0 عننوه2121): أعذّه د. دعوه؟ مقعقستمة ر 1281 غ093 ر اتسء0 
خقتزمطفء وقدّمه د. إكمال الدين إحسان أوغلوء مركز البحث في التاريخ الإسلامي» فن وثقافة» " مجنّدات. (اسطنبول» 585١)؛‏ 
المجلّد الأوّلء ص 457-4757. لنذكر أنّ هذا المخطوط يعود إلى الرياضي والفلكي تقي الدين بن معروف. 

'* انظر أحمد ج. معانيء 'فهرست كتب خطي كتابخانة آستان قدس" (مشهدء »)١18977/15٠‏ المجلّد الثامنء الرقم :4١1‏ ص. 
كب , 

”* الكتابة بالخط النسخي (قياس الصفحة 1520 سم؛ 77 سطراً في الصفحة). 


إن 


6- [0] أكسفورد: (709/8 [ى ها[ ,نحه157طآ 8041167 7 /ي ))0‏ ”: الأوراق 
امظ 


7' [م] إسطنبول» كوبرولو ,.١ 4/87١‏ الأوراق #199 اظ 0* 
7- [0] القاهرة» دار الكتب» رياضة »4١‏ الأوراق + #ظرمسمظ 6* 


[2] طهران» مجلس شورى ,7/١١9‏ الأوراق 5264-55 
49 [9] إسطنبول» سليمانيّة» أسد أفندي 8 الأوراق وظ_ى بوظ مه 


.711/8-7177 الأوراق‎ ,#91١95 طهران» مجلس شورى‎ ]1[-٠٠ 

1١‏ [7]] طهرانء دنيشكا 17/71477, الأوراق 11-177 (44 2151-21 حسب 
ترقيم آخر).”” 

218121117 الورقات‎ :7 76٠ إسطنبولء سليمانيّة» آيا صوفيا‎ ][ -5١ 

.*م1-/١ إسطنبول» حاجي سليم آغا 47 (موهسرناءى زنع812): الأوراق‎ ]177[ -7١ 
1 الورقات 81517 1/ااة‎ ١4/44٠ إسطنبولء بشير آغا (موه«زيء8)‎ ]5 -" 4 

5 "-[7ا] كر اكوفيا: (مع[ىمم1611عو26 مجأء1ه:1811 11 0) أ الأوراق 217/7 
4 أظ 


.ب« ,(17857 متتحام 05 ترب أماس 2 7#بدرهاوتت سسنتتداا ومن 1ل0من) عمتمةء[800 عمعء م8:11 ,علا عسدول 


راجع بريه عطفط فااقامرةغ1 18:6 17 كاصات كله إن عنجه1ه21): المجلّد الأؤلء ص 4510 -4!/7, 

'* لوصف هذه المخطوطة؛ انظر كتابنا ©/1141م410 21 760716116 ص. 02005971). المخطوط غير كامل وينتهي عند 
القضيّة .١*‏ وكتابنا المذكور كُرجم إلى العربيّة تحت عنوان 'علم المناظر وانعكاس الضوء-أبو يوسف يعقوب بن اسحق الكندي'. 
ترجمه د. نزيه المرعبي (فريق الدراسة والبحث في التراث العلمي العربي) وصدر عن مركز دراسات الوحدة العربيّة» بيروت» 7١٠٠؟.‏ 

1 انظر ككه[(1404 ياك 42ا اه 1[ط81 ه[ ع4 ععطممه اه كتمدومم عاترعكية ه02 دعل منج ه00121) (قائمة المخطوطات 
الفارسيّة والعربيّة لمكتبة المجليس) ل 1655334 ...لآ (ي. أ. تسّامي)» منشورات المكتبة (طهران؛ »)١3737‏ المجلّد الثاني؛ ص. 
118-7. لنذكر أنّ هذا المخطوط تتقصه الصفحات من ص. 7.7 إلى ص. 31.7 أي القضيّتان " و /. 

” خط هذا النص بيد مختلفة عن تلك التي نسخت باقي المجموعة: كما أنّ الورق المستعمل مختلفء إِنّه إذأ نص مضاف. نجد في 
الصفحة الأولى اسم الرياضي ابن إبراهيم الحلبي. الكتابة بالخطّ النسخي (الصفحة 12,7<”22,2 سم والنص 6,2”14,3 سم). 

“* انظر ع[ه عه عنوة:7امنآطآاط و[ عل كانت :7027 5ع عبج ه2121): (قائمة مخطوطات المكتبة المركزيّة) جامعة طهران» 
المجلّد التاسع» ص .1١١١-١١٠١‏ 

'' تعود اللسخة إلى بداية ذي القعدة من العام 5؟١١ه.‏ و الكتابة بخطّ 'نسخي' ومتقنة جِدّاً (الصفحة 15,7:28,2 سم). 

'' تُوافق هذه المخطوطة المخطوطة التالية: (258 .51 .+0 -) 5938 "2 بعأوطان1[ط528661 ,متاءء8 2,815 التي فقدت من 
المكتبة عقب عمليّات الإجلاءء إِيّان الحرب العالميّة الثانية. يعود الفضل في هذه المعلومة إلى د. هاعناكة 11865 الذي نقدّم له جزيل 
الشكر. لوصف هذه المخطوطة» انظر 36خةبعاطط . 777 1/11[ متآجه 8 يج عاعطامتاطة8 «مطع الع قز عوك «مكرامك عل جه 
(1893 قتاع 8) ذ معتتتعطءةلضقط عطءةأط قحف ص ؟١؟,‏ 


بك 


5- [ج7] مانشستر'': 
11 "377- “372 مم1 ,350 ,بصوع18طا بطتكرع قدلا ملنتمانرظ امل برعمامع ع هلط 
-*385» (3 .1) “385 ,(1.4) "380-(1.4) 379 ,(3 .1) 388-3917 ,(4 .1) 3887 ,(4 
' “391 ,387-388 ,(1.4) "386 ,380-382 ,(1.3) *382-385 ,(4 .1) '386 
إنّ دراسة الروايات المختلفة لهذه المخطوطات أو للحوادث - الإغفالات: 
الإضافاتء؛ الأخطاءء الخ.- ثناعءً فيما بينهاء تتيح لنا رسم شجرة التسلسل المخطوطي 
المذكورة أعلاه لكتاب بني موسى: 


لطم ار لحت ام 


2 
3 00 
/ 144 4ك 


7 / | ار 
مر / 5 ار 
57 © 
8 0 
9111 5 
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'"' ورقات هذه المخطوطة غير مرثّية. الواضح أنّ الناسخ قد نقل نموثجاً غير مرتّبء يحوي صفحات مقلوية. 


لفن 


١-؟‏ الشرح الرياضي 
١-1-١‏ تنظيم كتاب بني موسى وبنيته 

يدخل كتاب بني موسىء " كتاب معرفة مساحة الأشكال البسيطة والكرّيّة"» ضمن 
إطار التقليد الأرشميدي؛ غير أنْ تحريره يختلشف عن تحرير كتاب "الكرة 
والأسطوانة" أو أيّ مؤلّف آخر لأرشميدس. وصحيح أنّ الأفكار الأساسيّة فيه تعود 
إلى أرشميدس إلا أنّ بني موسى لم يسلكوا الطريق التي رسمها هذا الأخيرء بل قاموا 
بالبحث عن طريق أسهل وأقصر. فيكون كتابهم» بهذا المعنى فقط أرشميدياً. يبقى 
أنّ بنية كتاب بني موسى وكذلك الطريقة التي اتّبعوها تختلفان عن البنية والطريقة 
الموجودتين في مؤلفات أرشميدس حول الموضوع نفسه. هذه الوَّحْدَة في الأفكار 
إضافة إلى الاختلاف في البنية وفي طريقة البرهان. تميّز الوضع الخاص لهذا 
الكتاب الذي يُعتَبّر أحد أوائل الأبحاث الرياضيّة الأرشميديّة بالعربيّة 

لنظر أول إلى بنية هذا الكتاب. إنته يتألف من ١8‏ قضيّة تنقسم إلى عدّة 
مجموعات. القضايا الثلاث الأولى مقدّمات في الهندسة المستوية؛ القضايا الثلاث 
التالية تتناول قياس الدائرة وحساب ع؛ القضيّة السابعة تكعيد برهان صيغة إيرن 
الإسكندري الخاصّة بمساحة المثلث؛ القضيّة الثامنة تبحث في وَحُدانيّة الكرة المارّة 
بأربعة نقاط غير موجودة في نفس السطح المستوي؛ القضايا الثلاث التالية تتناول 
مساحة السطح الجانبيّ لمخروط دوراني ولجذع مخروط؛ القضية الثانية عشرة هي 
مقدّمة في الهندسة المستوية؛ القضايا الثلاث التي تليها تتناول مساحة سطح الكرة 
وحجمها؛ وأخيراً كثرّست القضايا الثلاث الأخيرة لإيجاد متوسّطين ولتثليث الزاوية. 
ويمكننا تمثيل العلاقات التضمينيّة المنطقيّة لهذه القضايا بالبيان الوارد على الصفحة 
التالية. يظهرء إذأء وبمجرّد نظرة إلى هذا البيان» أنّ بني موسى تناولوا في هذا 
الكتاب؛ أربعة مواضيع هي: مساحة الدائرة» ومساحة المثلث بواسطة صيغة إيرن 
الإسكندري» ومساحة سطح الكرة وحجمهاء ومسألة المتوسّطين وتثليث الزاوية. لكنّ 
المرءً قد يفاجأء للوهلة الأولى على الأقلٌء بعدم التجانس بين القضيّة السابعة من 
جهة والقضايا الثلاث الأخيرة من جهة أخرى. يظهرء بالإضافة إلى ذلك؛ عدمٌ 


6 


القضانا المقامات 


التجائس هذاء في كل مرّة من خلال انقطاع في بنية الكتاب. لكنٌ هذه المفاجأة قد 
تتبدّد إذا أخذنا حرفيّاً بعنوان الكتاب نفسهء أي إذا اعتبرنا هذا الكتاب "ملختصاً" 
مكرّساً لمساحة الأشكال المسئوية والكرويّة» التي كانت تتعتبّرء في ذلك العصرء 
أشكالاً مهمّة أو صعبة في دراستها. مهما يكن من أمرء لا شيء يسمح بالتشكيك 
بصحّة نسبة هذه القضايا إلى بني موسى أو بانتمائها إلى هذا الكتاب. يؤكّد التقليد 
المخطوطي العربي وجود هذه القضايا ضمن هذا الكتاب» كما يؤكٌد ذلك أيضاً تقليدُ 


الترجمة اللاتينية التي قام بها جيرارد دي كريمون (ع«مسبية ع4 4مهم02) في 
القرن الثاني عشر. زيادة على ذلك» تحوي هذه الترجمة اللاتينيّة مقطعاً أخيراً» مهمّأ 
من الناحية التاريخية خيّة» يذكر بنو موسى فيه بالنتائج الرئيسيّة بْةَ التي تم التوصل إليها؛ 
وتتطابق هذه النتائج الأخيرة مع نتائج القضايا السابقة. زد على ذلك أنّ بني موسى 


الأهمّيّة: 
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"وكلّ ما وَصَفنا في كتابنا فإنته من عملناء إلأ معرفة المحيط من القطر فإنته من عمل 
أرشميدسء وإلا معرفة وضع مقدارين بين مقدارين لتتوالى <الأربعة> على نسبة واحدة؛ فإنته 
من عمل منالاوسء كما مر ذكره". 

يجدر بنا الآن» قبل تفخص تقييم بني موسى هذا لإسهامهم الخاصء تأكيد وجود 
القضيّة " والمجموعة الأخيرة من القضايا ضمن كتاب بني موسى. أمّا وجود صيغة 
إيرن الإسكندري فيه؛ فهو أمرّ لا تؤكُّده فقط التقاليد المخطوطيّة وما كتبه بنو موسى 
بأنفسهم وفقاً للترجمة اللاتينيّة» بل يؤكّده أيضاً ملحقّ غالبا ما كان يُرافق التقليد 
العربي المخطوطي. وذلك أنّ هذا الملحقّ يحوي برهانأ آخرء لهذه الصيغة نفسهاء 
منسوبا إلى أبي جعفر الخازن» من أواسط القرن العاشر الميلادي. 

هكذا لم يتّخذ كتاب بني موسى أيَّاً من رسائل أرشميدس نموذجاً له؛ بل إنته يظهر 
كعمل هدفه معالجة المواضيع الأربعة المذكورة آنفاً. والآن علينا أن نرجع إلى 
الطريق التي سلكوها. 

فهل سلك بنو موسى الطريق الذي خطه أرشميدسء أم اختاروا طريقاً آخر حسب 
قولهم؟ تتيح الإجابة عن هذا السؤال تحديد المكان الصحيح لبني موسى في التقليد 
الأرشميدي. إلا أنّ هذه الإجابة تقتضي أن نستعيد» بشكل مُختصر على الأقل» 
الدراسة التي قام بها بنو موسى. فلنبدأ بالمقدّمات التي تخصٌ الهندسة المستوية 
وبقضايا المجموعة الأولى. 


7-7-١‏ مساحة الدائرة 
المقدمة -١‏ إذا أحاط مضلّع محيطه مبدائرة نصف قطرها م» تكون مساحته 
مد 3 
لتكن »» ,هء ...» ,» أطوال أضلاع المض لع التي يبلغ عددها يم ؛ فتكون مساحة 
المضلّع مساوية لمجموع مساحات ال , مثلثء حيث يكون م ارتفاع كل مثلّتْ؛ فيكون 
معناء وم 1- 8:1 ق. 
2 2-020 


كم 


إذا أحاط مجسم متعدّد السطوح مساحته 5 بكرة نصف قطرها م يكون حجمه: 
روط 7 
3 
إذا كان للمجسّم م سطحاً مساحاتها ,ى» وى» ...» ,ى على التوالي» يكون حجمُه 
مجموع أحجام ال يم هرمأء حيث يكون م ارتفاع كلّ هرم؛ فنحصل على: 
1 1[ 
ا سر 7 
ملاحظة ‏ يُفترض أن تكون الصيغة التي تعطي حجم الهرم معروفة»: مهما كان شكل 
القاعدة. توجد هذه الصيغة في المقالة الثانية عشرة من كتاب "الأصول" لأقليدس. 
المقتمة ؟_إذا أحيط مضع محيطه وربدائرة نصف قطرها م, تحقّق مساحته 5 
المتباينة المزدوجة التالية:د 2 مساحةالدائرة > مرج > 5. 
2 
لتكن ,»» يم» ...» ,ه أطوال أضلاع المضلّع. وليكن 7 طول العمود الخارج من 
مركز الدائرة إلى الضلع ذي الطول ,»» ولتكن ى مساحة القطاع الموافق لهذا الضلع» 


يكون لدينا: > > ا 


ومنها > 1ه رول 
1< اق 2 2-1 

وهي النتيجة المطلوبة. 

وكذلك؛ إذا أحيط مجسّم متعدّد السطوح له ,م سطحاً مساحته الإجماليّة ى» بكرة 
نصف قطرها مرء يكون: حجم الكرة > مر كط > حجم المجنتم. 
ويبرهن بنو موسى بعد ذلك القضيّة التالية: 
القضيّة "- لتكن دائرة محيطها مرولتكن قطعة من خط مستقيم طولها 7. تكون لدينا 
حالتان: 
أوّلاً: إذا كان م > » يُمكننا رسم مضلّعء محيطه بم» تحيط به الدائرة بحيث يكون 


2 > رع > [؟ 


باه 


ثانيا: إذا كان م < » يُمكننا إحاطة الدائرة بمضلّع؛ محيطه,ي» بحيث يكون 
1> م©> ره 
يستند برهانا الحالتين على وجود دائرة» محيطها / معلوم؛ وعلى وجود مضلّع 
متساوي الأضلاع. يسلّم بنو موسى بوجود هذه الدائرة. وفيما يخص المضْلع » فإنتهم 
يستخدمون القضيّة ١5‏ من المقالة الثانية عشرة من كتاب "أصول" لأقليدس التي 
تقول: "لتكن لدينا دائرتان متراكزتان؛ ارِسُمْ في الدائرة الكبرى مضدّعاً تكون 
أضلاعه متساوية الطول ويكون عددها مزدوجاً ولا تلامس الدائرة الصغرى” "5 


يمكننا على كلّ حال أن نلاحظ أنته يلزم ويكفي» للحصول على مضآع متساوي 
الأضلاع له يم ضلعاً ويكون حلا للمسألة: أن يحقّق عامده' ,4 مايلي 


2 ا 3 
1 > --ومع > جه رر > --208 ,7 > ورج ره رمك در 
7 7 


22 


حيث يشير م و ,م إلى نصف قطرّي الدائرتين المتراكزتين على التوالي» و ,درو 
م إلى محيطهما على التوالي (وجود العدد الصحيح ,, يتعلّق باتّصال دالّة جيب 
التمام). 

لنأت الآن إلى برهان بني موسى. إنكهم يتناولون دائرتين متراكزتين 80ل و 720 
(انظر الشكل؛» ص. .)1١‏ 


"' انظر "أعمال أقليس" (1104عه2"1 5ت12:20) 1.68)» ترجمة ف. بيُرار (تعهدك< .) إلى الفرنسيّة (باريس؛ 955١)؛‏ ص. 
م2 


أي المسود الخارج من مركز الدائرة إنى الضلع (المترجم). 
مه 


الحالة الأولى: م > :» نفترض أنْ م محيط 480 و 7 محيط 780 
الحالة الثانية: م < (ز» نفترض أنّْ 1[ محيط 480 و م محيط 21. 


في الحالتين» تكون الدائرة 480 أعظم من الدائرة 280ء وكلٌ مضلّع؛ أكان 
متساويّ الأضلاع أم لاء محاط بالدائرة 80م بدون أن تلامس أضلاعه الدائرة 
© يكون محيطه محصوراً بين 1 و م. 

غير أنته يجب » للإجابة التامة عن النصف الثاني من المسألة في الحالة م< 1» أن 
يؤخذ مضْدَعٌ يحيط بالدائرة المعلومة وهي 750 ومحيطها مء بحيث لا تقطع 
أضلاعه الدائرة 90ر)م؛ وهذا ما يتحقق باستخدام القضيّة ١5‏ من المقالة الثانية عشرة 
من كتاب "الأصول" لأقليدسء بالإضافة إلى تحاك معيّن. 

في الواقع» يأخذ بنو موسى في القضيّة ٠‏ الدائرة,0 ومحيطها مر ويسأمون بوجود 
الدائرة رح ذات المحيط المعلوم 7. وبعد ذلك يتناولون الحالتين التاليتين: 

م >1. ,© و ,0 متراكزتان» ويه داخل ,0. نريد "رسم" المضأع ,7 ذي 
المحيط »7 والمحاط بالدائرة ,0 بحيث يكون م> ,م > 1. يكون المضلّع 2رء المحدّد 
في القضيّة ١7‏ من المقالة الثانية عشرة من كتاب "الأصول" لأقليدس والذي يكون 
م محاطأ ب ,0 دون أن يلامس ,م» حلا لهذه المسألة. 

ب) م < ]. ,© داخل ,0©. نستطيع أن نرسمء وفقاً للقضيّة ١5‏ من المقالة الثانية 
عشرة من كتاب "الأصول" لأقليدسء المضلّع ,م المحاط بٍ ,© والذي لا يلامس 
0 بحيث يكون : 71> ,م > م؛ وإذا أردنا إحاطة ,0 بالمضلّع /م ذي المحيط ,م 


لمن 


بحيث يكون 1 > إم > مء نستخرج /8 من ,2 بواسطة تحاكء كما يلي: 

ليكن ,- 077 عامد المضلّع .<ء فيكون لدينا: .> 07> ,م. لنأخذ التحاكي | 0.5 | 
(أي الذي مركزه نقطة 0»: ونسبته ) فنحصل على 'رء صورة (مء بحيث يكون 

7 > ,م > ؛م> م. فيكون المضلّع /م حلاً لهذه المسألة: فهو "يحيط ب" ,0 ولا يلامس 
(أنظر الشكل)؛ أي أنّ بني موسىء بعد استخدام القضيّة ١١‏ من المقالة الثانية 


عشرة من كتاب "الأصول" لأقليدسء أكملوا عملهم بتطبيق التحاكي. 
يُبرهن بنو موسىء في القضيّة التالية» مستخدمين طريقة البرهان بالخُلفء العبارة 


التي تعطي مساحة الدائرة: "كل دائرة فسطح نصف قطرها في نصف محيطها هو 
مساحتها". 


القضيّة 4 كل دائرة نصف قطرها م ومحيطها م تكون مساحتها 
م ى. [الشكلء»ء ص. ؟1] 

إذا كان > ى» يكون | مع م > 7 ويمكن أن نرسم مضأعاً تحيط به 
الدائرة ويكون محيطه 'م بحيث يكون م> م > : (حسب القضيّة السابقة). وحسب 
القضيّة ؟؛ تكون ,ىء مساحة هذا المضلّع؛ بحيث يكون 5> عامط > ر5. 
غير أن 'م > :» فيكون > ل أي > ى» وهذا مخالف لما فرضنا. 

إذا كان م <ىء يكون 2 2- و مع م< 7. يمكننا إحاطة الدائرة بمضآأع 
محيطه "م بحيث يكون :> مم > م. يكون لدينا إذأ 2-200 ؛ وهذا خلاف لما 
فرضناء لأنّ 0< هي مساحة المضلّع وهذه المساحة أكبر من ع ى التي هي 


مساحة الدائرة. 


يمكننا أن نلاحظ أن بني موسى لم يعطوا مساحة الدائرة» مقارنة بمساحة شكل 
آخرء كالمثلت القائم الزاوية الذي يكون طول أحد ضلعَي الزاوية القائمة فيه مساوياً 
لنصف القطر ويكون طول الضلع الآخر مساويأ لمحيط الدائرة» وفقأ لتعبير 
أرشميدس؛ ولكنتهم أعطوا هذه المساحة كحاصل ضرب مقدارين. ومن جهة أخرى» 
فإنهمء في برهان القضية السابقة» يقارنون مب 'م» م>'م وا مرب "م م<"مء أي 
أنتهم يقارنون بين أطوال وليس بين مساحاتء كما هو الحال عند أرشميدس» 
للوصول في كل مرّة إلى تناقض. أخيراً» يختلف مسعاهم عن مسعى أرشميدس الذي 
طبّق طريقة الاستنفاد. يتفادى بنو موسى المرحلة الأكثر دقّة في هذه الطريقة' '» 
وهي "المرور إلى الحدّ" عندما يسعى « إلى مالا نهاية - بأُغتنا نحن- بفضل 
القضيّة ١5‏ من المقالة الثانية عشرة من كتاب "الأصول" لأقليدسء والتي قام 
برهاتها على هذا المرور إلى الحد: (1- همه ون ). 

يعطي بنو موسىء في نهاية القضيّة السابقة» مساحة القطاع الدائري» دون الإشارة 
إلى البرهان. وقد تكون طريقتهم مشابهة لتلك التي وردت في القضيّة 4 نفسهاء عبر 
رسم قطاع مضلّع محاط بالقطاع الدائري؛ وقد 5 تستند طريقتهم على أن 'م» وهو طول 
قوس الدائرة» متناسب مع الزاوية المركزيّة » وأنّ مساحة القطاع '5 تتناسب مع 
الزاوية المركزيّة. فإذا كان كل من 5 و م مساحة الدائرة ومحيطها على التوالي» و/'ى 
و'م مساحة القطاع وطول قوسه؛ يكون 3260- 1 5 > (حيث حيث تقاس » بالدرجات)؛ 


وبما أنّ ,م ى» يكون ام-5 
يريد بنو موسىء في القضيّة التالية» التأكد من خاصيّة مهمّة: 
القضيّة 4 نسبة القطر إلى المحيط هي ذاتها في كل دائرة.[الشكل» ص.؛ 5 ] 
يستند بنو موسى على القضيّة ”, من المقالة الثانية عشرة من كتاب "الأصول"., 


التي 5 تقول: "إن نسبة مساحتي دائرتين تساوي نسبة مربّععي نصفي قطرَيُهما". 


** انظر مقال ج. الدبّاغ؛ 'بنو موسى'؛ 8.ك..20» المجلد الأؤّل» الصفحات 45-447 54. 
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الاستدلال بالخُلف لا يفرض نفسه إذأء لأنّ القضيّة السابقة بيّنت أن رم ة- ى. مع 


ذلك؛ يستخدم بنو موسى البرهان بالخُلف, 

وينتقلون بعدهاء في القضيّة "؛ إلى حساب هذه النسبة بواسطة طريقة أرشميدس 
كما أكٌدوا سابقاً. في الواقع؛ تتيح هذه الطريقة الحصول على حدٌ أدنى وحدٌ أعلى لهذه 
النسبة» وفقاً للتقريب المطلوبء مهما بلغت قيمة هذا التقريب. 

يُتبِع بنو موسى هذه المجموعة المؤلّفة من ست قضايا بقضيّتين معزولتين» قبل 
العودة إلى مجموعة أخرى مهمّة حول الكرة. أولى هاتين القضيّتين هي صيغة إيرن 
الإسكندري. 


١-؟١-"‏ مساحة المثلث: صيغة إيرن 
القضية /ا- إذا كان م محيط مثلّث طول أضلاعهي وّوء»؛ تتحقّق مساحة هذا 
المتلّث الصيغة التالية: 

[ه-4 )زه )ه22 “ى. [الشكل» ص. ]٠٠١‏ 

2١152 2 2 

ومع ذلكء لا يذكر بنو موسى لا اسم إيرن ولا أي اسم آخر. وينسب رياضيّون 
متأخرون كالبيروني هذه الصيغة إلى أرشميدس" . يُثبت بنو موسى هذه الصيغة 
ببرهان مختلف عن برهان إيرن؛ ولقد اقتبس هذا البرهان العديد به من خلفائهم مثل 
فيبوناتشي (:عءعجمة:77) ولوقا باتشولي (:1م10عه20 مع/:1) وغيرهم'. لكنّ هذا 
البرهان لم يلقّ قبولاً لدى البعض الآخر من خلفائهم كالخازن الذي أعطى برهاناً 
آخرء كما سبق وقلناء وهو البرهان الذي ورد في أغلب الأحيان في نهاية كتاب بني 
موسى؛ وهذا ما فعله الشنتي فيما بعد '. 
“' البيرونيء 'استخراج الأوتار في الدائرة". طبعة أحمد سعيد الدمرداش (القاهرةء بدون تاريخ)؛ صفحة .٠١4‏ 
'"' انظر: م. كلاجيتء 'أرشميدس في القرون الوسطى" : 5ععلى 1110016 عط هذ قعل سنطععث ,ئاءع12© .81: الملحق الرايع؛ 
ص. 5176ك١‏ 52 


"' أورد البيروني هذا البرهان في رسالته ذات العنوان: 'استخراج الأوتار في الدائرة". 
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القضيّة 1 إذا كانت النقطة 6 متساوية البعد عن أربع نقاط من كرة معلومة» على أن 
لا تقع النقاط الأربع في نفس المستويء تكون 6 مركز هذه الكرة. 

تعود هذه القضيّة إلى برهان وحدانيّة الكرة التي تمر بأربع نقاط لا تقع في نفس 
المستوي. يستند بنو موسىء في برهان هذه القضيّةء إلى "الأصول" وإلى القضيّتين 
الأولى والثانية من "كرويّات" ثاوذوسيوس ("كتاب الأكر")؛ في ترجمة قسطا بن 
لوقا”". لنلاحظ أن فرضيّة وجود النقطة © داخل الكرة: لا تدخل في برهانهم. يمكننا 
تلخيص هذا البرهان على الشكل التالي. 

لتكن 8ء 0» 7 و 6 النقاط الأربع غير الموجودة على نفس المستوي. المستوي 
(5 © ,8) يقطع الكرة وفق دائرة يمر محورها بمركز الكرة وبالنقطة 0 إذ أن 
©- 0م- 8ن. [انظر الشكل» ص.7١٠١]‏ 

كذلك. يمر محور الدائرة ((507) بمركز الكرة وبالنقطة صج. هذان المحوران 
مختلفان» ليس لهما سوى نقطة واحدة مشتركة هي مركز الكرة؛ إذأ © هي مركز 
الكرة. 


4-7-١‏ مساحة سطح الكرة وحجمها 

المجموعة التالية المؤلفة من سبع قضاياء هي المجموعة المركزيّة في كتاب بني 
موسى. الهدف من هذه القضايا هو التوصل إلى تحديد مساحة سطح الكرة وحجمها. 
ُذكُر بأنتنا لاحظناء فيما يخص مساحة الدائرة» بعض الفروق بين طريقة أرشميدس 
وطريقة بني موسى. فهل سلك بني موسى طريقهم هذا بشكل متعمّدء أم لأسباب 
ظرفيّة؟ بتعبير آخرء هل سنجد الفروق عينها مع طريقة أرشميدس في حالة الكرة؟ 
للإجابة عن هذا السؤالء نتناول ثانية هذه المجموعة من القضايا. 
القضيّة 9 مساحة السطح الجانبيّ 5 لمخروط دوراني هي نم - ى» حيث يرمز بر 


إلى محيط دائرة القاعدة و إلى طول الخطّ المولّد. [الشكل» ص. ]٠١5‏ 


* انظر تحرير الطوسي لترجمة قسطا بن لوقا لكتاب الأكر" لثاونوسيوس»؛ طبعة مكتب المنشورات العثمانيّة الشرقيّة (حيدر أباد 
فلل لرحرة؟ .)١‏ 


5 


ليكن المخروط (862 ,4)؛ ذو الرأس 4رء والقاعدة 8)2ء والمحور #رإر والخط 
المولّد :- وري . تكون لدينا حالتان: 
الحالة الأولى: إذا كان 3-0 ى» يكون ,ام 2- ى مع ور<انر. 

نحيط الدائرة 802 بمض لع متساوي الأضلاع يكون محيطه ,م محققاً ل 
مر < رصر< 'ور» وهذا ممكن بموجب القضية ". ينتج من ذلك هرم رأسه م يحيط 
بالمخروط وقاعدته ذلك المضلّع. ولكنء لدينا 

7ل قط و (غ81) ل طم 

فيكون يمر وي. وكذلك عل 40 و 82 ا «لى. 
فتكون مساحة السطح الجانبيّ للهرم 5 مع > 586 غير أن م - 5 
الحالة الثانية: رم 2 . يسم بنو موسى عندها بوجود مخروط دوراني رأسه إرء 
محوره م ومساحة سطحه الجانبيّ 6 بحيث يكون 3 <> امد "5 لتكن الدائرة 
7 قاعدة هذا المخروط فيكون 48م < 414 و 88 < 514. 

نرسم مض لعا متساوي الأضلاع محاطأً بالدائرة ,347 بدون أن يلامس الدائرة 
إر؟ وليكن 2 محيطه. م< بم. فنستخرج من ذلك هرمأ منتظماًء قاعدته متساوية 
الأضلاع ومساحة سطحه الجانبيّ بد م1 - .و»ء إذا كانت النقطة8ر منتصف أحد 

2 

أضلاع المضلّع. لكن وريم < بريء فيكون رم 3 وبالتالي 'ك< إى؟ وهذا مخالف 
للفرضء لأنّ المخروط الذي تساوي مساحة سطحه الجانبيّ 'ى» يحيط بالهرم الذي 
تساوي مساحة سطحه الجانبي كد 

ومن استحالة الحالتين الأولى والثانية نحصل على النتيجة. 
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يستخدم بنذو موسىء» مرتين على التوالي» فيما يخص السطوح المحذبة» مصادرة 
مثيلة لمصادرة أرشميدس الخاصّة بالمنحنيات المحدذبة (أنظر كتاب "الكرة 
والأسطوانة" لأرشميدسء المصادرة الثانية). 


عع 


دائرةً مركزّها على محور المخروط. [الشكل» ص.5١٠١]‏ 

لنذكر أنّ المستويين المتوازيين متحاكيان بالتحاكي 0 فالشكل ور 
يحاكي إذأً الدائرة ذات المركز برء فهو بالتالي دائرة مركزها 7. لكن استدلال بني 
موسى لا يُدخل التحويل لذاته. 
القضيّة ١6‏ ساحة السطح الجانبيّ لجذع مخروط دوراني قائم, ذي قاعدتين 
متوازيتين» هي ا(وم+رم) 2 - ىو» حيث يكون ,م و ,رم محيطي القاعدتين على 
التوالي و يكون : طول الخط المولد. [الشكل» ص./ا١٠]‏ 

يكون لدينا: مساحة (0177 ,4 ) - ,5 - 47 و مساحة(4,802) - ,5 - رط 48 
فتكون مساحة جذع المخروط: رط 281+ 6م ه) - (يم. 48 - 48) - 5. 


؟ ا ايء 867 _ 4 _ كل + 
لكن لدينا: 2 0 7 -» فيكون و8 81 زوم -رم) 8ل » 
2 1 1 2 


ونستنتج (رص+ رم) مط - 5؛ لكن الخط 7هر هو مولّد جذع المخروط أي 1 - جرع ؟ 
فنكون قد حصلنا على النتيجة المطلوبة. 

بعد اا ينتج ذو موسي عسادة السجكم الدوراي المولف من جذع مخروه. 
ومن مخروط لهما قاعدة مشتركة نفس الطول ‏ لموأديهما: 


1 1 1 
وم + رام - واب +( وم + رم أ د 3 


حيث يكون ,م و ,رم محيطي القاعدتين. 


بعد ذلك» يعمّم بنو موسى النتيجة السابقة على المجسّم الدوراني المؤلف من أي 

عدد من جذوع المخروطات ومن مخروط عندما يكون لمولديها كلها نفس الطول: 
مما م - زيمم «طر+(يص+ ريم) 213 - 5 

ويُدخل بنو موسى مقدّمة أخرى في الهندسة المستوية: 
المقذثمة ؟١‏ ليكن معنا دائرة مركزها يه وقطرها ©4ء وليكن 78 نصف قطر 
بحيث يكون 40 ١‏ 8دء [الشكلء» ص. 9١٠١]؛‏ إذا افقترضنا 24- 20- ,82 
ف 81.//46» ©4 || 61 81 1 وقط» (8! - 40م 85 » يكون معنا عندئذ: 

.27+ 16+ مط- كم 2 3 2 ") *هزط© < (81+ 76+ لط) .81 2 < 24 . 

إن القوسين ©,7 و 27 متساويتان وكذلك تكون القوسان 87 و 38 متساويتين» 
بسبب التناظر بالنسبة إلى 28؛ لذا يتساوى القوسان 76 و #رورء ونستنتج أن 
810 . 

وكذلك» فإِنّ 7# - 26 فيكون رم/ جنى. فإذا قطعت صىيع الخطّ عررر على النقطة جر 
يكون لدينا جم - بم وم - ج:ء فنحصل إذأ على العلاقة .)١‏ 


المثلثان 8342 و 808 متشابهان»ء فيكون 5 206. «بالتالي 


ده طية - عط يرق . لكنُ جرع > ديد فيكون #«م > «ه طية > 3427 » ويكون بالتالي 


2 اق ! > “جيل فنحصل إذأ على ؟). 


"5 


إل أنْ النتيجة التي حصلنا عليها في حالة ثلاثة أقواس متساوية 4ر2» ©72 و 27 
تشمل الحالة العامة التي نتناول فيها أ عدد من الأقواس المتساوية. لنتناول ثانية هذه 
المقئمة في الحالة العامّة ولتكشف ما يكمن فيها من أفكار في حساب المثلّثات. 

إذا قسّمنا ربع الدائرة 8,), إلى م قوساً متساوية بواسطة النقاط ييرء ,4 ...» ,4؛ ؛ 
يكون معنا عندئذ 


أ( 2011101 
2-2 

3( ل ,د > *كن,8 .(أنظر الشكلء ص. )٠١5‏ 
1-1 


يكون لدينا: ,4ه -2- يراق؛ 22 (1-ه)- يار 
7 11 7 


فيكون إذأ 


مه 8- ,قبل 2ه 8 - ررقريف ...؛ طُّ(1- س)هة 8- رظيكء. 
+2 27 27 


حو 


ليكن ,84 |1 832 ؛ يكون معنا قر - 7 - 38,14 » فيكون إذأ 1 يمه # - - ق8. 
لنضع 1- +ء عندئذ تتكتب العلاقة”١)‏ على الشكل التالي: 
!6 0018-1 202 2 


1<خغ 
فيُمكننا كتابتها (بإضافة 2 إلى كل طَرّفٍ من طرفيها) كما يلي: 


20 2 0018 2+1 6 


ادع 
ويمكننا التحقّق من هذه العلاقة بضرب كل من الطرفين بد مزه. 
11 


ا 


في العلاقة ؟). لدينا: ‏ وم مع يق8 و كم 8- 814 - 4 ك. 
47 41 2 


لنضع 1- جم ؛ عندئذ تككتب العلاقة ") على الشكل التالي: 
09 1>-7 ع 1مه. ب صنو > 72و00 
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4 
وهذه العللاقة تتحقّق مهما كان 67 لذن لدينا 1 > وو + ع “*وونن » لكل :0 ضع 


5 عه. يمكننا إذاً أن نعطي ل بر» قيمة كبيرة بشكل اختياري؛ ممّا يتيح البدء 


أي 1 > 


5 
08 > للد دووج 6 
477 


2 
بتطبيق طريقة الاستدلال بالخلشف. بتعبير عصريء يعود هذا العمل إلى حساب 
التكامل عم مزه 2 ولكن تجدر الإشارة إلى أن بني موسى عملوا بطريقة مختلفة. 

ستدخل هذه المجاميع؛ بالتحديدء وكذلك هذه المتباينات في حساب مساحة الكرة 
وحجمها. 


القضيّة ١‏ يأخذ بنو موسىء في القضيّة ,١‏ نصف دائرة 487 مركزها /الء 
ونصف قطرها ,م [الشكلء ص.١١١]؛‏ هذا ويُرْسَم خطٌّ مضلَّعٌ متساوي الأضلاع 
محاط بنصف الدائرة وله عددٌ مزدوجٌ من الأضلاع. ثمّ يُرْسَم في هذا الخط نصف 
الدائرة المحاطة به. وبواسطة الدوران» نولّد نصف كرة ومجسّماأً دورانياً مؤلّفاً من 
مخروط ومن عدّة جذوع مخروطيّة؛ وأخيراً نصف كرة أخرى محاطة بالمجسّم 
الدورانيّء ولها نفس المركز الذي لنصف الكرة الأولى. يبرهن بنو موسى أنّ 
2287 > 8 > 77ج 2 ؛ 

حيث .+ ورج هما على التوالي» نصفا قطرّي الدائرة المحاطة والدائرة المحيطة» و 
5 هي مساحة السطح الجانبي للمجستم. 

لنذكر أنّ هذا المجسّم يحقّق شروط القضيّة »١١‏ وأنّ الفرضيّات المتعلّقة بالشكل 
المستوي ضمن المستوي 87 هي ذاتها فرضيّات المقدّمة ؟١»‏ يكون لدينا إذأً: 


>58 


85 )8 +78+-07(> 882  )١( 
نوكي١ ويناعٌ على القضيّة‎ 
جروط+ طلة) لهم - و ؛‎ +07(  )50( 
.5 > و (") على 2جءم2 - 2 قياج2‎ )١( نحصل من‎ 
وإذا كانت النقاط ,ى و0 وس منصفات الأوتار ير و#/,بر و 7برء يكون‎ 
هذ - ديز - ميخ - ويج (نصف قطر الكرة المحاطة)»‎ - 
ويحسب المقدمة ؟ ,. لدينا‎ 
. 115 > (7ك+ 38+ قية)‎  )5( 
ومن (؟)و(5) نحصل على 2 - 21/452 < 5» وبهذا نحصل على النتيجة‎ 
المطلوبة.‎ 
يعيارات أخرى: ليكن لديثا نصف الدائرة (ي2, )ية) ©: وخطّ مضْدعٌ متساوي‎ 

الأضلاع له بردو ضلعاً محاطّ ببِح: ونصف الدائرة (,8, )"0 المحاطة بالخط 
المضلّع. من هذه المعطيات» يستخرج بنو موسى: 

» 5: )34 نصف الكرة (ي8,‎ ٠ 

٠‏ المجسم 1 المؤلف من مخروط ومن جذوع مخروطات "محاطة" ب ؟ 
والذي يحقق شروط القضيّة 2١١‏ 

٠‏ نصف الكرة (,#, )"3 المحاطة بهذا المجسّم 
ويبرهنون المتباينة المزدوجة 2< > ,> 82ج2» حيث يكون 5 مساحة السطح 
الجانبيّ للمجسّم 7. وهم ويستخدمون لأجل ذلك القضيّتين ١١‏ و١١‏ بدون استخدام 
القضيّة ١5‏ من المقالة الثانية عشرة من "الأصول". 

وهكذا يمكن لبني موسى الآن تطبيق طريقة الاستدلال بالخلف مرّتين: الأولى في 

القضيّة ١4‏ للحصول على مساحة سطح نصف الكرة: المساوية ل '/ضعف 
<مساحة> سطح الدائرة العظيمة" كما يقولون؛ والثانية لاستخراج حجم الكرة 
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"الحاصل من ضرب نصف قطرها في ثلث <مساحة> السطح المحيط بها". لنتناول 


ثانية برهان بني موسى. 


القضيّة 4 ١‏ مساحة سطح نصف الكرة هي ضعف مساحة دائرتها العظمى. 

لتكن ى مساحة الدائرة 80م وى مساحة نصف الكرة 8092م - 5 [الشكل 
ص.؛ .]١١‏ لدينا حالتان: 

) .2< ى. يكون معنا في هذه الحالة ,ى- 26» و 5> ,5. يسلّم بنو موسى في الواقع 
بوجود نصف كرة #رعم - (3» تقع داخل 7 ويكون لها نفس المركز وتكون 
مساحتها ,ى. 

يأخذ بنو موسىء عندئذ » كما حصل في القضيّة ,١‏ مجسّمأ 7 "محاطأ" ب ع»: 
مؤْلّفاً من مخروط ومن جذوع من مخروطات,ء لا يلامس سطح هذا المجسّم ,5. يتمُ 
الحصول على مثل هذا المجسّم انطلاقاً من خط مضلع متساوي الأضلاع "محاط" 
بنصف الدائرة العظمى من الكرة 2 ولا يلامس نصف الدائرة الكبرى ,© من الكرة 
5؟ أي أنتهم ينطلقون من القضيّة ١5‏ من المقالة الثانية عشرة من كتاب "الأصول" 
لأقليدس وليس من القضيّة ١1‏ من نفس المقالة من "الأصول"؛ كما أكد البعض. 

ب) 26> ى. يكون معنا في هذه الحالة ,ى- :2» فيكون 5< ,5ى. يأخذ بنو موسى 
الكرة ,5 ومساحتهارى » بحيث تقع خارج 5» ويأخذون أيضأ مجمسّمأ “7 محاطأً ب 
,5 ولا يلامس الكرة 5؛ يحصلون عليه انطلاقأ من القضيّة ١‏ من المقالة الثانية 
عشرة من كتاب "الأصول". 

في الحالتين أ) و ب)» وباستخدام المتباينتين المبرهنتين في القضيّة 7١؛‏ نصل إلى 
الاستحالة. فنحصل على مساحة سطح نصف الكرة 5- و82-2ج2. 


القضيّة ١١6‏ حجم الكرة 5 التي يكون # نصف قطرها وى مساحة سطحها هو 


تمع 4 وج 1- 1 
3 3 


لتكن 4/807 الكرة المعلومة [الشكل»ء ص.5١١].‏ تكون لدينا حالتان: 

٠‏ الحالة الأولى: 7> ؛ في هذه الحالة يسلم بنذو موسى بوجود كرة 
٠3 - 4‏ لها نفس المركز ومساحتها ,ى بحيث يكون 1- كج لء مع ع < رىء 
أي بحيث تكون 5 داخل هذه الكرة ,5. ثمّ يأخذون متعدّد سطوح يحيط بٍ 5 ولا 
يلامس ,”7 ثمٌّ يستخدمون المقثمة .١‏ إذا كان ,ى و , مساحة سطح هذا المجسم 
وحجمه على التوالي؛» يكون لدينا وفق المقدمة :١‏ ك1 - و7 يكون لدينا ,5,> رىء 
فيكون 72> ,جز؛ وهذا مستحيل لأنّ المجسّم ذا الحجم ,2 يحيط بالكرة ذات الحجم ز. 

« الحالة الثانية: 7< ورج ؛ يأخذ بنو موسى في هذه الحالة كرة لها نفس 
المركزء وهي +57 - :5 أصغر من 4807» مساحتها /, وبحيث يكون 
,وج - م. بعد ذلك» يأخذ بنو موسى متعدّد سطوح محاطأً ب : دون أن يلامس :2 
ثم يطبقون المقذمة ؟. إذا كانت ؛ى مساحة متعذد السطوح وكان 7/7 حجمه؛ يكون 
بر > /ر؛ فيكون لدينا إذأء وفقأ للمقّمة 7ء 17> كح > و[ ولكن لدينا /ى< ؛ى» 
فيكون إذا ع 1 »أي 7< كم 2 وهذا مستحيل. 

نحصل من الحالتين أعلاه» على النتيجة المطلوبة» أي و 1 
لا يتساءل بنو موسىء لا في الحالة الأولى ولا في الثانية» عن وجود متعدّد 

السطوح الذي أدخلوه. 
ملاحظة- الحجمان الوحيدان اللذان دُرسا في هذا النصّ هما حجما المجسّمين 
الواردين في القضيّتين ١‏ و 7؛ أي حجم متعدّد سطوح مساحته ‏ يحيط بكرة نصف 
قطرها ,,: - 77 ومن جهة أخرى حجم متعدذد سطوح مساحته 5 محاط بكرة 


نصف قطرها ر9» مع : حجم الكرة > ,8 ع2 > 7 


فى 


ويستعين بنو موسى في القضية »١6‏ بهذه النتائج» بالتحديد» ممّا يدفع إلى افقتراض 
أنّ المجسمات التي يأخذو نها هي "متعذدات سطوح". تبقى لدينا مسألة تحديد نوع 
متعدّدات السطوح التي يمكن أن نأخذها لنكون ضمن شروط حالتَئْ القضيّة .١©‏ 

يُمكن أن نبيّن أنّ هذه المسألة قابلة للحلّ باستخدام المجسّم م الذي تمٌّ تحديده في 
القضيّة ١7‏ من المقالة السابعة عشرة من "الأصول", وهو مجسّة "محاط" بالكرة؛ 
وهذا ما فعله الشارحون. لكنّ مثل هذا المجمسّم لا يكون له كرة يحيط بهاء وبالتالي لا 
يمكننا استخدام المقدّمة ١‏ لبني موسى. 

في الحالة الثانية من القضيّة »١6‏ يجب أن يكون متعدّد السطوح «ء المحاط 
بالكرة 5 ذات نصف القطر جرء خارج الكرة /2 ذات نصف القطر/م. يجب إذاً 
اختيار :م بحيث تكون أصغر مسافة» #؛ من مركز الكرتين إلى سطوح ,م أكبر من 
#ء أي ,8< كء وعند ذلك يُحقّق ,7 (وهو حجم ,م) العلاقة رلك < 7[ وفقاً 
للمقمة ؟. 

ونلاحظء بالإضافة إلى ما سبقء أنْ الخازن يدرس هذه المسافات في القضيّة ١9‏ 
من عمله الوارد لاحقأ (في كتابنا هذا). 

لنعد إلى الحالة الأولى. الكرتان المستخدمتان فيها هما 5 ذات نصف القطرجء 
و5 ذات نصف القطر «ء مع 8< #. فيجب أن نأخذء بدلا من متعدّد سطوح 
محيط ب 5 وموجود داخل ,23 متعدّد سطوح ,1 محاط ب ,3 وبحيث تكون أصغر 
مسافة» #» من المركز إلى سطوحه أكبر من #ء أي < ,ز» فيحقّق حجمه ,2 عندئذ 
العلاقة #. 2-3 (وفق المقدّمة ؟)؛ فيمكننا عندئذ استنتاج المطلوب. 

لنلاحظ في الختامء أنّ الجملتين التاليتين في النصٌ: "تعمل على كرة! ب جد مجسّماً 
كما وصفنا ..."» و"تعمل في كرة اب جد مجمّماً كما وصفنا ..."؛ لا توضحان طبيعة 
المجسّم. يمكننا أن نأخذء كما في القضيّة 4 ١‏ المتعلّقة بمساحة الكرة؛ المجسّمات 


المؤأفة من مخروط ومن جذوع من مخروطات. إلا أنَّ بفي موسى 


فى 


لم يدرسوا في هذا الكتاب أحجام هذه المجسّمات. وكانوا على علم؛ بدون شك» بأنّ 
أرشميدس قد برهن في "الكرة والأسطوانة" ‏ في القضيّتين 77 و١"‏ أنّ الحجم /ز 
لمجمسّم من هذا النوع» حيث تكون مساحته 5 وحيث "يحيط" بكرة نصف قطرها جمء 
يكون - /ز. كما كانوا على علم؛ في القضيّة /ا١‏ بأنّ الحجم 7 يُحقّق 
25> عز» إذا كان المجسّم "محاطاً" بكرة نصف قطرها ,م. 


يُمكن إذأً تطبيق استدلال بني موسى على مجمّمات كهذه. وربّما لهذا السببء لم 
يشعر بنو موسى بضرورة مناقشة طبيعة هذا المجسم. 

نجدء فيما يتعلّق بهذه المجموعة من القضايا التي أتاحت تحديد مساحة سطح الكرة 
وحجمهاء الفوارق ذاتها بين أرشميدس وبني موسىء التي سبق أن رأيناها في حالة 
مساحة الدائرة . الفارق الأول يتعلّق بطريقة الاستنفاد. يبدأ بنو موسى ببرهان 


ا" 1-ب 
المتباينة 1 > و 125 وزو > ل وو , 
4# ع 47 4 


ثم يطبتقون بعض القضاياء من المقالة الثانية عشرة من "الأصول" - كما شرحنا 
سابقاً -» التي تعفيهم من "المرور إلى الحدٌ" عندما يسعى ,م إلى ما لا نهاية؛ 
لمتسلسلات الجيوب التي أتينا على ذكرها. وهم يستخدمون لتحديد حجم الكرة: هنا 
أيضأء طريقة الاستدلال بالخُلف على مساحات السطوح الجانبيّة وليس على 
الأحجام. وأخيرأًء لا يُعطي بنو موسى حجمَ الكرة عبر مقارنة هذا الحجم بحجم آخرء 
كما يفعل أرشميدس: "حجم الكرة يعادل حجم مخروط قاعدته مكافئة للدائرة العظمى للكرة 
وارتفاعه يساوي ضعفي قطر الكرة". فهم يقدّمون هذا الحجم كحاصل ضرب مقدارين. 
هذه الفوارق تشير إلى أنّ بني موسى أرادوا شق طريق مختلف عن طريق 
أرشميدس في البحث عن مساحة الدائرة؛ وعن مساحة سطح الكرة وحجمها؛ إلآ أنتهم 
اختاروا طريقة أرشميدس في تقريب +. 

وقد لاحظنا أن بني موسى يهتمّون أيضاً في هذا الكتاب» بمسائل كلاسيكيّة من 
الرياضيّات الهلينيستية وخاصة بمسألتين شهيرتين وردتا في شرح أوطوقيوس 


رف 


لكتاب "الكرة والأسطوانة”: هما مسألة المتوسّطين ومسألة تثليث الزاوية. 


5-7-١‏ مسألة المتومتطين وبناؤها الآلي 


القضيّة ١5‏ لإيجاد مقدارين ‏ و7 بين مقدارين معلومين 34 و37؛ يبدأ بنذو موسى 
بعرض الحل الذي أعطاهء حسب تعبيرهم؛ "رجلٌ من القدماء اسمه مانالاوس أورده 
في كتاب له في الهندسة", منوّهين بنفعه في استخراج الجذر التكعيبي. هذا العنوان 
لكتاب منالاوس هو أقرب ما يكون من عنوان كتاب ترجمه ثابت بن قرّة تحت عنوان 
"في أصول الهندسة" وذكره النديم''» لكنته لم يصل إلينا. لكنٌ الحلّ الذي نسبه بنو 
موسى إلى منالاوس هو الحل الذي نسبه أوديموس (8::427:2) إلى 
أرخيط اس (وهنبرزءار)ء على حدٌّ قول أوطوقيوس"". يتعلق الأمر إذأء إذا كان 
الطولان ]1 و 37 معلومين؛ بإيجاد الطولين روز بحيث يكون -7--5--5. 

عندما يكون 1- 34ء ويكون 37 حجم مكعب, يكون [ ضيلع هذا المكعب. 

لنفقترض أنّ 7< /ة ولنرسم دائرة قطرها 48 - )اء وَوترأ 20 مساويا لب/7 
وخط التماسّ المارّ ب 8 والذي يقطع المستقيم 42 على النقطة © [الشكلء ص. .]١١5‏ 

لنأخذ نصف أسطوانة دورانيّة محدّدة بنصف الدائرة 40#8» بحيث تكون خطوطها 
المولدة عموديّة على المستوي 280 ونرسم نصف دائرة قطرها 8/ في المستوي 
المتعامد مع 480 وفق 8م» ونجعل نصف الدائرة هذه يدور حول المستقيم ع 
١480 (‏ مي )؛ ولتكن 97 نصف الدائرة هذهء في أحد أوضاعها. يقطع المستقيمُ 
م القومن 468 على النقطة ‏ ويقطع نصف الدائرةٌ 47# الأسطوانة على النقطة 
ء فيكون 27#, مونّداً للأسطوانة. خلال الدوران» ترسم , القوسَ 208 وترسم بر 
المنحني © على السطح الأسطواني. 


*' النديم؛ 'الفهرست"؛ صفحة 177. نجد تحت اسم منالاوس 'كتاب أصول الهندسة؛ عمله ثابت بن قَرَّةِ ثلاث مقالات'. 
'* قأقسهاد .5 .8 لأععئلة ولمععترم 111 .أو معرعطع11 ..آ .[ تقناع مستحعكذ رمنج 0 مرعم0 كألز جرباع رار 
84-8 .مم ,(1972 ,ع مانا 1)؛ انظر أيضاً “أرشميدس"؛ طبعة وترجمة فرنسيّة: 

.62-64 .مم ,17 .+ ,1972 رقاعة2 ,كتعاعبتلز .طن ,عمتهعمةءط .لهم أ .60 ,عم6 مزع 7ق 


> ب 


نجعل المثلّث 9806 يدور حول 8يرء فترسم © نصف الدائرة 607©.» ويقطع الخط 
المستقيمُ 40» في كل وضع من أوضاعه. 007 على النقطة ,7 والأسطوانة على 
النقطة 7م؛ وخلال حركتها ترسم 27 المنحني ") على السطح الأسطواني. 

نثبّت نصف الدائرة 78 والمثلث 80/ في وضع تكون فيه'م- ير؛ في هذه 
الحالة تكون 0م 0 27. 

الخطٌ جر هو خط التقاطع بين المستويين 00 و 4771» ويكون لدينا ٠‏ 1 
فيكون «صعرع - جرع (لأنّ المثّث رركن قائم الزاوية). لكن عر مع - معرع> (قوّة 
النقطة #)» فيكون 7 مج - 2+ » ويكون المثلّث ,ري قائم الزاوية في /. المثلثثات 

41 24 2 قم 


1 و 4177 و 417 قائمة الزاوية ومتشابهة: فيكون -- 70 --, لكن 


4 - 48 - 48 و 37 - 46 - ر4مء فيكون لدينا بم - جز و 47 - 7. 

بتعبير آخرء يتم الحصول على الحلّ المنسوب إلى منالاوس بواسطة 
تقاطع أسطوانة قائمة معادلتها برم - 2بر + مرء ومخروط قائم معادلته 
7نم - ([2م+ ةرج ةر)نق وطوق دائري معادلته 2تر+ 22م - 22+ :2بر+:جء (مع 
لة - » و 37ح 8). 


فإذا كانت النقطة (2.و او *) 218 نقطة التقاطع, يكون لدينا: 


+ع ودع« - ع و مرجع عل - 7. 


يلفت بنو موسى النظرء بحقء إلى صعوبة بناء هذا الحل ويقترحون طريقة آليّة 
للقيام بذلك. وكنتا نعتقد أنّ بإمكاننا التأكيد أن جهازهم شديد الشبه بذلك الذي أعطاه 
أوطوقيوس تحت اسم أفلاطون. ولكن الأمر ليس كذلك. وسبق أن لاحظنا أن 
هذا الجهاز الدقيق» وذا الوصف الصعبء قد وُضيع جانباً من قبل جيرارد دو 
كريمونء فغاب عن الترجمة اللاتينية لكتاب بني موسى. 


لندرس الآن هذه الطريقة العملية: 


القضيّة ١1‏ ليكن 4 و 8 الطولين المعلومين» وليكن 2 و7 الطولين المطلوبين أي 


. 5 5 ويد 226 7 
اللذ ن يحققان العلاقة + - 2 2 
يل اال 0 02 26 


ليكن المستقيمان :70 و 77 متعامدين [أنظر الشكلء ص.4١١]»‏ بحيث يكون 
4 - ©2 و 8- برم. العمود الخارج من # على 0# يقطع 70 على النقطة برء 
والمستقيم الموازي ل #رر الخارج من © يقطع 572 على النقطة 34» ولتكن النقطة ت] 
على امتداد 320 المستقيم بحيث يكون صم - 40ا. 

نحدّد حركة للقطعة #رر وحركة للقطعة 3/0ء على الشكل التالي: 

تحتفظ هاتان القطعتان بطولهما الأوّليَ خلال الحركة؛ تنزلق 7 على المستقيم 72 
باتجاه 2؛ تدور # حول النقطة رء وفي الوقت نفسه تبقى 3/0 موازية ل #ربر؛ 
وتنزلق 34 على المستقيم 7 مبتعدة عن 2» وتدور 340 حول النقطة 0. 

نوقف هذه الحركة عندما يقطع العمود الخارج من / على #/ المستقيم 347 على 
النقطة ن. عند بلوغنا هذا الهدف. نعطي لوضع #/ الاسم ,صم ولوضعيّة 1417 
الاسم مد. الشكل ,دح جر مستطيل. والمثلّث عون قائم الزاوية وكذلك المثلّث 
كر يدء فيكون إذأ برص حص - :صطعد و هص كروص - #جرمرء فنحصل على: 


21 لاه _ 20 


2 لاط 
لكن م - ع7 و 8- بروء فتكون إذا ,دص و 2# القطعتين 2 و7 المطلوبتين. 


ك؟ 


كيف يمكن الحصول بسهولة على القطعتين ,مقط و #رجم؟ يقوم هنأ بنو موسى 
بإدخال النقطة7م المحدّدة كما يلي: جرب - بح (8 على امتداد 024 المستقيم)» فيكون 
07 مستطيلاًء وعندما تصل ‏ إلى ؟ء تأتي 2 إلى 4 على المستقيم 28. 


نتخيّل إذأ جهازاً يتيح الحصول على حركة الشكل 57770 المؤلّف من سيقان (عيدان 


أو شظايا كما يقول بنو موسى) معدنيّة. 


للسيقان الثلاث مرج و © و 347 نفس الطول : المحدّد انطلاقاً من المعطيات ب 


ل :. للساق 0م الطول 82+ :2 م/.» وللساق م طول اختياري يساوي 


حذه الأدنى طول الساق 56. والساق 50 هي» وحدهاء التي تكون ثابتة. 

31 سكل الساقان كير وبع كوساً (مثلثأ بزاوية قائمة) لا يتغيّر شكلهه» وتجهز النقطة 
5 بيرزة (قطب) يرسم رأسها | لمستقيم 7. نضع عند كلّ من النقطتين الثابتتين يرو 
©» رزةً يكون رأسها حلقة تستطيع الدوران» وتمرٌ فيها الساق "رير المتحرّكة عند م 
والساق 7 المتحرّكة عند ©. تنزلق الساق نيقء الأكثر دقّة من السيقان الأخرى, 
في حزّ محفور على ظهر الساق 70 وتمر في الحلقة الموجودة في الررّة الموجودة 
في النقطة 0. وتثيّت على الساق 34؛ عند النقطة #قء رزة لها حلقة تمر بها الساق 


ب 


0 ويرسم رأس الرزّة هذه المستقيم #م. وعلى الساق 57 أن تنزلق داخل حلقة 
مربوطة بالساق ع7 في طرفها يم 

باستطاعتنا إذأ أن نتخيّل» تحت مستوي المستطيل المتحرّك 580/: صفيحة 
نشبتت عليها الرزتان كرو © ونصنع عليها مزلاقين لتأمين حركة الرزتين 
المتحركتين ”رو 34. للحصول على المزلاق مر» على سبيل المثالء نثبت على 
الصفيحة مسطرتين متوازيتين» من كلتا جهتي المستقيم (ررء ونفعل الشيء نفسه 
بالنسبة إلى ع142. 

بعد ذلك؛ يوضع هذا النظام من السيقان ذات المفاصل على هذه الصفيحة؛ وتمر 
الساقان م5 و0 على التوالي بحلقتي الرزتين 8 و 0©: في الوقت الذي توضّع كل 
من الرزتين , وكارء على مزلاقها. 


الملاحظة الأولى: يتوافق الشكل أعلاه مع وضع وسيط للمستطيل المتحرّك؛ وهو 
"0ع" ويبدو أن الاستغناء عن الساق الرقيقة الموجودة على ظهر 70 ممكن. 


الملاحظة الثانية: نوقف الحركة عندما يحصل تطابق النقطة ”يع مع النقطة رزء أي 
عندما يصبح لدينا ,د - / 34 -'77 [أنظر الشكلء ص,.5١١]؛‏ وعندها يكون لدينا أيضاً 
بلاء '6, 

الملاحظة الثالشة. بما أن ضلعي الزاوية القائمة رتح معلومانء أي 4 - م و 
8 - جروء فإِنّ المسألة ١!/‏ ترجع إلى تحديد ير على امتداد (7) المستقيم وإلى تحديد 


نبا 


على امتداد ري المستقيم» بحيث يكون المثلّث مرع/ قائم الزاوية في 34 والمثلّث 


7ل قائم الزاوية في /. 
لقد عالج أفلاطون"'" هذه المسألة. والجهاز الذي وصفه هنا بنو موسى مختلف 


5-7-١‏ أ تثليث الزاوية و"حلزونيّة باسكال (1[هعوو2)" 
القضيّة ١١6‏ في هذه القضيّة» يعود بنو موسى إلى مسألة تثليث الزاوية» لعرض 
حلّهم الخاص فقطهء ولعرض تركيب آلي يرسم المنحني المثلّث (أي الذي يقسم 
الزاوية إلى ثلاثة أقسام متساوية). هذا المنحني هو محاريّةٌ دائرة» ليست سوى 
"حلزونيّة ياسكال"؛ كما أسماها روبرفال” (لجعط1#0). للحصول على الحل 
نستخدم تقاطع هذه الحلزونيّة مع نصف خط مستقيم. 

لنتناول أوّلاً نص بني موسى. 

لتكن لدينا الزاوية الحادّة 80)رء ولنرسم دائرة مركزها 8 تقطع ,8 على النقطة 7 
وتقطع 20 على النقطة جرء وليكن © عموداً على 87؛ 89 1 ج©8. ليكن 0727© 
50 - 60. نتصوّر أنّ المستقيم 6,7 يتحرّك بحيث يمر دائماً بالنقطة م وبحيث 
ترسم النقطة © الدائرة باتجاه ,1. 


'" انظر: 56-59 بجح مم0 مرعم0 كالتصطء ف 

'" انظر روبرفال؛ 'ملاحظات حول تشكيل الحركة ووسائل إيجاد خطوط التماس للخطوط المنحنية": 

8 امقطعنا10 قع1 7نامع ع0 قمعت زمطط 145 5111 أ 2301196113621 011 0816102 تتام 13 5112 2360235ع058" ملومصعط1]80 

ضوة عقم مع 161 بلقتعط10 ع0 ونام بكوعدواعى عع وأمبرمط عتورغممء اط عل عه 84601 ضا ,"وعطسيرمه وعمع1] وعل0 
.قلي 7 ع0 وامعجموعط عوغا6 

انظر أيضاً ب. دودرون و ج. إيتارء 'الرياضيّات والرياضيون": 

4000-1 .مم ,(1959 قلعة) كارع ن11 :1161867 أت 142171677121114 بلمهاا .[ أ دمعله12 .ا 
حيث ذكِر نص روبرفال. لقد تخيّل أ. باسكال (2889081 .15)؛ حسب ب. تائيري (بوعدمة1 .5)؛ هذا المنحني على أنه محاريّة 
الدائرة» وذلك في حدود العامّين 775١77197-1١؛‏ انظر 'مذكرات علميّة" (كعميان7:11/7ع01ى وع«3467:01)؛ المجلّد الثالث عشرء ص. 
58-0". انظر أيضاً م. كلاجيت (01828610 .64)؛ 'أرشميدس في القرون الوسطى': 

02 قتانتقجتتتةن) كتنة كتتنقة010ل" غ1تطتما ,1/ا عع01امعوجط ,كوعوق ع82421ه8 116 جز كعمعتتطع جل تأععها0 .زا 
.666-70 .مم ,"عاعسمفم مه 1ه دمتاعع1218' 


9 


لتكن النقطة 7 الموضع الذي تبلغه النقطة 6 عندما تصل 0 إلى المستقيم 90رء فيكون 
عندئذ 88 - 78- ص. وإذا رسمنا الآن القطر 4 الموازي لك رك ( 57 // 14+ )ء 
يكون لدينا ثزهز // 57 و 48 ة - 51 » فيكون 58 // 104 و ,87 1 714 » ويكون ,87 منصف 
الزاوية 7837 » فيكون +2 - 234 -77؛ من جهة أخرى 2# - /7: فنحصل على 
25 - 5ج . فيكون المستقيمُ 9 المستقيمَ المطلوب: 58-8 . 

إذا كانت الزاوية 86 منفرجة» نرسم أوّلا مُنصّفها ثم نرسم ثلث النصف. فثلثا 
هذا النصف هو ثلث الزاوية المنفرجة. 


الملاحظة الأولى: 

عندما ترسم النقطة © القون 67» ترسم النقطة 0 المرتبطة بها ( #- 60) قوساً 
من مَحاريّة وتكون 5 نقطة تقاطع هذه القوس مع المستقيم #©. 

تنتمي النقطة ى» بتعبير أخرء إلى الحلزونيّة وإلى المستقيم 80. تلكتّب معادلة 
المستقيم 70 بالإحدائيات القطبية - حيث تكون النقطة ير القطبت- كالتالي: 


4 00 


للستت دمء حيث عم - م و7280 دن؛ 
(:ه-05)6ء 


وتُكتب معادلة الحلزونية 2056-1)-م؛ وإحداثيات النقطة ى هي (6,م)» 


فنحصل على: 6-1وم2 ل كتلك., 
(:-05)6» 


ولكنّ ع هي حل لهذه المعادلة. فتكون الزاوية 355 مساوية ل 52 
والزاوية 2502 مساوية ل + والزاوية 88 مساوية ل ». 

وهكذا يتعلّق الأمر بتثليث الزاوية 86 بواسطة استخدام تقاطع قوس من محاريّة 
دائرة ( 78-'60- 60) مع نصف مستقيم 80. 

يصف بنو موسى بعد ذلك التركيب الآلي لرسم حلزونيّة باسكال. يستخدمون أنبوباً 
دائريّاً يضعون فيه» عند النقطة #ء رَرَّةَ مع حلقة. ويمَرّرون في هذه الحلقة ساق 
طرفمها © مجهز بِرَرَةٍ تنزلق في الأنبوب. وعند النقطة 0 من هذه الساق حيث 
م - 60» يوضع رأس قلمء فيرسم رأس القلم هذا قوس المّحاريّة. يعطي تقا م هذه 
القوس مع العمود 86 النقطة 5 المطلوبة. 

إذا أردنا المّحاريّة كاملةٌ» يجب أن تكون الساق ساقاً تُمَدُ إلى أبعد من 6 بطولٍ 
'0© يساوي 2# ١-8‏ 60. 

كما يمكننا استخدام هذا الجزء من المّحاريّة لتثليث الزاوية 5و. فعندما نمدّد ور 
على استقامة حتى "ى على المّحاريّة: يُصبح لدينا: م - ور “/ورر- كرء فيكون المثلّث 


"85 قائم الزاوية في 8ء وتكونا "ى نقطة تقاطع المَحارية مع المستقيم (/8. 


الملاحظة الثائية: 
في القضيّة 4 من كتاب "المقدّمات"”" المنسوب إلى أرشميدسء يقوم المؤلّف انطلاقاً 


من النقطة م من الدائرة ذات المركز 7ء برسم الوتر الاختياريّ 8 وَيُمَدّد هذا 
الوترٌ على استقامة حتّى النقطة 0 بحيث يكون م - مم - مق. يقطع المستقيمُ م0 
الدائرة على النقطتين ير و يرء فيكون لدينا 38 - ج_رّء وهكذا تكتمل مناقشة مسألة 
تثليث الزاوية. 


"" انظر المرجعين التاليين: 
148-149 .مم ,ث3 ١‏ ,تعاعتابا .مهم ,عمف طع مك :518 .2 ,3 .ا متنا1آماجتتتتاكقة ععطارا ,متسيجمن مععمز كأل رباع هر 


طم 


هذه القضيّة» التي ربّما تعود إلى أرشميدسء تعطي فكرة المّحاريّة: إذا رسمت بر 
قوس الدائرة المعلومة» ترسم النقطة 0 قوساً من المَحاريّة خارجٌ الدائرة. 

فهل استوحى بنو موسى هذا النصّ الذي كان مترجماً إلى العربيّة؟ ليس لدينا إجابة 
أكيدة عن هذا السؤال في الوضع الراهن لمعرفتنا بالموضوع. وهناك فرق بين 
المناقشتين إذ إن بني موسى لا يستخدمون قوس المحاريّة الواقعة (أي القوس) خارج 
الدائرة» كما في النص المنسوب إلى أرشميدسء إنتما يستخدمون القوس الواقعة في 
داخل الدائرة»ء كما رأينا. 


الملاحظة الثالثة: 

في الوقت الذي تبقى فيه مصادر الحلّ المقدّم من قبل بني موسى لهذه المسألة 
غامضة نوعاً ماء فإنّ دوام انتقال هذا الحلّ يبقى؛ في المقابل» أقلّ غموضاً. فقد 
اقتبس هذا الحل في ال وز[يج م7 6 موقت ؛". وتجدر الإشارة إلى أنّ إيتيان 
باسكال ([وعوه2 عصمعنا8) - ودائماً وفق أقوال روبرفال- قد تصوّر هذا المنحني 
بنفس الطريقة؛ أي كمحاريّة دائرة» وطبّقهاء هو أيضأء على تثليث الزاوية. 


4 راجع: (1984 مقتطماءمقاتط©) 17 .1ه0؟ ,ممع ةق 8410416 ما ترز معللء :قاع 47 بتاعع هان) ١131.‏ 
ص.5غ ١1.اة ١‏ ص. 1917 وما يليها» وخاصة ص. #؟6.15؟١,‏ 


كم 


5-7-١‏ ب تقريب الجذر التكعيبي 
ينهي بنو موسى أخيراً كتابهم بتقريب الجذر التكعيبي لعدد طبيعي 7 ويعطون 
عبارة مكافئة للعلاقة: 1/3.60 - 1/37 


ومنها يخرج الجذر التكعيبي ل/7 بدقة من المرتبة . 


الم 


5م 


"1١‏ النص 


"كتاب معرفة مساحات الأشكال البسيطة والكريّة" 
لبني موسى: محمد والحسن وأحمد 


ثمانية م أبئ < ل 


كم 


صدر الكتاب 


الطول أول الأقدار التي تحد الأشكال وهو ما امتدّ على استقامة في الجهتين جميمًا؛ فإنه لا 
يكون منه إلا طول فط . فإذا امتد السطح اعتراضًا في غير جهة الطول. فذلك الامتداد هو 
العرض. وليس العرض كا يظن كثير من الناس أنه الخط الذي يحيط بالسطح ف غير جهة 
الطول. ولوكان كذلك لا كان السطح ذا طول وعرض فقط ولكان العرض طولاً أيضًاء لأن 
العرض عندهم خط والخط طولك. 

وقد أحكم ذلك أقليدس حيث قال: الخط طول فقط » والسطح طول وعرض فقط. وأما 
السمك فهو امتداد في غير جهتي الطول والعرض. والذين يظنون أن العرض خط ء يظنون أيضا 


| ناقصة [1. نكن فلن جياح. فن. قا كا لام ي] : تمد قبلها «كتاب معرقة الأشكال البسيطة؛ [ن]. تعد بعدها «وبه تستعينء 
[ع. ط] درب نمم بالخيره [ب] - 2كتاب: رسالة زق] هذا كتاب [ر] / معرفة ... والكرية : ناقصة [ق] / مساحة : ناقصة [ر] مساحسة 
[شس] / السيطة والكرية: الكرية والبسبطة [م - 3 لبتي: بي [ق] ناقصة [يع] / والحسن: ولحسن [ني] - 4 تهانية: وتمانية [بدل 
ش] ' مانية عر شكلا: -5 مقالة واحدة وكانية عن مكلا [ف] بح نكلاً زي] ساح شكلاً زخ] - 5 صدر: ناقصة رج سن ] , 
الكتاب: ناقصة زخ: س. ق] - 6 الطول : اطول [ط] /, أول: اقل زت] اوابب ع خ. شرع / تمد: عمد زب شن . طء م] تجد [ل) 
بعد زي] / رهر: فهر[ي] / ما: اما [خ] / على: علا (و] - 7منه: فيه [ق] ' اعتراضا: اعراضنا زج د. ذء سلاخ. طا. فاء قا 
ي] / غير: ناقصة ره] , الامنداد: لامتداد [ص] / هر: ناقصة [خ] وهر [ش] - 8 وليس : ليس (ح] /كثير: كثيرا [ىئ / أنه: أن [و. 
ق] ا غيط: بط رخ] - 9-7فذئك ... الطول : ناقصة زج . نتاء رع - 9 ذا: اذا ون م] / ذا طول : واطول [0] '/ فقط : تمد التعليق 
التالي في مامش [بد. د. شى] دأي (بعني [د]) بل كات ذا اطول (أطوال [2]) وعريضي< + ١‏ احكم: حكم [و] / ذلك : ناقصة [ح] /, 
أقلبدس : اوقليدس [ث. عس] '/ حيث: من حبث [1] 12 امتداد: امتدادا [خ] / أن العرض ححط بظبرن: أن الخط عرض يظنون. وألبتها 
في افامش مم بيان موضعها زث] ناقصة [خ]. 


باكر 


أن السمك خطء وبيان خطأهم في ذلك سواء. وهذه الأقدار الثلائة تمد عظم كل جسم 
وانبساط كل سطح. والعمل في تقدي ركمياتها إنما يتبيّن بالقياس إلى الواحد المسطح والواحد 
امجسم. 

والواحد المسطح الذي به يقاس السطح هو سطح طوله واحد وعرضه / واحد / وزواياه قائمة» ذا سبام دو 
واليوعة ليس الفتيدية خلس الجسم انيعنع ليله ١‏ واحد وعرضه واحد وسمكه واحد » وقيام بعض س ده دو 
سطوحه على بعض على زوايا قائمة . فإن المقدار الذي به تقدر السطوح / والأجسام يحتاج/ إلى أن ر- غم 

دروف 

يلتم بعضه إلى بعض عند التضعيف / التامًا لا يتك في خلله شيا إلا أنى عليه » ويحتاج مع ذلك 0-7 
إلى أن يكون تمييزما أتى عليه التقدير ما لم يأت/ عليه سهلاً. ولا شيء أبلغ في سهولة ذلك القبيز لاد بويت بز 
: من أن يكون حكم الواحد الذي به يُقدر في أفراده وفي تضاعيفهء حكمًا / واحد1ء لتكين للئة 2 3ش , 
في تمييز ما قدرمما لم يقدرفي جميع الأحوال واحدة. وليس هذا بموجود/ في شيء من / الأشكال يب لحيو 


ب داظ 
إلا في المريع » فإنه إذا ضوعف إنما / يتغي ركميته ويكون تربيعه باقيًا. وأعظم الأشكال المربعة / ١-5‏ -, 
إحاطة هو القَائم / الزوايا. فهذا هو العلة في جعل ذلك معيارًا دون غيره. قباد 


| خطاهم : خطابهم [,] ناقصة زهي ] / لي : تاقصه [ه] / وهدء: هده [1] / الاقدار: الاقراد [ا] / ممل: محف وساء اح دا صرء عذء ل] 
يحد زفع - 2كماتها: كماتها زث؛ د: ض. كىء لء نء ى / إنما: با [دء ط: ع] انها [آس] / بتبين: بين [خ. ذء ر؛ ط] تبين 
[ل] / والواحد: او الواحد [ق] - 3اجسم: المتجسم [خ] - 4-2 المسطح ... واحد (الثانية): ناقصة [و] - 4 والراحد ... قائمة: 
ناقصة [ح] / يه: ناقصة [ع] / به يفاس: بقاس به [ه] ناقمة [ي] / الطح: ناقصة [ي] / وزواياه: وزواياة (خ] وزاريتاه ثم - 
54 وزواياء .... وعرضه ماحد : ناقصة [ق] - 5 اهم : المتجم [خ] / به: ناقصة زت] / اميسم : ناقصة [ت] الجسم [1؛ باء: شء صل + 
نمى: ك: لء نء و] / هو: وهو[ح؛ س] / وسمكه واحد : ناقصة [م] - 6 به: أثبها فوق الطر [س] / تقدر: بقدر [و] / إلى: ناقصة [ب + 
نكي دي حل شر د هاء رز سء شل ء ص ؛ ضء فاء قي كداء لء نغ وء يه -- 7 يلتلم : السم [خ) / يترك : : نيك [ك] / شيعا : شعيا 
(خ]؛ نمد التعليق التالي ني هامش مسخطوطات [اء باء دء ء شء ص ء هع «أما أن المرء بع أعظم الأشكال إحاطة ؛ ٠»‏ أعني القائم الزواياء ٠‏ فلا دلّنا 
برهان هد من ب من الاسطقسات (الاسطقلبات [بء ش]) وأما كون قائم الزوايا علج أعظم سس الشكل الذي زواياه غير قائحة فلكون 
عمود الأول (لاول [صس]) أطول من عمود الثاني : وحيطاهما (وحميطاها [ص]) متساويانه؛ وتمد في [1] تعليق آخر/ أثى : لق [ق] / عليه : أثبتها 

في الامش مع : بيان موضعها [ث] - 8 إلى: نافصة [ع] / تميز: مين [ذء ط] تميز[اء بء خخ شء م] مين [ي] / أل : أثبها فوق السطر 
[ت] / يأت: باب [خ] / عليه : على [خ] / في : من [1] / ذلك: وذلك [فق] / اتفيز: القيزرزب؛ خء ذء م؛ ش] مين [ط] الممر[ي] - 
9سن: أثبها في غامش [ف] / الواحد: ناقصة وت. جء ره س] / به: ناقصة [ع] / تضاعيفه: يضاعيفه [خ] / الموّة : للمونه (ع] المربة 
[خ] - 10 تمير: عبن [ذ: ط] تيز [بء خ. ش» م] غبر [ي] / واحدة: ناقصة [1] / بموجود: الموجود [ه] / من: الا من [ب. شى] 
ناقصة [و] - !1 إتما: فانما [خ. فنء قء مء ي] / بتغير: تغير [ث] / كمينه : كيفيته [م] كه [ذء ط؛ ع] / ويكون: يكون [ن] / 
تربيعه: بربيعة [ت] / يافيًا: نافصة [ع] / المربعة: المريع [ق] -- 12 معبارًا: معارا [ل] معياف ١‏ [خ]. 


ار 


الأشكال 


1 - كل مضلّم يحيط بدائرة فسطح نصف قطرتلك الدائرة في نصف جميع أضلاع ذلك 
المضلع هو مساحته. 


فليحط شكل اب بج بدائرة داح زالتي مركزها ه ونصف/ قطرها هم ح. ونصل ه اها ب 0 


ه ج. فظاهر أن ه ح عمود ثلث ه ب جء وأن سطح ه ح في : تنصف نب د هو مساحة 
مثلث ه ب ج. وكذلك الحكم في مثلثي اه ب ١ه‏ ج. فإذن نصف قطر/ الدائرة // في نصف 


جميء الأضلاع هو مساحة مثلث ابا ج. 


ونعلم من مثل ذلك أن كل مجسم يحبط بكرة. فإن تضعيئ/ نصف قطر الكرة بثلث مساحة 
سطح الجسم المحيط بها هو تكسير الجسم وهو أعظم عن تكسير الكرة. 


2 !: نافصة [خء سء ش ١‏ ض - قاء ي] كل : ناقصة [ع] // فطح: لمطح [ي] / تلك : أثبتا في الحامش [ت] / أشلاع : ألينا في 
حامشي [م] - 4 قليحط : قليخط [ث. ح] فوق السطر [ض] / شككل : ناقصة [خ- ي] / !ب ج : كتب الجير حاءٌ ولن نشير إلى مثلها فيا 
بعد [ب. ش] / ونصف: لصف [0] / قطرها ه ع : أنبنها في الهامش مع بيأن موضعها [ب] - 5ه ج : ج [ع] ه حل كثيرًا ماكتب اليم 
حم وإن لشير بل مثلها فيا بعد [خء ي] / فظاهر: وظاهر [ب شء ح] قفظ [ت] / هن ح: هم ا [ض] / لثلث: علب [ع] / مساحة: 
ساصة [ش | 3 5-4 ونصل... سطم هر اح : أثيتها في الحامش [م] - 6ه باج : باح إلخ] / وكذلك : وكذا [ع] اه ب: ادب 
زا ندع - 7 الأشلاع: الاع [ط] أ عر: يعر [ى] 8 وتعلر : ويعلر [ذء خ- رء سىء ض] / مثل: مثلث [اء خ] / يجسى! جسم 
اخ] / يبط : ناقصة (ع] محبط [س | / فإن: فاذن [ع] / قطر: ناقصة [جء نت سر] / بثلت: مثلث [ذ. طع في ثلث نع - 98يبا: نافصة 
[ف] ابا فوق السطر [ضي] / تكير: بكر [ط. ف / انمس: ناقصة [و] / وهو: هر [ي] / تكير: بكر [ن]. 
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ان 9 2 
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أقول هذا إنما يتبين بتوهم قسمة المجسم بمخروطات / رؤوسها مركز الكرة وقواعدها قواعد 


لمجسمء ويكون نصف قطر الكرة أعمدة على قواعدهاء فتكون / مساحته / مساحة تلك ,. 


الخروطات. 


- ب - كل مضَلّم في دائرة تحبط به: فسطح // نصف قطر الدائرة في نصف جميع 
الأضلاع أقل من مساحة/ الدائرة. 

فلتحط دائرة بج عثلهء وليكن المركز هاء ونصل ه باه ج وليكن ه د عمودًا على 
باجاء وتخرجه إلى ز ونصل/ ب زج ز.// فسطح ه زاي نصف ب جح ب اج يكون مساحة مثلثي/ 


ه ب ج زب جء وهو أقل من مساحة قطاع ه ب زج» وأعظم من مساحة مثلث ه ب ج. 
وعثله نبيّن في باقي الشكل ونبيّن أن مساحة الدائرة أعظم كثيرًا من مساحة / مثلث 1ب ج. 


١إعا:‏ لنا [ي] / ينين: مس [ي] تبين [ر. ط] / بنوهم: بنوهم [ط] ناقصة [س] / قسمة : قسم [ق] / عخروطات : اغقروطات [ش]: 
جد التمليق التالي في هامش مشطوطات [!: باء د: شن ء صى] .هي إنما تككون زاوبات. ويكون ضرب قطر الككرة في ثلث (ثلئه [1]) قاعدة كلل 
ما ومنيا [اع) تكسيرهوء ونجد في [ا] تعليق آخر/ رؤوسها : راسها [ق] / وقواعدها : وقراعد [خع] - 2 قطر: قطره [ع] قطرة [خ] / نصط قطر 
الكرة : “كتب وانصاف اتطار الكرةه. ثم رجي وكتب تمتها العبارة نفسها [نتمع م ساحته: ناقعة رج . رء ي] / مساحة : ساحه ضع - 
4 ب : ناقصة [خ. عه اشىء ص . ع: ق- ي] / في دائرة: أثتبا في الحامش [ن] / تحط : يحيط [1] / به: تمد فرق السطر «الدائرة» [ت] 
ناقصة [ج] / قطر: قطرة [خ] - 5الأضلاع : الاوماع [ذ. ط] - 7-6 ه ب ... ونصل: ناقصة [ح] - 6دائرة: أثيتها في الحامش 
[ث] / عنكه ١‏ عله يت / ها « [م) اماج :وج [م -- 7 باس: اباج إع] / وطرجه: ونخرج [ن] / ج ازا ناقصة زج الت - ر] / 
هارن دزا زه [طع ربا ١‏ ذج [س] بح وعلثه [ين] / مساحة : ألبتها في الحامش [1] مساحة + (ع] 8 رباخ : دماج [م] 
ود باح [ذ ع ٠‏ ط] | وهر: هو[خ] ,اه مازح : ب زح [خ] / ماحة: مكررة [ع] - 9وعثله: ويمله [ض : ي] عظه [5] / تبين: 
سين [س)] : ولن د نشير إلى مثلها فيا بعد / بائي : ما في [ح] / الشكل : الأشكال [1ء ث؛ ضء 5 » ل : نان أ ونين: رين وسع عبرا 
اكثييا [خ] ا ساج: باج ذه خ] - 9:8 قطاع ... من مساحة: أنبنها في الامش [ث]. 
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نل دفوو اظ 
ده ديل 
0 اين 


رةه 
سدح لاق لو 
لوو سو 


ل -م اش 
ن-5 5١١‏ لظ 
م - ةا 

ا دنع ال 
اخ ل كلا دو 


ونعلم من مثل ذلك أن الجسم الذي يحبط به كرة يكون تضعيف نصف قطر الكرة بثلث سطح 
الجسم أقل من مساحة الكرة. 


-ي / إذاكان خط محدود ودائرة؛ فإ ن كان الخط أقصر من محيطهاء امكن أن يعمل في ود هبس دو 
الدائرة ”؛ مضلع تحبط به الدائرة» ويكون جميع أضلاعه أطول من ذلك اللخط . وإن كان 
الخط أطول من محيطهاء أمكن أن يعمل على اانة مضلع يحيط بالدائرة ويكون جميع 
أضلاعه أقصر // من ذلك الخط , غ ها اط 
تق لدنم لاظل 
فليكن الدائرة ‏ ب ج/ والخط /ح و وهو أقصرأولاً / من محيط ١ب‏ ج . وليكن حيط دائرة ليور 
دزه مثل خط ح و فإذا عمل في دائرة أ ب ج مضلع لا بماس محيط / ه د رْء كان جميع 2 
اف لاعه اطول من محيط ه دن اعنى من خط ح و 


ا وزعر: ويطام زح. ره سمن. ل] / مثل : ناقصة زسء من 3 ل لء تء ]اح رط ؛ تضعيض: صف [ط] ١‏ نمف قط الكرة: مراع 
[دع / بنلك: مث وعم لثلك [شض] داج > ناقصة [ح. 2 اعاشلء ضللاعء اله ي] خط : احط [ح] ' ودائرة: تمد فوقها وثاني» 
]٠[‏ دقصة (ح. يع الخط : تاقصة [س- ع] ' أقصر: افق [ي] ناقصة [خ] ؛ مميطها: يط (ع] / يعمل! تعمل [رء قل. هع - 
4 ويكون ١‏ مكررة انها - 3 السط : أثبنا في الحامش [ع] / يعمل: تعمل [ث. ره ] / عل: في [خ+ ي] / مضلع : شكل مضلع [خ. 
ي] / غيط ؛ مط رث. خ. ط.ا ع فا ق: م] كرر بعدها «الدائرة ويكون حميع أضلاعه أطول من دلك الضخط وإن كان الحط اطول 


يع - 6 ذلك : ناممه [ذ. 3 أطلة ملاشعخع - 7 عو ح د رشح [ه. جاع صاكل. هع]اقصة زي]اخ سن ادقمة[ن] 


وبكن سبك 5 8 دره اشر تاه [ق] دناه زعء ط] ددعم زح زم نافصة زه ] م اس ل بش لش هادز 
دهرلح. شال اخ قيار صنل ع. طلا قفا اق مءاي] دركان: عن زه - 229 دماززع ٠‏ قم دراخ]. 
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ثم ليكن الدائرة ه د زوخط ح وأطول من محيطهاء وليكن حيط [ ب ج مثل خط ح و. 
وإذا عمل في دائرة 1ب ج مضلع لا ماس محيط ه د زء كان جميع أضلاعه أقصر/ من محيط + - ع4 -, 
سيم 0 تا 8 لد 1 صرا اس 17 
أنادء اعبي/ من خط ح و ثم إذا عمل على دائرة ه د ز/ مضلع / يماسها ويشيه/ المضلع دلدى 14 |اظ 
المذكور كان جميع أمفلاعه أقصر كثيرًا من خط ح و وذلك ما أردناة. - 
أقول : هذ! مبنيّ على وجود دائرة يساوي محيطها أي خط محدود بفرض» وهذا مما لم يبيّن / في اس -+-, 


موضع . ) الى -5 حو 


- د - كل دائرة فسطح/ نص قطرها في نصض محيطها / هو مساحتها. ل - عو 
فليكن الدائرة آب ج وامركز ه وتصف القطره ج. فإن لم يكن سطح هاج في نصف 73577 
حيط اب ج مساويًا / لمساحة الدائرة: كان سطح ه ج في خط إما أطول من نصف محيط ذ 4/م-ط 
اناج /أو أقصر منه مساويًا لمساحتها. شى سمهو اظ 


1 
و مس سس سر 


عدر دهرلق] هدزي] هه در[خ] محيطها: حيط [خ. ي] / حيط : باقصة [ج. س] !اناج اضاح و[خ] ,مثل 
خط حو اقصة رخ ب حو: ع رزشر]ح [ي] - أت ال حو مكررة ص ] رادا: عزدا زي] إداا رشع ماس : ماس عل 
[1] ماس (باء شن - و ' ع دز: ده زلق] هاده [ج] - 3اباج+:اباح[س] خط : ناقصة زح /, ثم: وثم رع / على : أثستها في 
افامشي [فم أ هادل: ده زلق] در[خ] رعاسها: تمامها زباء شرع - 4كان: وكان اخ] ‏ كثيرًا: ناقصة [5. ل] ' حو اح زجء 
طءي] - 5وجود: وحد [خ] رياوي: ناوي [خ] دود : ثاقصة [جا اث رء س] / وهذا : هذا إن شيء من] أ تما: ف زف 


ط] أ يبين: يتين [حء خا ق] - تمد نعليقا في هامش مخطوطات [اء ما د شى. صاء عا لء انظر وعنق) لتعمغ أصرصمة كعتم اد 
7 <: تاقصة [س؛ شء ص مس. ع. عذء قء ي] / قطرها: قصرها [ن] / عيطها: عيص [خ] ‏ هرا وهو [ي] - 


9-8 فإن ... هاج : تاقصة (س] - 8 ها ناقصة إو| / القطره ج: القطرة ح [ح) الا محبط نحط [ط) عسوب لماحة: 
وبا مساحة [ي] / هج ده [تع شاح١‏ [خ] / إها: اه [ي] , من : مكررة [نتع - 14 أو: 'ذا [ي] و[خ] اقصر: قطر[خ] مته: منه 
'وإص. سس 


5 


وليكن أولاً المساوي لها سطح ه ج في خط أقصر من نصف محيط ١‏ ب جء وليكن ذلك 
الخط ح و. فضعف / ح وأقصرمن محيط آ ب ج. وقد يمكن أن يعمل في دائرة آ ب ج مضلع 
يكون جميع أضلاعه أطول من ضعف ح وونصفه أطول من ح و. ويكون نصف قطره ج في 
نصف جميع أضلاع ذلك المضلع أصغر من مساحة / الدائرة» فسطح ه ج في ح وأقل من 
مساحة / الدائرة كثيرًا. وكان مثلها» هذا خلف. 

ثم ليكن المساوي لمساحتها سطح ه ج في خط أطول من نصض محيط آ ب ج» وليكن 
ذلك الخط ح و فضعن ح و أطول من مي حيط الدائرة. وقد يمكن أن بعمل على دائرة ب جد 
ملع يكون جميع أضلاعه أقصر من ضعف ح و ونصفه أقصر من ح و. ويكون سطح نصف 
لادج يكميل ميم تلات طب من حلط البكرف لطم عي وي 77 أسنق افيه 


منها. وكان مثلهاء/ هذا خلف. فإذن سطح ه ج في نصض محيط ١‏ ب ج مساو لمساحة / دائرة ر- 


أدب وذلك / م أرذناة. 
وقد بان/ منه أن سطح نصف القطر في نصف أي/ قوس تفرض يكون مساويًا لمساحة / 
القطاع الذي تحيط به تلك / القوس ونصفا قطرين / يمرّان / بطرفيها. / 


ده - نسبة قطركل دائرة إلى / محيطها واحدة. 
فلتختلف/ دائرنا/ ب ج ده زوليكن ب ج قطرا ب ج ود ه قطرد ها ز. 


١‏ أرلاً: ناقصة [ضع / لها: أثبتها في الحامش [ط] - 2 حو: ح ز[ء) ناقصة [ي] / فضعف: يضمن [اء كء ضء قء ل؛ نء ن 
ومفعف زث]) ناقصة [ي] تضعيف [خ] اح وذ حم [م] أب ج [] / يعمل : نعسل [ره ق] - 3 يككون: : مكررة [ي] / ح و: ح داخ 1 
ونصفه : والصفة [خ] ر تصفه [ض] / ح و:اح [ذء ط] ح ر[ّص] /رويكون: يكرن [2] / قطر: قطره [ي] - 4-3 أضلاعه.. : 
ناقصة [م] - 4جميع : ناقصة [ض] / ه د ح ح [ه] /ح وه ح ر[جء :تع / أقل: واقل [1] / من : ناقصة [خم - 54 فسط... 
الدائرة: ناقفة زم] - 3 كثيرا: كتير زع] ناقصة [ي] / وكان: اذا كان [ي] / مثلها: يلها [ي] / هذا خليف: دهفه ل كل النص [ب: 
جدات. شع ق] -. 6ثم: لتم [ي] تم [خ] / أطول: ناقصة [ع] / نصف: بعد [س] - 76 اب جد ... مميط : ناقصة (ع] - 
7 تضعف: وضعف [1. بان نثء نشل عء ءا دء ءار سء شه صلء فض ىء طاء نء قا كء لء نء م. وء هاء ي] ناقصة [ج] / 
ح و: اقصة [ج] و[فى . ل] / من: ناقصة ذه " : ط] / يعمل ١‏ تعمل [تءاثء ق. هع - 8 ونصغه : والصغة [خ] / من : ناقصة ب 
شء ص . ض. ك : لء اء وآ / ونصفه ...اح و: اقصة [س] / ويكون:_بكرن [خ: ضء ع: ي] / سطح : أثبنها في الهامش [ه.] - 
9أضلاعه : مكررة [ع] / مساححة: محبط [ع] / هج :اج ح [ه] / اعد : ح وح (ع] ه و[ض] - 1-10] فإذن ... أردناء: ناقسة [خ. 
0 - 2-10] دائرة ... لماحة : نأقصة [م] - 0 ه ج : ه ح (ع] - [[اساس : بإب وعزي] - 12 القطر: أثبتها في الحامضش 
(ج] القطره [خ] / نصف أي: اي نصف [دء ه] / تفرص : ناقصة [س] بعرض [خ] / يكون: أثبتها في الهامش [ن] ناقصة [نس] / مساويًا : 
مساو [س] فرق السطر [(ضص] - 3! به: ناقصة [ج] / القوس: المقوس [ع] / يمران: تمران [0] / بطرفييا: بطرفها [اء د. ف ع: ط] 
بطرنها [خ] - 14ه: ناقصة [ا. خء س. شء ضصء ع فىي. ف ي] / قطر: أثبئها ني المامش [ف] / واسدة: واحد [ه]) .م 
5 فلنختلف: فتختفا [ذ. ط] / دائرتا: دائرة [ث] ناقصة [سع دائرانا زخع / ده ز: دع (م] / ده زه ده [خء قاع]. 
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دس هبام سه 
ث - هلاذ دو 
8-1 8 حبرو 
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ل > اا 
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فإن لم يكن// كا ادعيناء فلتكن نسبة ب ج إلى محيط أ ب ج كنسبة ده إلى ح ووح وإما ن- لالدو 
أزل من عيط 26 صرحه. نماتنالك 


01 
ع 9 و 


ونجعله أولاً أقصر منه. وننضف ح وعلى طء وليكن عمود/ ح 5 على ح ومساويًا لنصف س - + -ظ 
ده. ونتمم سطح 5 طء فسطح ك ط أصغر من مساحة دائرة ه د ز. ولكن نسبة ك ح إلى 
5 ح ط كنسبة نصف ب ج إلى نصف محيط اب جء وسطح ك ح في جح ط هو سطح ك طء 
وسطح نصف ب ج في نصف محيط 1ب جح هو سطح دائرة | ب ج. فنسبة سطح ك ط إلى 
داز بح كتسية ابح :/ أهلي :لضف ذه إلى نصف ب ج مثناة » وهي نسبة داه إلى علعهدو 


ب مثناة. وقد بين / أقليدس/ أن ننية 3ه إلى باج ب اح مثناة كنسبة دائرة ده زإلى دائرة ه- عسو 
لق -م؟-و 


أباج» فنسبة سطح كا ط إلى دائرة اب جح كنسبة دائرة داه ز إليباء ؛ فسطح ك ط مساو 


10 لدائرة د ه ز. وكان / أصغر منباء هذا خلف./ فليس خط ح وأقصر / من محيط ده ز. ش -54! -و 
ص - 1١55‏ 
ذ-وبم اظ 


6ق ه د[] مح و ح و[خ] )وجو اقصا ونا بج * يها دح د[ينا - 3 رنمل .. هنه : ناقصة [ذء عء طع / ونتصف: 
ونصف [ذ؛ عه ط] / عمود: عمودا [ذ ٠‏ ط]/ حركى: كح [قع ح ط[ذنع؛ ط] /حو: جه [1) / مساويا : مساو[ات] -- 4 ونتمم: 
وم [ذعء طع / 5 ط: كي بي : ناقصة [خ: س] / أصغر: وسطح نصف أصغرزي] / ها دزا دهاز 
اب شن ١‏ ساة س: نضء كه دل نه : و] د ز [!] ه زد [س) / ولكر ن : وليكن [ت: جء راح ٠‏ سه ق] / كا ح: طح [ذاعء ط]اباع 
[غ] - 5 بج : باح [و / نصن: ألبتها في الحامش [ف] / محبط : يميط [وء ي] / وسطح: وسط [ش] / كد ح: بح [خ] /ك ط: 
اط [خغ) - - 6 رسطح : وسطع و[ح ح] لاط :اط [غ) 3 آكلسية ك5 ح؛ ناقصة [ل] / كح ؛ ؛ طاح [س] أ باح [خ] / داه 0 
[ع] / باج : دج [ج] / وهي : هي [ي] - 8 وقد ... مثناة : مكررة [ذء طع / أفلبدس: أوقليدس [صء صس. ك : ل؛ نء ه: و / 
بسية! تاقصة [بء. شس ؛ حملء ٠‏ فض . كه ل. ا نافهة لبن >- 0-8)! إلى دائرة ...ده زرالأيل)»: اقصة ل -_ 
9 بج : الى ب ج [ع] / فنسبة: ونسبة [1) / سطح: مكررة [ج] / 5 ط: ذ ك [بء شء شسء نء كك لء و / ده ز: ده [د 
ه]/ فطم: مطح [ي] / كط : طك رك ٠‏ ل] - 10 لدائرة: للدائرة [خ] / مها : منها هع / هذا خلف: عفء ولن نشير إلى مثلها فها 
بعد [س] / فليس: فلبكن [ت]؛ كتبها أولاً وظيكن, ثم ضرب عليها بالقلم [ع] / ح و: و[ع] / حيط : الحيط (ت] / ده ز: ده [ه] ها ز 


زي] ده م ه د[غ). 
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وعثل هذا التدبير نبيّن أنه ليس أطول منه. فإذن نسبة ده إلى محيط د ه زكتسية بي 
إلى محيط اب جء وكذلك في كل دائرتين غيرهما؛ وذلك ما أردناه./ 
8 57 إن 
- و- ثم لنبيّن نسبة القطرإلى المحيط بالوجه الذي عمل به أرشميدس» فإنه لم يصل / إليناات - 50 
وجه استخرجه أحد إلى زماننا غير ذلك./ وهذا الوجه وإن لم يوصل إلى معرفة قدر أحدهما من ط - مه؟ - ظ 
الاخرحتى ينطبق به على التقيقة» فإنه موصل إلى استخراج قدر أحدهما من الآخر إلى أي غاية 
أراد الطالب من التقريب./ 


وليكن/ لبيانه دائرة ١ط‏ ب وقطرها ١‏ بء ومركزها ج. ونخرج من ج خط ج د يحيط مع ل-4-م 
ج ب بثلث قائمة ونخرج من ب / عمود ب د على ج ب. فالموس التي توتر زاوية ناج د كو بالودو 


0 ع - 9 4 ا‎ 0 ٠. 
نصف سدس دائرة اط ب؛ء / وخخط ب د تنصف ضلع المسدس المحيط بدائرة | ط ب. ون اخ م1 ساظ‎ 


١‏ التدبير: الدسين [ن] / نبين: بين [ذ. ط] يبين [ح] / نسبة: ناقصة [م] / يط : حيطا [م] / داه ز ده [1. تاء ي] / كنسبة: 
وكنسبة [خ] - 2 في: ! في [خ] / غيرهما: عندهما [ص] غير فها (خ] / أردناه: من عنا إلى صفحة 91 ناقص في [ر) - 3 و: تجدها في 
بداية الفقرة التالة [اء بء بشن ح. صء فاء كد. ل. نء م] ناقصة ت. خ. سء شى. .ا ع١‏ قء «] / يه: ناقصة (ع: ط] / 
بعل: نصل [0] - #استخرجه: استغراج [ى] استخراجه [1. نث. جدء. جح صن ء صن . كك . ل ن. ف] اسشخراجه من وت] استخراجه 
عن [سى] / زماننا: هذا الزمان [ت] زمان [ج] / وهذا: ناقصة [ت] / بوصل : يصل [با: شء ص] / إلى: من (ع] / قدر: قد [ضص] عد 
5-4 من الآخر: ناقصة [ق] - 5 حتى .-.. [الأشترة نائفصة [سر] / بنطيق: ينطق [1. باء نكء هاء حي اخء در سنء شلا عء طاء قفن 
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زاوية ب ج د بخط اج هاء وننصف زاوية ب جاه خط اج وع/ وننصف زاوية باج و خط 
ج زء وننصف زاوية ب ج زبخط اج ح. فبيّن أن القوس/ التي توتر زاوية ب ج ح جزء من 
5 من محيط أط بء/ وأن خط ب ح نصف ضلع ذي ستة وتسعين ضلعًا يحيط بدائرة 
اط ب. ولنجعل ج د / 05 لسهولة العمل كا تبيّن : فيكون مربعه 47175 : وكان ب د ه6١‏ 
لأن زاوية ب ج د ثلث زاوية / ج ب د القائمة: وكان مريع/ باد 58404 ومربع ج ب 
/ء فخط ج ب أكثر من 558. ولكن نسبة ب ج ج د مجموعين إلى ب د كنسبة 


جح ب إلى ب هاء لأن جاه ينصف زاوية/ اب اج د؛ وب ج ج د مجموعين / أكثر / من 
آلاه. وبا د خ#اهاء فنسبة ج ب إلى ب ه أعظم من نسبة الاه إلى ١6‏ . وبالمقدار الذي 


يكون به / #هاء يكون جح ب أكثر من ومربعه أكثر من يمير ريع عيذ هد نكت 


اح خرف وسريم حراش أكثر من ٠‏ 44* فخط ج ه 022 أقه وتمن. 
وعلى ذلك المثال نبيّن أن نسبة ج ب إلى ب و أعظم من نسبة/ 1١157‏ وثمن/ إلى 198. 


وإذاكان ب و/ 6#٠ء‏ كان ج ب أكثرمن 1177 وثمن» ومربعه أكثرمن 4ه 018٠‏ ومريع فى 


ب و1404 ومربع ج و أكثر من 0119/8447 فخط ج و أكثر من 11177/ وثمن 


|ازاوية ... جه : ناقصة إذ. ع: ط] / ب ج د: رجاه [س] / جاه : اج د [م] / ونتصف: وبنصف [خ؛ اس + ط] / ب اج ها: 
به ج [ل] ب جه [) / مخط : خط : ناقصة [خ] / جاو: ج [ذ؛ ع] و[خ] < ر[ضص] / وننصف: مف: ويتصف [خ س6 ط] / زاوية : ناقصة 


[ت) أ اب جداو: ب جد ر[م] اب جاه [جاء ت] باج [و] / خط : وبل وجمط [س)_- - [-2 ب جد و. .. زاوية (الأوى): ناقصة [ي] - 
2 ونتصف: وبنصف [خ؛ ؛ س] / زلوية: أثبَا فوق السطر [ث] / باج ز؛ ب جد د [ي] / جداح: كرر ناسخ [ط] بعدها «تنصف زاوية 
ب جد وه ثم استدرله فأشار فرقها / قبين: بيت 11 حا شه عردم ٠‏ ضص] / جزه: مرا [عي] ح ر[خ] - 3 من: ناقصة [صء ] /1اط ب: 
لط ب [ي] / وأن: فان زثع / ذي: أي [ي] - 4 ج د: ح د [ت]ع 8١8:01‏ [ض] 5١4‏ [ي] / لهرلة: بهولة [ب: ش] / 
ثبين: يتين [1: باء شاه نشاء خء ا دء شء صء شه : كك نء و / إتكتكة: 185 زط] 105 رمع 4عوم؟ زرضس] / ب د: جد في 
هاعمش [د: صن ه ه] التعليق التالي «فيكرن ب د وتر السدس في الدائرة التي قطرها + د ف ج د ضعفهه / ١88‏ : لات زمع] سس 5 سج باه: 
ج رد [جء.ات] / القائمة: القائمة مريم بع [ث] / مريع : سطح [ط] / ة ح 3018 [ت] 75401 [ه] 154:4 زض] 71104 
[ذ] / جاب : باج ؤس] ناقصة [و] في ب [خ] - 65 زاوية ج باد ... جا اب: ناقصة اع - 21/46 لالا لا [لت] ادا 
[خ] / 58؟: 1١9‏ [ض] / ولكن: ولبكن [حء ي] -- 7 ج ب: باج [0] / ينصف: بنصف [ط] تتصيل [س]؛ جد في هامش 
[اء بدء دغ شء صملء ه] التعليق الثالى وإذ من التتصيف يلزم أن تكرن نسبة دج إلى ج ب كنسبة ده إلى ع ب وإذا ركبنا وبدنا يلزم ما 
ذكره / وب ج : ناقصة [م] / ج د: جاه [ص] / مجموعين: مجموعان [د] / أكثرء كتببا أكير: ولن نشير إلها فيا بعد آسع - 726 إلى 
ب 3 ... مجموعين: مكررة [ط] أثبتا في الهامش مع يان مرضعها شع - قالاة: 0لاه رضم / 189: ١115‏ ري] 11١7‏ [خ] / 
ل : نه [خ] / أعظم : مكررة [آص] / ١/اه‏ || إل 161 1لا16 [دع) - 9-8 فلسبة ... 61/1: مكررةء ونجد بعدها ووب د 4187 ثم كرر 
مرة أخرى دفنسبة ... 1لاه» زث]) - ويام : ته [خ] / يكرن بم 116 وس جم 111 [ي]/ اله : لاغ [ي] / 
ومربعه : سربعة [مث] / 1959141 755841 زكء ل] ككا خ] باه ناقصة زو - 10-9 95159" , .. من (الأول): : ناقصة 
1 2 ل مكف خارف بذاك / متاحقة 2 إه] 55146١‏ زخ؛ ي]/رأقه: اذه مع - []إاذلك: ذكل. رو 
الصواب تحبا [1] / جح ب ؛ باج لكاء ل] / باو: ب رزوّض] / "16 : 1895 زتع 16١‏ زفح - 12211 إلى 157 ... ومن: 

ولع - 2!واإذا: غاذا رثع / راذا ... 1587 : ناقصة زجءات]ع / وإذا كان : كان وإذا [ح] / ب و: توري) رعه١‏ اباي 1 
[ح] / كان: وكات [ت] / من : ناقصة بوم مربعه [ذء ط ٠»‏ ع] / من: أثبتها في الغامش [ن] / 174 وا وعه51!| إدداى] 
81" رع] 5 عند نطضيل طعفوعهم١‏ يسنا يع - 13 سو: ساد زت] ناقصة [ن) / 745 : 2س 3840 [ت] 
4 [ش] / جدو: حاه [ت؛ جء خء ذء مىء عء طء فء مء تي] / أكثر عن : ناقصة [ي] أ 417لطلاى1: ١١7946‏ [ف] 
ماوعا زح] # جو: حوره [فء ع؛ طع جه زتع. 
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: -50 
سح 6 وو 
جا - مع اط 
شش ا حت اقل 
ذ- ولا" دو 
يي دم سارل 
21-8 
ج ع وق عط 
وعداهم»١‏ ظ 
1 
١-44و-و‏ 
د-ؤؤزر-و 
-م؟ اظل 
ل - 4 حال 


وعلى ذلك المثال نبيّن أن نسبة ج ب إلى ب رز أعظم من نسبة 6 #سم وربع إلى .١61‏ فإذا 
كان ب ز/ ١#‏ ١ء‏ كان ج ب أكثر من 4" وربع » / ومربعه أكثر من 28448071 / ومربع 
ب زو.غ*؟., رع جز أكثر من 20140/7177/ فخط ج زأكثر من 7178 وربع. 

وعلى ذلك المثال بين أن نسبة ج ب / إلى ب ح أعظم من نسبة 451/8 ونصض إلى 189. 


إذاكان خط بح ٠9‏ كان جاب أكثرمن / 4806 ونصف. وهذا / هوقدرضلع ذي ستة س 


أعظم / من قدر 4510/8 ونصقل عند إيرخ0 : ١‏ وهر أقل من ثلاثة وسيم من الوأحد. 


أي ونصل ي بء/ ونتصف زاوية ي اب خط ١ك‏ ونصل كا بء وننصى زاوية كاب عط : 


ال ونصل ل ب: ونتصف زاوية لاب خط آم وتصل م بء فيكون م ب ضلع ذي سنة 
وتسعين ضلعًا حيط به الدائرة. ثم تجعل اب ١85٠‏ لسهولة/ هذا العمل»/ فيكون وترب ط : 
2 ويكول عر بع اب 54775060 ومريع ب اط 8400 ١‏ ومربع ط 1 218786170١‏ فخط 
ط | أقل من .170١‏ ولكن نسبة ط 1١‏ ب ممًا إلى ط ب كنسبة | ط إلى ط ع وهي كنسبة أي 


ايعل: عل إخ خ] اسان باو وسع امم 4 [م] 1957 رض[ / م1 : 18# زجع #ه رعع] ؟15 ومع - لكان باز: 
كانت زر إم]” اسان مل و[سر] 7 ه! 5ه وهم 45 زخ] أ 1:54 81 رسع 57714 [ه] / ومريعه: : عريم [ذبع. ط] وسربعة [ث] , 
الا 1م 1111/9537 رض 3-3 5#لام 14 ... من (الأويل) : ناقصة [ط] / ومريع باز تارف : نأقصة [ع] 3 باز ساد 
تج تا نمأ ف ومس +984 رشع أرج زد أثيتها فق الطر زى] / من : ناقصة [اء ع] 7 5497113 لاه [ي] ؛ من : ناقصة 
[ض. فلن ل. كء ل. ه] / وريع : ومريع [خ دمع - 4نين: بين [ي] / نسية : ناقصة [ع] آمب ح: ببح [س 2-١‏ ضر باع] 7 4599: 
5 ذل حُ ٠‏ طح كلاح مع لامع اضرع إلى ناقصة [ذ.اعء ط] / ها 51 لخ] - 5 هذا واذا [خ] ٠7‏ خط : ناقصة [نتاء 
ج.اس]إباح: باح رسن صضل] / 169 : 1189 [طع كتب بعدها ووكان وح 1815/ [جء تع جاب: جا (ا] سج ولع / 
15# : 159 رسع - 6فقدر: بقدر [س] / عند القطر ... خلمًا ناقصة [1] ' أضلاع : ناقصة [خ] / حيط : عبطها ري] غيطها زخ] / 
بالدائرة : الدائرة رخ ي] ١‏ معن: اقصة [ي] '/ /ا1 145 1705 زع. م] 1105 زد ط] / عند ناقصه زخ. ما م. ي] رخثة4!: 
خخ .١[‏ خ| هخ ؟ ١‏ زس] / غد في عامش مخطرطات [1. باء د. م ل هد] التعليق التاني دقا بإزاء جميع الأضلاع أطول من ثلاثة امقال 
ما إناقصسة لي [1]) بإزاء القطر ستائة وسبعة وسحين ونصض التي (الى تي [د]) نسسها إلى أجزاء القطر أقل من السب ه / وهو أقل من ثلاثة مكررة 
و - 8اطابء : ط ب (ع] ل ط ب إي] / طاب : ط | [ي] / ورج : تخرج [ى] / وعرج اط : ناقصة [م] / ونتصل: ويتصف [سن ٠‏ 


ط] وتمف زى] > 9-58 ونتصف ,., ابه ناقصة [اع أرط أن .. اكت : مكرية زد] - 9أي: أع [تعاب [فع ري ب: عاب 


[شع ' وننصن: وبنصف [خ. ا سء ط. م] ونصف [اء بياب : عابازتث] ركاب كك رذ ص ٠‏ غ] اب [خ] / وتتصف: 


وبنصف [خة اس بطع داب بخط : اب 5 ط [خ] / ونتصفك زأوية تي اب .0 كابء ' مكررة ريع > 10-9 ونتصف ,.. لا ب: 
مكررة [1] - 10 ب : اب ب ش] كا ب [خ] / ولنصف: وبنصف وخ س: طع ل ١ب‏ علط : ا بك ط رخ] / فيكون م ب: 
ناقصة [ذ. ع . ط] آرم ب: من ب [با: ش] - 11 يميط : حيط [ي] / به أثبتها فوق السطر [ت] / ثم: ناقصة زي] / ١٠65:1876‏ 
[ددع- اط إخ] / لسهولة: الهولة [1] ! بط : تمد في [1. ب . د] التعليق التالي «لأن النسية بها نسبة الائتين إلى الواحده - 
م2 دملاؤ زم هاا [ضع أ مريم أب ... 4805 : غرلغ [ذع / أبن ناقصة [و أ ]27 4550؟ رضن م] / 
بوط : رط [م] ل ط رح " خ لضن لحقكمة رذعل طبع أ للش كما 0ف لاخ رس] للكككما رمع كقكم رسع - 
11لا ١ه‏ ... مريع ااب: ناقصة رم] - 13 ط ١‏ ١ط‏ [مع / من : ناقصة [نتع / 186١‏ : 186 [خ : ي] / ولكن : وليكن [با: جا 
ح. ذا شء طع رطااب.: طاب شع راط: طب [ راي اخ زث] 


3 


إلى ي ب./ وخطا ط ١١‏ ب معًا أقل من ١941؟‏ وط ب ."8٠١‏ فإذا كان ي ب ١٠لا‏ كان أي ي-1ددو 

أقل من ١‏ // ومربع اي أقل من 40/84171./ ريع ي ب 2508400 ومربع آ ب أقل .ليد #كدم! 

من 440871371/ فخط [ ب أقل من 7017 وثلاثة أرباع واحد. ل-ه َو 
وعلى ذلك المثال نبيّن أن نسبة ا إلى ك5 ب أقل من نسبة 541714 وثلاثة أرباع واحد إلى 

فإذا كان خط ك ب ١٠هلاء‏ كان اك أقل من 0474 وثلاثة أرباع / واحد. وقدر 84174 ات- ١م؟‏ 

وثلاثة أرباع واحد عند ٠١‏ كقدر/ 1817 عند ,74٠‏ فإذا كان 5 ب 74٠‏ كان اك أقل من ر- :و و 


الث ومريم اى أقل من 718594 ع ومريع داب دءظلاهء فربع اب أقل من 


6" : فخط آ ب أقل من 1878 / وتسعة أجزاء من أحد / عشر من واحد./ ك 1م 
, 1 0 0 8 قح »؟ - 

وعلى ذلك المثال نبين أن / نسبة 1ل إلى ل ب أقل من نسبة 7551 وتسعة من أحد عشرإلى ى- م5 

2 . - 3 يكت صم إن ال 

+2 وقدر 551" وتسعة من احد عشر عند 514٠‏ كقدر /ا ٠٠١‏ عيذ 55. وإذا كان/ ل ب 0 


5 كان ال أقل من ٠٠١‏ »2 ومربع ال أقل من 48 ٠5١١٠غ‏ ومربم ل ب5ه"4, و 
من مريع من مربع ل ب مربع 
آب أقل من 2٠١184٠8‏ فخط اب أقل من ٠٠١4‏ وسدس واحد. 


اي ب: أي ب [خ] / وخطا: وخط [ب. ث. ذء شء ص : ضص » ع» ط] نأقصة [ج] / ط 1: اط [ث] / وط ب : ناقصة [1: 
ناه بش ؛ عن ١‏ ضن؛ 11 ندم رخا ليك م] ناتصية [اء بان شء من ء ضن »3 ء لي؛ ن / فإذا : فاذت ان [ج ء ت] / 
ي ب : ح ب [ت] /كان: وكان [ع] ناقصة [ي] /1ي: اح [تع] - 2 من: قد تقرأ ولكن» ونجد «دون» فوقها [1] / آي: اح تع أنينا 
في الخامش [مث] / 79411 ... من: : مكررة [يه] / ورع أي أقل: ناقصة [كء ل] / من : ناقسة [ل] / اكؤا1م: اأعباكم زن] 
ملم [ض] ريا ب: حب (ت] / ٠‏ 4 ادلم ٠‏ إذء طع اقل عن ٠‏ ع5 [ل] ١‏ ٠1لا50‏ زح] 5810 [خ] - 
3-2 من 8819/417١‏ . .. فخط أب أقل: يبرق امقر 5 - 5925553 لم52 [ذب ع ط] اكككير “؟ لح د 6 
لمشي "١‏ م] /أقل: قل [ل] / من 7017: نافسة [كء لع وه" 1501م 53 [خا / واحد: نائصة [سع - 4 كاب : كار 
1١ب‏ [خ غ] / فأوه: 14؟ [ي) 1474 [ض] / واحد: كتب بعدها 9 ذلك الخال نبين أن نسبةوع ثم ضرب عليها بالقار [ع] - 
5-4 أقل ... خط : ناقصة [ل] / إلى ١8ل‏ ... واحد: ناقسة زحء فا عء طاء م] -- 5 خبط : ناقصة [0] / كاب نلاء : لب 78 زي] / 
أل : أنبنا في الحامن [ن] / وثلاثة : : ثلله ري) / 041514: 11؛ زخ] - 65 وقير ... واحد: ناقصة زّت. ف] - 6 عند: علئه [سء 
ع] وعند [خ] / ٠لا‏ .. عند: مكررة [ح] / كقدر: تمد في هامش [اء ب: دء شء صل ء ه] التعليق التالمي «لأن نسبة كل واحد من 
العددين الأولين إلى نظيره من هدي ن العددين نسية إكتسبة لاص ]) ثلالة وربع إلى الواحده / فإذا ... ٠1؟:‏ ناقسة [س)] كت لب 
[خ] ' 14 كان اك : ناقصة [جوات] / أ | أنيتها في الغامش [ع] - 07م[ الها [] | ريع : : مربع [ن 111 
111111111107ذظغ فيضي ع | كاب؟ 5راع] | صربع كاب مكررة [ثع غير واضحة [خ] / 

لتاق : «حكلالا إجاء ا ثء س] ١٠لالاه‏ [5 ا لع - ٠8-7‏ الكتداين مكروة رثع - ق8ووعكنممر وجيمم 
ا #نية 147 أ زاف سي لشي رجز أت اك جب ونيز طو.م] - 98 من واحد .., عشير: أنبنا ني 
الحامشن [ث] - 9االخال: ناقمة [ب؛ شء ص ء ضنى: ل؛ ك ؛ ن. مء ر] / تبين: ناقصة [ى] / نسبة (الأمل) : ناقصة [ي] / 5511: 
1 [5:. لع ٠‏ 0-9 إل 54٠‏ ... عشر: عكررة [زخ] - 18 ككد": 75050 زرّتع تكد (خ] / أحد عشر: 1١‏ جا نْ] / عند: 
نافسة [د ٠:‏ طع / كقدر: تمد ي هامش [ا؛ باء دء شا ص ء هع التسليق الثالي «إذ (أني [1]) نسية كل مها إلى نظيره من هذين العددين 
(ناقعة في [1؛ دا اس ٠‏ ه]) نسبة أربعين إلى أحد عشره /عند 55 : ناقصة ضع / 1١١/‏ عند 56: 5350601 [ع] / وإذا: فاذ! [دع /كان: 
كانت [ي] /ل ب: اب [سء ىع - 11من: ناقصة [ث؛ خ. ي] /لء اام : أنبتها في الحامثى [ث] / من : ناقصة [ضص؛ 
لوده ن؛ ى] / ١١1١45 11١1١4045‏ (خ] 4١15‏ ١ها‏ [ذ] / 555 4: 1504 رذ طاع] 1705 [باء ش] - 12 من : ناقصة 
(خع عفان هعاضهاء [طع ١‏ كؤمز١1١‏ لخ] ل معنداء١‏ 8 أفل من: عكررة زي] ناقصة [مع. 
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وعلى ذلك اثال نين أن نسبة أ إلى م ب أل من 51 وسددس واحد عند 55. فإذاكان 


مب حدى كان ام م أقل من ٠ ١١‏ وسدس »/ ومربع | م أقل من 014478 2 ومربع م ب خ- كم اظ 
و بيس ار 


5"؛ ومريع أ ب أقل من / 54784 64 فخط اب أقل من ٠ ١‏ وربع واحد. ولكن خبط شا 138 م 
م ب / بهذا القدر”” وخط م ب ضلع ذي ستة / ونسعين ضلمًا الذي تحيط به الدائرة. فنسية 5 


عدوم ا ل 
القطر إلى أضلاع / ذي ستة وتسعين ضلمًا الذي / تحيط به الدائرة أقل من نسبة 7١11‏ وربع اس - 4 -ء 
واحد إلى #4" سن 
فقد / تبي أن نسبة جملة / أضلاع ذي / ستة ونسعين ضلعًا الذي تحيط به الدائرة إلى القطر د - » 5 
أعظم من نسبة ثلاثة وعشرة أجزاء من واحد وسبعين إلى الواحد. وحميط الدائرة أطول من جملة ا 1 
أضلاع ذي ستة وتسعين / ملعًا الذي نحبط به الدائرة وأقصر/ من جملة أضلاع / ذي ستة ن مك دو 
ونسعين ضلعًا الذي يحيط بالدائرة. فقد صمّ مما وصفنا أن نسبة محيط الدائرة إلى / قطرها أعظم ي . ٠١‏ - د 


با ومردو 


ّ 


من نسبة ثلاثة وعشرة أجزاء من واحد وسبعين ! لى الواحد وأصغر من نسبة ثلاثة وسبع إلى 
الواحد ؛ وذلك ما أردناة. 
ومن الممكن أن يوصل بهذا / الوجه بعينه إلى أي غاية يراد من التدقيق في هذا العمل / 5 -م” اذ 


ار مل 


م 


/ دز - كل مثلث إذا ضرب نصف جميع أضلاعه في فضله على كل/ ضلم من أضلاعه 50-1 -ر 
بآن يضرب في فضله على أحد أضلاعهء ثم في ثانيها ثم في ثالثهاء كان / الحاصل ماويًا لضرب فى - 4م اه 
تكسيرة في نفسمه. 


- [هع 15؟ [ض] ككمد رض]ع]‎ 5١1 يعلى ... كان اع أقل من : ناقصة [مع - 1 الال : ناقصة زو] ,1055:5016 [ل]‎ 2-١ 
وسدسن : سدس و5015 [3 + ك] | ودس : سدس‎ 5١10/7 أقل من : ناقصة زسن]‎ ... 5١157 أقل : أثيتها في الحامش [نع‎ ... 32 
لتاقم !1 رصع حكفن1ا: 1 قال‎ : 1 ١:5 ومريع : مربع [3] /ام: ناقصة [] / من : ناقصة زف ء كء له نه بع أراركة؟‎ ' ]3[ 
7 خ] - 53ه": 5ه؟غ [س] أ خشكة1: تكمكفك 1 زجا سمح خنتتقت 1 زك ا لع أ من : ناقمة رض 5 . اله درا‎ 
: [خ] 3613 [ذ] / وريع : ممريع [م] ديع [خ] / ولكن : ركل [ه] - 4 نذا: هذا زباء شر] /, القدر: القد لع أر وحط‎ 5310 1 
.. فخط من [ب. ش] /, تبط : نميطه [ض] / به: ناقصة [جء س] البنها فرق الطر [ت] / فنسبة: ونسبة [س]  - 3.4 فنسبة‎ 
الدائرة : مكررة [1] - 5 تبط : ناقصة [زس] / به: ناقصة صل ء يع / 15011 19د زنت] 58339 رمع - 7-5 فلهًا ... جملة:‎ 
كر [م] - 8 إلى: ناقصة رج 0585 : تمل رض 311805 [غ] - 7 تبين: بتبين [ض] / أضلاع : اوضاع زخ] ار ستة: اتسعة‎ 
/ [غى: دء له نء و] / القطر: القدررح] - 8 وعشرة : عشرة [1] وعشر [ي] / واحد: احد. ثم أثبت الصواب فوتها بع دده [ت]‎ 
جيع إعء ق] - 9اضلاع : افلا زخ] - 10-9 يه ... يعبط : تاقصة [ طء م] / وأقصر .. باثدائية:‎ ١ : وتميط : يط زخ] / جملة‎ 
وضع 1 ف (ها: ما يج سا بي | وما وها‎ ١ تاقمة زضى: تء ل. 5 مم - 10 يط بالدائرة: بيط به الدائرة نصح‎ 
- لخ سء كء ل. نم إلى : التي رقع - 11 نسية (الثانية): نسبة إلى [خ] / إلى: اك ف [ي] - 12 اردناه: أردتا ل‎ 
يفصل [هع ويرصل ريع / بعبته : نفسه [طع / إلى : ناقصة [دء ف ه] / أي: ناقصة [م] /, يراد : ناخصة [ج]‎ ]5 ٠ بيصل توصل [آد‎ 3 
/ تراد [آس] - 14 ز: ناقصة [اءتء خ. سء: شء ضلءع. ل ي] الشكل الابع من كتاب بتي موسى [زن] / كل : وكل (ع: ط]‎ 
نصف: فوق السطر [نع / عل: على ما زع] / ضلع : ناقصة (ع] - 5! في (الثانية) : ناقصة [ط] / ثم في ثائيها : ناقصة [ل] / ثانيها! ببنها‎ 
[خ] , الحاصلى: الشاهل [م] / مساويًا : مساو [ن] / لضرب: ناقصة [ن: عع بضرب [ل] - 16 تكسيره: بكسره [ذء ط] بكسيرة [خ]‎ 
.]0[ لتكيره‎ 


19 


فليكن المثلث اب جح ء ونرسم أعظم دائرة / يحيط بها وهي دائرة د زوء وليكن مركزها ه : 


تيمم دا ظل 


ونخرع ه ده وه ز/ إلى نقط القاس» ونخرج 1ه. ونبين أن ١‏ د أ ومتساويانء وكذلك باد ص -م١‏ 


ط لع لدو 


أحد خطي ب د ب زفضل نصفه على | جء وأن أحد خخطي ج وج زفضل نصفه على [اب. ثم ز- بم - ب 
تمرح 1ه إلى ط وآ ب إلى أن يصيرب ح مثل ج زوا ج / إلى أن يصيرج ك مثل ب ز. فيكون د-44١-‏ ظ 


ل 5 


كل واحد من اح اك مثل / تصف / جميع الأضلاع. ونخرج من نفطتي ح كك عمودي ح طاع بر -, 


دزو وروز ع. طع]دزه [م دز [د. م ]اه . ناقصة [ي] - 2ه وهار وه ز[ء] ف وه ]ره ر[ي] ه ر[خ] نقط: 
عط زا ل ح: ر-اسء طعام. لباه ث6 35 . مداورءابي] الفاحدذ [خ1”' -00 عاول]' ون ويتبي [ش ] ونع [1. سيا ي] 
وكدلث : فكدلك [ي] ا 1 صر رإد] حو حار زي] نفصة [ضر] وشتاهعن وظ [ت] فظاهر زل. ه] احد: ناقصة [ج.ات] /, 


داد [ح] أو ولد ي] قصل : بصل [ج. ي] ؟ صف أثبِي فوق السطر [ت] ' ناج : ا ناح (ع] - 1-3 و وا بار 


دقصة زهف] جميع .-. تصفه (الثاية) - «قصة [ح] 4 أحد: اناقصة [ت] واحد [3] / أباد: با داه [ع] ب ز[س] ناز يام 
[سن] نصعه: تصعل [ي] ' اج اج [يع / عد وه ع وزع] ' تم وذ - 5 ط واب" البنبا في الطامش [ه] /واب: وات [خ] / أن: 
ناقصة إد. ط] ماح! باح إن نا ز: نب زث] / فيكون: ويكون [با: شع - ١6‏ : اط [م] ك [ذ] / وأرع: رج زع - طع / 
جح طد حك ألبت الطاء في اهام [ع] طاح [ق]. 


١+ 


ك طء فيلتقيان ضرورة على نقطة واحدة من اط وهي نقطة ط / مثلاء ويكون طاح طى ع -1م-م 
متساويين. وإن أردنا أخرجنا عمود ح ط ووصلنا طك وبيّنا أنه أيضمًا عمود لتساوي / ضلعي ل - +.-و 

١ك‏ احء وكون اط مشتركا وتساوي زاويتي ح اط ك ا ط. ونصل ب ط ط ج » ونفصل ب ل 

من ب ج مثل / ب ح ونصل ط ل» فهو عمود على ب جء لأن الفضل بين مربعي خخطي ت - 8: 

باط ط ج / كالفضل بين مربعي خطي باح جاكء وب ح مساو ل بال وك مساو م -::-ظ 
ل ج ل. فالفضل بين مربعي خخطي ب ط ط ج كالفضل / بين مربعي خخطي ب ل ل جء ذ- هدمو 
فلذلك/ ط ل عمود على با ج. وهو مساو ل طاح لكون ب ح مساويًا ل بال وباط : ن بيغ عط 
مشتركاء وزاويتا ح ل قاتمتين»/ فتكون / زاويتا ل ب اط ح باط متساويتين. ونصل ه بء زدهم-, 

فزاويتا زب ه د باه متساويتان. ولكون زاوية ل ب ح /مع زاوية ل ط ح كقامتين» يكون / معي 
زاوية زب د مساوية لزاوية ل ط ح» ونصفها / لنصفها. فزاوية ه ب د من مثلث ب اده / 75 *751” 


اسءءؤ دو 


ساو الإريقات طح عن طلة بدح مود يلط سادويية- اانا ) بد هد وسار 
ي - تددو 


كط : 5د إجءات]) / فلتقيان: فراغ [ذ] فللتقان [ط] فالممتظيان [خ] فيلقيان [ضض]؛ تمد في هامش 1 با دا ش. صي اا ه] 
التعليق التامي «ولبكن , على ط فبكونان متساوبتين لنساوي زاويني طاح ك ط كم لتساوي باقينها ٠‏ أعني اك اكع إلى قائمتين لتساوي ١ح‏ 
اك وتخرج 1ه إلى م (ال م1 [1]) ونصل ط م (ط م ؟ [1]) ف ط م 1 خط (ناقصة في [1: دء صىء ه]) مستقيم لككون زوايا م قوائم: من 
كلام ابن اليثم (من ... الهيثم: ناقصة [1ء باء ش]) / ضرورة : ى [ت] / نقطة (الأرل): ود ل ور 0 ف صنء ه] 
التعليق التالي دلأن لورجمنا (لأنا إذا نوهمنا [1]) على ١‏ ط دائرة مرت بنقطتي حم ك ويلزم ثلائي العمودين على ط خرورة (ناقصة في [1: باء شء 
ص ]) وإلا زولا [1]) بلزم الخلف» / واحدة: واحد [ي] / ط : ناقصة [تي] / مثلاً : ناقصة [ب+ ش: نه يقد ل؛ ث١‏ و | ويكون: 
فيكون [ث] يكون [3] / ط ح: ح ط [جدءات. ى] ط باح [خ] - 2 مساويين: عتاويان [] / ط ك: ١ك‏ [3] / وببنا أنه أيضسًا: 
وبينا أبضنا أنه [ث] / لتساوي: يساوي [خ] ناوي [] / ضلعي: ناقصة [خ. زء ي] - 3 وتنساوي: ناوي [خ) / ك اط: ناقصة 
ضر 1 د : ط باح [خ] طاح [ن] / ونفصل اب ل : تجد في هامش [اء ب ؛ دءا شء ص . هع التعليق التالي «هذا على تقديركون ب ز 
أطول عر من زج فإن (وان [ه]) كان أقصرمئه بقع ل بين ز جح وإن (تاقصة [هد]) كان مساويًا له فلا نمتاج إلى هذا العمل وك ب0 

الففل: ناقصة [ط] - 4 بامة أب ح [خ) / ط ل فهر عسود: ناقصة [خ] - 5 باط.ء ٠‏ خخطي: ناقصة [3] / ط بج : 
لوح لها ابن من [9] / جك : ناقصة [ج] / وباح: باح [1] ناقصة [ج] رب اح [ي] - 16 جل : باعل [ي» خ] / 

خبطي : ناقصة [) / ط د : ط باح [خ] / خطي : ناقصة [ذء طع / ل ج: : بح [ي؛ خ] - 6-5 باج ... خطي 
0 ثائسة [ف] 7عمود: تجد في هامش [!؛ باء دء ش؛ ص »ء لعي اناق موف #لكان لقي غسينة عليه وار ا يكين 
الفضل بين مربعي ب ط ط سد كالفضل بين مربعي (ب ط ... مربعي : ناقصة [ه]) ب ي ي جد واستصالته ظاهرة» / ل ط ح: 2 ط با 
[خ] / مساويًا: مساو [ص] / ب ل: ب د [س] - #8قائمتين: قائمين [ي. خ] ولن نشير إلى مثلها فيا بعد / زاوينا : ناقصة [ز] / ل ب ط : 
ل ط [ن] / ح باط : حوط [جء ٠‏ ف] ح ط [ن] / متاويتين: متب عتاويين [ث: عء ط] متساويان [خ] / ونصل : وقصل [س] / هد ب: 
ماح ب [ذ: طع - 9ت يه 9ب دوقع ]ع مبد : وباه [ذء 14 اطع / متساويتان : متاويثا [ط] / ولكون : لكرن [ع] ولكن 
[نب؛ شن] / ل باح: بح (خ) اساح [ضع / زاوية: أويه (خ] - 38 صارية: متساوية [خ: ط] / لزاوية:_ناقصة [خء س] / 
ونمقها : صمي ل تا ط] | تنصقها: لنمفها [3: ع] كتصفها [ج] ناقصة ([ي] فزاوية : لزاوية [ع] / ه با د: ياه د زف] /رمئثلث: 
ناقصة (ص] / با داه باحاه [ط] - ١١‏ لزاوية: نافصة [ي] | ب طاح : ع ط (عء ط]ط باح [خ] / باح ط ١‏ باطح [ذء 
ضء «] / قعلتا : ختلنا [ي] - 21 بده .. مثل (الثانية) : ناقصة [ي] أ ب داه باع ط : بح دع [ط واعرلم +ت 2 حط: 


طح [س] اودب ب: وسبة د ب [0] / را ة : ناقصة [ع + ط] ب زب لشن دازء خخ سء شنء نه د ضيء نا ل د 0 


و] ب و [ح] / وب ح مثل: ناقصة (ع. ط] / مثل : ناقصة [ذ]. 


١١١ 
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رج وإسية ا إل [ يبه رج إلى ح ام وضرب ه < قي اسار اشرب س3 


زج. وأيضاء / نسبة مربع ه د إلى ضرب ه د في ح طء أعني إلى ضرب ب زفي زج ء كنسبة 
ه د إلى ح ط؛ أعني كنسبة !د إلى ! ح؛ فنسبة مربع ه د إلى ضرب ب زفي زج كنسبة [د 


ب - ؤه١ا‏ اظ 


إلى ! ح. فضرب مربع ه د في اح كضرب ب زفي زج في /! د. وإذا ضربناهما/ في أ ح؛ صار ق - ١+-ء‏ 


رصح خم ؟ 


مربعر بع ه د في مربع اح كضرب / ب زفي زج في آد في آح: ولكون ه د في اح / كتكسير ن ‏ .»» 100 


المخلثء؛ يكون مره بع ه د / في مربع اح ح مريع تكسير الث فإذن مربع تكسير المثلث مساو ر 
لضرب / ب زفي زج في/ آد في ا ح» أعني الفضول الثلاثة / في / نصف جميع الأضلاع ؛ 
وذلك ما أردناه. 

وأيضسًا: بوجه آخر بعد أن ثبت أن نسبة ه د إلى د ب كنسبة ب ح إلى ح ط ء أنا إذا جعلنا 
الثاني وسطًا بين الأول / والرابع » كانت نسبة الأول إلى الرابع مؤلفة من نسبة الأول إلى الثاني 
ومن نسبة الثاني إلى الرابع » أعني من نسبة الأول إلى الثالث./ فنسبة ه د إلى ح ط مؤلفة من 


ل ع٠‏ ع -ظزل 

مم لدطضل 
و - لا؟١‏ 
امب" 
ن --هم١ا١ظا‏ ال 
ذعومم اظ 
ا ا 
شد بامؤط اضر 
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نسبة ه د إلى د ب ومن نسبة ه د إلى ب ح. ود ب مثل/ ب زوب ح مثل زجاء فنسبة ها د 3ل دك 


٠ 0‏ وقعرب اه 15 ذ ناقمة [ي] / زج اسهد : رع [نا ع] بع (غ] / | ؤنسبة : فنسبة [ت؛ اشواعداء بع اح 3 زاس اع اطء 
فءاق.ميه] رهد : ده [ذ؛ اع ط] | وضرب : : وحرب [خ] / ه د: ده [ثء ذءا ص نه ٠‏ ط]ع د [ق] / في: بف [خ] / مساو 
لغرب : واحرب [ي] / باز : د زخ] - 2 وأبضمًا: أبضمًا [و) ناقصة [ذ] / ه د (الأول) : ده زدء هع / بأيضما .. زد : ناقصة زعء 
ط] / إلى رب هاه ... زد : ناقصة [ذ] / هادي .. . ضرب: ناقصة [خ] ‏ - ا خط ح [خ) /كنسبة: م ند في هامش [1: ب: 5 
شى : ص ء ه] التعليق التالي «وافثل لذلك مثلاً (هذا العمل [س ]) فليكن (مثل [) زاوية أ قائمة وب جه أ واب 5 زح زا]) واجاه (حار 
[1]) ومساحته (مساحته [اع) الخاصلة (الخاصة [ب. شضء ش.: ه]) هي رب أحد ضلعي القائمة في نصف الآخخروهي ' 4 وكذا إذا غسربنا !؟١‏ 
(ح ١‏ [/) في ؟ ثم لي ؛ ثم ل ١‏ [اء 3-5 ٠د‏ شر > نصف جميع الأضلاع الذي هر؟! في نضله على ضلع باج الذي هو؟ ثم ل فضله 
عل 1 ج الذي هو 4 ثم في فضله على ١ب‏ الذي هو”. .. [ص]) وتأخذ جذر الحاصل أعني (! ب و[1]) 5/ه وهوة ؟ أبضمًا (نافصة في [1- 
ب . دء ش ]) كا ذكرنا أولا إناقصة في [1: باء دء ش] وعلى هذا ني المثلث الحاد الزاوية (الزوايا [1]) ومتفرجتها (منفرجها [1]) إذ هو (وهو [1]) 
عام في الجميع ٠‏ ونجد أيضا في هامش [ب] «لبيان مثلثي 1 ده أ ح طذه / زج : رح [ع ] - 4-3 فنسبة ... اح (الأوى) : ناقصة [ق) - 
4 هاده رهز / اعد الشج01 10> : باج [ت] زح [ه] / في : واخ) أغرياها: : ضريناها (]) - 3ه د في مريع : ناقصة [م) / 
أح: اه رخ ا م زوط]ب 5د[ق]/رجا :زع [هع/اح: مح [خاي] /عاد : ده [ث] / ولكين ه : في اح: نأقهة [ج . 
نت من |كتكير شماوه مدني يخ ي]_- 5-4 وإذا ... ١د‏ : ناقصة [ح] - 4المثفث: ! الثلث [ه] / يككون: ابكون [ط] / 
يكون .., المثلث (الثاتية): ناقصة [هع / اح: 5322 ط] | مريع (الثالثة) : ناقصة [د] / فإذن ... الثلث: بط يليه / نكسيو 
الثانية) : : بكسر[ط] /ماو: و[خ] مساوو[ي) - 7زسم : دح [ي] 3 : إل [ق] ناقصة و /1د: ناقصة [و) / آح: اح ١‏ [ن] / 
ل دع ول اهم أنبتها في اشامشس [ع] / جميع جموع [ج] / الأضلاع : للأضلاع [نا - وأيضمًا: ناقصة جه تع / ثبث: سثه 
[ط] عبت [اء ب ش ءا صضء ض. ك5 م نا ى / أن : ناقصة [م] اه د: د ط ه [ن] ' أناء اما زق] لانا زد - 10 وغلًا: وسط 
]ا وسعدًا في النسبة [ن] /كانت: ان كانت [خ] كان [ث] وكانت [ذ] / الأول (الثانية) : الأولى [في] / إلى : ناقصة [ي] / إلى: ناقصة [0] - 
110 الثاني (الثانية) . .. الأول ؛ إلى: ناقصة [ع + ط] - 11 من نسبة الثاني ,.. أعني من : ناقصة [3] / الثالث: الثاني . ولكن تمد «لثه 
ف بدانة الصفحة لصفحة التالية [خ] / هد : ده [و ! حاط :اح دزعع - !12-11 من نسمية ... ومن : : ألستها في الهامش [ث] - 12قاة دهي 
[ن) / نسية: تمد بغدها ود ب إلى ح ط التي هي بقاعدة الابدال كلبة» ؛ [ل] وتجد هذه الجملة في هامش [ك] / ومن نسبة : “نسبة [ل] / 
ودس: ألبنبا نحت الطر [ك] ورب [ش] و[ض] / ودب ... ه د: ناقصة [ج] / باز: باد [ط]. 


لحا 


إلى ح طء أعني/ نسبة اد إلى اح مؤلفة من نسبة ه د إلى ب زيمن نسبة ه د إلى زجء زه -م 
رب أد في ب زفي زج / كضرب مربع ه د في اح؛ ونتمم البرهان بالوجه المتقدم./ :بد رن 


- ح - كل نقطة في دائخل/ كرة يخرج مها أربعة خطوط متساوية إلى سطح الكرة فوقعت ر- 8" 
على نقط ليست في سطح واحد مستقيم فهي مركز الكرة. 

فليكن الكرة / اس ج د ه والتقطة الداخلة // ز والخطوط الخارجة منها إلى سطح الكرة ش ->0 ١‏ د 
خطوط زب زج زد زه وهي متساوية/ وليست في سطح واحدء وذلك لأن كل ثلاث نقط إن بس در 


فهي ني سطح واحد لا تقرر في كتاب أقليدس. فندير على نقط / ب ج ه دائرة ب جا هاء ل لو اظ 


وعلى نقط ه ج د دائرة ه ج د : ونخرج من ز على سطح دائرة ب جاه عمود زح؛ فيقع على 


إلى ح ط... بار ناخصه زج ] خط ! حاط [م) ب 'دالىاح: ناكمة [ك. د ماد ده إخ] سان باد [ق] بح بر 
لف م با ز... إلى: مكررة [ذ] - 2 باز باد إفا ط. ف] باح [ش] / زج: رح [ع] ساح وس] / وتسم : ويتسم [ط. ق] / 
بالوجه المتقدم: بالمتقدم [ز. خ] ' المتقدم : انقدم رذ س] ناقصة زه] - 3خ : ناقصة [1. خ- منء شء ف ماع. قاء ي] / في الي 
رخ 4:3 إلى ... نشط: تاقصة زث. ح] - 4نقط : نقطة [1. جل اخ. ذل راصعا طل شد قء هاء. ي] / ليست: ناقصة 
[ذ.ع. طع / واحد: واحدة [طع / نهي: يعي [ذ.ع. ط] / فهي ... الكرة: مكرية [ي] - 5ا ماس دى: أباج د [عءر. تي] 
الندة [خ] ', والتفطة: وانتقطة و[ع] أ نز : ب [س] / سطح: السطح [ن - 6خطرط : ناقصة رثع / زج : زح [ن] ,زه : ع رس] / 
رهي : الاقصة [آي] / متساوية: مساوية [خ. ط. غ] مساو[ / ويت: ليست [ / ثلاث : مثلث [ع] انقط : نقطة [اء شاع + ط] فقط 
زض] - 7كتاب: كنا[ / اقيدس: أوقيدس [سس] / نقط : نقطة [ا. لخن ذ. شن - + طء ع.ر ي] جاه : اه اج [آس] أر دائرة 


باح ه: ناقصة زشر] / باج ها : لبح إخ) - 8 يعل ... ه ج د: ناقصة إذ. ط] / نقط : ألبنا في الفامش [ع] نقطة [خ. م. و 
ي] ل عاج دوج ده [ج, نال إل و أ ه عرد: جاده [اء يباء نثن جدء عل نشت داارء سء شء صلء ض عا كء ل نء 


ه] باج د[ رزخ: وح [ي]. 


مركز دائرة ب جاه لأنا إذا وصلنا خطوط باح جح ه حء كانت متساوية // لتساوي ذ- .مر 

خطوط زب زج زه واشتراك زحء/ وكون الزوايا التي عند حم قائمة./ ولأن دائرة ب ج ه على ى  1١١‏ -, 

سطح كرة آب ج دهاء وخرج من مركزها عمود ح زء فهو عر عركز الكرة على ما تبن في ثإني ل - "م 

أشكال كتاب الأكر لثاوذوسيوس. ومثل ذلك / نبين أن العمود الخارج من مركز دائرة ه ج دي - :5ه اذ 
5 ير بمركز الكرة. والعمودان لا يتلاقيان إلا عند زء ف ز مركز الكرة؛ وذلك ما أردناه./ 


-ط - كل مخروط مستدير قائمء فسطح الخط الواصل بين رأسه وأي نقطة فرضت على فى - .م اط 

محيط قاعدته في نصف عمحيط قاعدته/ يساوي سطحه المستدير. لعل ودظ 
فليكن الخروط آ ب ج د / ورأسه ! ودائرة قاعدته / باج د ومركزها ه / ومورة آهء / ط وى 

وهو عمود على سطح القاعدة حتى يكون الخروط قائمًا. ونصل أ بء فسطح آب في / نصف + - .,, - , 

4 محيط ب ج د هو مساحة / السطح المتدير النميط بالخروط. لي 


اع عم او 
رحاب 


3 
| الأاالازث]' ساح باح [م] ‏ ا2خطرط: حص طإي] زجحا زج [س] دح [خ]_وشتراك: وشترك [سء نغ ارج 
درح [ح] ون ركع [ص] ويكرن زي] ابيا نقصة [ح] اباجاس: مالي جاه [ع] باح ه [س] 1ب سح ده 


باج د[ه) عركرها مركر[ج] حر ه رؤد.ع. ط]ع ر[ا] ' مرك الكرة: بمركرها لكرة [خ] / عل : ناقصة [س] /عا: مكررة [1] 
[س] اتبين: يتببى [1-اش] بين [ح- س] مسبت [م] ” ثالي : ماني [1] أثيتها فوق السطر زت] - 4 الأكر: الكرة [د] لأكر (ص] الا 
ذفىن] ١‏ لثاودوسيوس ١‏ لثاووسيوس (ذ] لثاودسوس [ط) ودوسيوس إباء شن ) لثاوذاوسيوس و1 / وال : وعثل [قوع؛ ط] / من: ب لع] ' 
العامة هاج وزع] 5-3 عل ... الكرة والأول) - ألنا في اشامشي [هع] - 5 همر! باقصة زه] / والعسودان: والعسودات [1] ؛ عت - 


نأقصة (ع] ! ز ١‏ ناقصة [خ. قبا عء ط] نقطة ار [س] 7 مار ! في [س]' ١‏ : ناقصة [ل] - 6ط > تاقصة [خ. اس ء ءا ع ءا قء 
ي] اطي واد زء)] 7 غبط (الاير): محيطه [ا] باوي: تساوى [ي] سصحه: نصح (خ. د. ه] المتدير: المتديرة [حس-. 


ف - #ورامة ‏ درانادا[ج]وراله رتي]اه اقصة[د. ع. ط] وجحرره ويحوره [م] وتحوزه [2] - لالتحروط اقصة | 
قائما: قذى [ط. فى فطح لمح [2] - 0ا هرا بهرانا. ذ.داش. ط.ام] الطح: المطح [ج]. 
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وإلا فلتكن آ ب في خخط أطول من نصف نحيط أولاً» وليكن ذلك الخط وز. ونعمل على 
حيط ب ج د مضلعًا يكون جميع أضلاعه أقصر/ من ضعف وزء وهو مضلع ح ط ك : واس 
الدائرة على نقط ب ج د. ونخرج خطوط !حاط اك ونصل / اج أ دء فتكون خطوط اب 
اج آد لمتساوية أعمدة على أضلاع ح ط 00 لأن 1ه عمود على سطح دائرة 
ب ج دء والخطوط / الواصلة بين مركزها ونقط التماس أضيدة عل الأضلاع . ولذلك يكون 
سطح !ب في تصف جميع الأضلاع / مساويًا / لسطح المضلع / حيط بالمخروط المستدير وهو 
أعظم من سطح الخروط المستدير. وفصف جميع الأضلاع أقص رمن خط وز و ركان سطح أب و 


في وزهو سطح الخروط / المستدير» فسطح «التخروط» المستدير / أعظم مما هو محيط به؛ هذا : 


ثم ليكن وز أقصرمن نصف لمحيط ‏ وآ ب في وزهوسطح/ الخروط المستدير: وليكن ١ب‏ 
في نصف حيط ب ج د الذي هو أعظم منه مساويًا لسطح مخروط مستدير قاعدته دائرة م ل 
[وأسة أ. ونعمل في دائرة م ل ذا أضلاع وزوايا متساوية غير مماسة لدائرة ب ج دء ونخرج من 
زواياه إلى 1 خطوطًا: فيكون السطح المحيط بالمجسم الحادث / أقل من سطح الخروط المتمهم . 
اللي //اقامدت م لي ل لكون الخروط محيطا به. وان مط خط يترج من 3 إل ميف منتتصفض أحد 
أضلاع الشكل الذي لا يماس دائرة / ب ج د في نصط/ (جميع »> أضلاعه هو مثل با 
ذلك المجسم. والخط الخارج من 1 إلى منتصف // ذلك الضلع أطول من نحط أعواوسقل 


١‏ ويكن: فليكن [ي] / ونعمل: ويعمل [س] -_2 وز: أز[ت] / مضلع : ضلع [ح] / واس : وهام [ل] وثقاس [بء سء شء 
كان - 3نقط : نقطة [اء ث١‏ ذيطيق.ءم]/اطاى : أ اط وس راج :اح [س]اب اج إذ] - 4-3 ابااج: عق 
اب [اء. ف] - 14س : ناقصة [خ] / المنساوية: الماوية [ث] /ك ح : ك [ذ: ط] أب اح [خ] / عمود: ناقصة [د] - 5 باج د؛ 
باقصة [ت] / الوا اعلة : المواعملة [ط] / مركزها : مركز زرت] / ونقط : ونقطة [1. لهذا كقي ا عاط دقء كنال ناي ن / أعمدة: 
تي أبينة اتن ليع <- 6 سال نصف: ناقصة [س] أب في سطم. : ثم ضرب على دسطم» بالقلم [ع] / مساويًا: ماوزك: ج: 
ح. ر] / اميط : بامحيط [باء ش] / بافروط : الخروط [بء ش]. -- 7-6 وهر ... المسشدير: ناقصة وس - 7 الخروط ؛ ناقصة [خ. 
ف قءم. ي] / !ب : ب [خ] - 8-6 رهر ... المستدر (الأرل): أثبنا في الهامش [ه] - 8-7 وكان ... وز: مكررة [ع: ذ] كرها 
مرنين [ذ] - 8وز: ول [تع /هو: وهو(ع] / فطح ... المستدير: ناقصة [ي] / هو: ناقصة [ي] -- 10 وا ب في: واب د (1]/ في: 
مكررة [ي] / وز: ه ر[م] / سطح : السطح [ع: ط] /آاب : الغ - ااعيظط ؛: ناقصة [س] يحيط [م] / مخروط مستدير: اخروط 
المستدير رس ] / م ل : بل [م] - 12 وراسه :١‏ وراا [خ] / 1 : ناقصة [ع] / م ل: ه مل [اع ناقصة م / ذا: ناقعة [خ: قء م] / 
أضلاع : أربعة أضلاع [ع] وأضلاع [خ] / وزوايا: زواباه [ج] وزاوبا [خ] / غير: ناقصة [ي] - 13 زواياه: زاواياه [1] / 1 : ناقصة [ي] / 
خخطرطا: خنطوط [01 / السطح : سطح (شن] / بالمسم : بالجسم [خء هن ء ع طء فك لء ديم ٠‏ وء يي] الجسم [1] / سطح : مط 
زش) - 14مل: بل [) / لكون : فيكون [سءات »ناريط عيب : اغيط مخروطا [ع] النخيط مخروط محيطًا [ذء طع / ولكن: 
ولكون زذء عط : م] وليكن [جاء ت] / خط : ناقصة [: ع ي] / 1 إلى: ناقصة [خ] / أحد: : واحد إذء ع. ط] أحدى [1ء مما نثاء 
ث.ء. جء وده درءا ش: ص ء ض داقء 'ك كالء ان مء هءودني] - 15 1 أصلاع: أضلاعه [خ] / الشكل : نافسة [ع] الأشكال 
[ها] / يخاس: تماس [ط . بع / فب د 3؛ باج [غ] / أضلاعه هو: أضلاع ه و(ق] / سطح: رسطم [ه] أثبها فوق السطر [ن] - 
6! ذلك: تلك [ي] / لنجم: للجم [ن] الجسم [ي] / ذلك: وذلك زي]. 


١ نء‎ 


و-د0؟١ؤا ‏ نيل 


د دوؤم - فل 


ف - ؟#راظ 
يتن - .015 
ذ- ووم دو 
ادا ؟؟ ام 
رسدء4 
طذ - 75١‏ داظل 
ذ-إلام و 


(جميم» أضلاع الشكل أطول من نصف محيط دائرة ب ج دء / فسطح الخروط / المستدير - 0« -, 
الذي / قاعدته م ل أصغر من سطع المجسم الذي في داخله؛ هذا خلف. 0 

فإذن سطح اب في نصف (غط» دائرة باج د ماو لطح مخروط ابا جح ده 0 ب - ١5810‏ جل 
وذلك ما أردتاه. / 


دي - كل مخروط مستدير(قائم» قاعدته دائرة وقد فصله سطح مواز لقاعدته؛ كان ذلك ح- همد 
الفصل دائرة واخور عر مركرها . 


فليكن الخروط رأسه ١‏ وقاعدته ب ج د ومركزها ه والسطح الفاصل وط ز/ والمجوراهاء خ-همد ظ 
وقد مر بنقطة ح / من السطح الفاصل. ٠‏ فتعلم على ب ج د تقطي ب اج على أن قوس باج ل-م-, 
أقل من تصف دائرة. وتخرج ه ب هاج ب 1ج 1ب جء/ فيمرٌ مثلث باه بفصل وح من ان - بم 
السطح الفاصل ومثلث اه ج بفصل / زح ومثلث اباي بفصل وزء ويحدث مثلث وح زه لق 5 


| أطول: نافصة [س) / نصف: ألبنها في الحامش [اء ع١‏ ق] 2 2 هل: ب د[ي] / الذي: ناقصة سح - 3اباج دااباجا 
[ضء 5: ل. نء ب الحدود [خ] - 5 ي: ناقصة [ا. خ. د.ا سء شن. ضر باع: قء نيع يا [د] / ذلك: وذلك رضع - 
6 الفصل : الفضل زب نت ذ. ش] / واغور: والمجور [خ] واشروط [ل] / واحور مر بمركزها : ناقصة 3م] - 7 الفاصل: الفافل [ب. 
ثء ذ. شء ط] لوط ز: وط ب ثم البت الصواب تمتها [1] زط و[قا] وح زر وط [يع / واغور: اغرر[ع /أه: لهاع - 8قح: 
نقصة [2] / الفاصل : النافل [بء ذء ش . ط] / قتعم : تلتعلم [س] فللسلر [ج .ات؛ ,] فيعلم [ذ. ط] / نقطتي ب اج : ناقصة [د] / 
باج: باح [س] | 9هاب: هار[ت] رباس: رح [ض] ا باه : اله [خ] / بفصل: بفضل [ث] نفصل [ل] ونقصل [ه] / 
وخ: نح [ق] - 10 الفامل : الفصل : ثم كتب في اشامتي «الفاضل؛ [3طع / ومثلث : ومثل (ا] / اها : كرر بعدها دمن السطح 
الفاصل» ولكن أشار إليها آي] ( رح : مطموسة [ص] زح [و] ب ح [خ] /1ه ج ... ومظلث : ناقصة [ق] / زح ... فصل : ناقصة [ح] / 
قعل : يفضل [ ثاء رء ط] فصل [خ] /وذ: ذوزق] أ ر[ت] / ويعدث : يدت زع كي] وب ح داب ح] / مثلث : مثل [01/ وح ز: 


بح داع] ح دلقم وزح رفم 


الل 


ويكون / أضلاعه موازية لأضلاع مثلث باه ج كل لنظيره؛ فيكونان متشاببين»/ ونسبة ار .+ -, 
عر ا تقة 


باه إلى ه ج كنسبة وح إلى ح زء وباه ه جد متساويان: فلذلك وح ح زمتساويان. 2 ١‏ 
وكل خط / يخرج من ح إلى محيط وزط ؛ ف وزط دائرة مركزها ح ؛ وذلك ما أردناه. / مالاتقع 


- يا - كل قطعة من مخروط مستدير قائم فها بين دائرتين / متوا: زبتين»/ فإذا أخرج فبها السزم و دو 


قطران متوازيان ووصل بين أطرافها يخطين متقابلين» كان سطح أحد الخطين في نصني عيطي - ٠١‏ .”' 
الدائرتين مساويًا لسطح / القطعة / المستدير. ف - جا --اظ 
: ا 


فليكن القطع ب ج د وط زء قاعدتها وط ز والأخرى التي تلى رأس الخروط / بج د در 
وه ح من احور ما يقع بينها وهو عمود على الدائرتين. ولييخرج قطرا ب د وز متوازيين» ولنوصل 
بينها ب ودز. 


موري : موازب [ج] موزين [س] موزئة [خع / لأضلاع : الأضلاع زشا قاع طاء تيع أضلاع [م] / باه سن : انب هاج [ضض] , 

لظيره: الظيره [خ] / فيكرنان: فيكرن هنح ق] / متشابهين: مشابهين [و] متشا [خ] / وننبة: فلسبة [اء ضى. ل. ك.ان. - 
رت] 2رح: رح [ف] لح راح ولف ٠ع‏ ط] ]2ه ج. .م [ي] / فلذلك : وكدلك [ شا س. ذباع. طاماء] مكذلك [ح. ق 
لدلك . . متساويان: تاقمة إحء نش ب ' وح د رح [ق] حر اح [ص. ]ع و[د. طء ق) - 37 ترج وشرج [تي] منج . 
دئصة زح . ك2 لغ ودلك وكدلث إخ] - 4 : ناقصة [. اح. سء ا ش. سل ءاع- ق- ي] بب [د) ' أكل قطعة: ناقصة [ح] , 
محروص : معروص [5. غ. ط] ١‏ قاله: قا [2ع أ متوازيتي: ألنبا في الحامش [نع كتب بعدها «لا بد من فيه التوارين (عكذا) شرحه [ى] 
دقصة إح] متوزبين [فس] ؛ هإذا: فاذ [] // قييا: ميا زج . نتء ب] 5 قطران: ناقصة [ي] / ووصل: وصل [ط] ونصلء ثم اثبت 
الصرات موقها [نت] / أطرادي : أطرافها [فل] / بخطين: خعطى [خ. ي] /كان: ناقصة [ي] / أحد: احدى [ي] /, نسل : نصفف [خ. يي] ١‏ 
عبطي : عبط رخء ش.- م١‏ ي] © النطعة : قطعة ود. ع] / اللندير: الممتديرة زسس] - 7المصه لقع : القصعة إن . ق] ناقصة [ج. 


ي] ماح دوطر: ناح دوط [خ] قعدتا: وقعدتا [ى] وطز: وطارح [ت] وط [م خ] ‏ والأحرى. حرق : ولأخرى [صس] الأخرق 
[ت] والاخر [م] .علي على [سن] «قصة (خ] إلى [ض] . أشن : الرأس [ن] . لمخروط ١‏ اعروط في [ه] أرب جد جد [خ. تي] 
8-7 نت لس ذاوهاح من : مكررة [2] 8بيى: بيس [اء صيء لء 35 . دء و ! وليسرج - ولخرج [1. ار سن ءا قء ل]/ قطرا: قطروت. 
ش. ل ىا وطرا [ي] ماد أساد [س. شء ل] / وز: نافسة [ي] / ولتوصل: وليوصل [ن] - 9-8عتوازيين ... دار: لاقصة [م] 
# باودر ودراع] ساود إن 


نقول: فسطح ب وفي نصني (محيطي» دائرقي ب جد د وط زهو السطح المستدير انحيط 
بالقطفة. 
فلنتمم التخروط إلى الرأص / وهو 1» ورج ح ه إلى 1 وكذلك وب زد. ومعلوم أن سطح ع - هم -, 
اوفقي نصف محيط / وط زهو سطح - جميع المخروط وسطمّ اب في نصض عحيط ب ج د هو ذ- 0مم-و 
نعل مطي 225 يطل الأ عل لزعو شر اميقم يني بالقطعة وذلك هو ط - ناية 701 -اظ 
سطح ب وفي نصف محيط وط زمع سطح / آب في فضل نصف محميط وط زعلى نصف / ل-6- ظ 
لسطح /ب.وقي تصض عيط / ب عد م لآ / نسبة اب إل ب وكتسبة تصنف دائرة نبج" م ,ورا -, 
إلى فضل نصن دائرة وط زعلى نصف دائرة ب ج د؛ وذلك ما أردناه. ت - 140 
وقد نعلم من من للد أن ]تعطق وجثب [ اانا فاو يت كيف )كان الممافيا عل استقلدة لود مو 
غير استقامة» فإن / تضعيف أحدهما بنصف دائرة وط ز وبدائرة ب ج د هو مساحة سطح 2-1 
الجسم الذي رأسه / ! وقاعدته دائرة وط ز. ب - 151 دو 
ومن هاهنا نعلم أيضًا أنه إن كانت قطع كثيرة / من مخروطات الأساطين مركب بعضها على ص - ١١١‏ 
بعض وكان أعلى سطح القطعة السفلى هو قاعدة / القطعة التي فوقهاء وكان رأس القطعة العليا ر "4 
من القطع نقطة؛ وكانت جميع القواعد متوازية والخطوط الخارجة في جميع القطع من قواعدها 


أ نصني: نصف [خ] / وط زة و وط د د طع - 3 بالقطعة: بالقطم لع رف] - 3 فلتمم : فللام ب اشن 2026 ل] ليم إج ره 
س] / ح ه: : هاح [ذ بع طعاح ١زم‏ عا زهع/1؟ : ناقصة (ع] / وكذلك : ولذلك [ح] / وب : ب [را رب [خء ي] / زد: باو 
[ذء ع ط] ود [ث: ضء م] / ومعلوم : معلوم [ب. ش] ومعلو [ك] - 4 ز: : وط و[ي] ' هو: وهو [ث] / وسطح د شفع ل 
ي] / هو: مر: وهر[ج ٠.‏ خ: ي] - 5وضل: فضل [ح] / الأول : لأول [س] / الآخر: لآخر [ص] / هو: من [ي] - 6 سطح: 

[خ] / ب و: ب ززهع روطازة: ول و[يع؛ جد ف هامشي [1؛ ساء دء شي ء صر ره مع نلك ل ل لك افو سر 
هو سطح اتخروط (اتخروطات [د؛ عبي]) 3 أب وب وقيه (ناقصة [ه]) هوسطحه أبض وليكن ها ل نص وط زعلى نصل ب د د هووط 
(رط [] وط د ز[ص)) ف ط زكتصف ب ج د فإذن ب وفي نصف وط زواب في وط الفضل وف ط زرواب .. ط ذ: ناقصة [1]) أ اي 


نصف ب ج د (ب اج [دء ه]) هومساحة جميع اتخروط لكن اب في نصف ب جد د هومساحة ناج ديق (ريق [1]) ات يوط 
الففل وب وفي تصن وط ز زماحة القطعةة - 7 باجدد: جد د[ت: ج. ن] / سطح ١ب‏ في : ناقصة [ذ] / وسطح ,.. باج د: 
تاقصة زخ نامع اع] / نص (الثانية): ناقصة [د] - ات وح ابا لاث] اب اج د : باج [ث] / كتسبة تخد لي هامشش [1؛ د. ش- 
جرع الصليق التالي موذللك لأن نسبة أي إلى ! وكسية ي : إلى وزبل كشسبة ضفل نت عه د إلى تصض وط زء وبالفصيق نسية اب إلى نبو 
كنبة نصف ب ج د إلى فضل (ناقصة في [ص ص]) نص وط زعق تصف ب ج ده. 9ههًا ى: أثيتها في الحامش [ن] بع د: فك 
ب ع د [خ] - 10 قد: ناقصة [د] / تعلر: : يعم [باء جاء خء د ذه ره س] تعلم [9] / وب : انا رث]ه ب [ل] / كانا: كان [ن] 
كانا وخ] /كان : كانا [ذ] / اتصاهها: ايضا لما [خ] - [| بنصف: تنصيف [م] بتضعيف [خ] / وط زز. زد وط رح [ت] وه ط [و) 
وبدائرة : بدائرة [ات] / ب اح د > ب عد هه [س] - 12-11 بج د ... دائرة: ناقصة (ا) - 12 وط ز: وطاه زج] - 3 نعلم: 


بعلم [جاء خء دء ذء رء سء ى] ناقصة [ص؛ ل. كد . نء مع / إن: نامصة [ع] إذا زباء ش] /كانت: كان [خ. وء ي] / فطع : ناقصة 
[ذ: ع] /#كثيرة : كره [ت] / الأساطين: لأساطين [ص] الاماطر [ي] - 14 سطع: سطحى [خ: ف ع: ف. م. ي] -- 15 القطع: 
النطعة [س] / نقطة: بقطمة [ف] قطعة [سع / وكانت: وكان [جء؛ دء ع: هع / القطم : القطعة [3] 


١م‎ 


إلى أعالبها مستقهات/ متساويات»:/ فإن سطح أحد تلك الخطوط في نصف محيط / قاعدة س-١1-م‏ 


00 1 : 1 2 557 1 م - ملاظ 
القطعة السفلى وفي جميع محيطات قواعد / سائر القطع الي فوقها هو مساحة سطح المجسم المركب و- 104 -ظ 
منها جميمًا سواء» كانت سطوح القطع متصلة على استقامة أو على غير استقامة. ماي 

ش -ب3ا حاط 


- يب - ليكن 1 ب ج دائرة قطرها | ج ومركزها دء وقد قام عمود د ب / منه على القطرء ع -4م-ظ 

5 ولنقسم ربع 1 ب بأقسام متساوية كم كانت » وهي ا ززل / ل بء ولنخرج / وترب ل وننفذهء وشت 
وننفذ قطرج | إلى أن يلتقيا على ه . ونخرج من نقطتي ز ل / وتري زط ل ح موازيين لقطرج آ. ‏ ذ-همم- 
فأقول: إن خط ده يساوي نصف قطر ج ! ووتري / زط ل ح جميعًا. لل هدو 


فنخرج ط ١‏ ح زوننفذ ح زإلى أن يلق ج ه على و؛ ومثل ذلك ندبر إن كانت الأقسام 
كم فخطوط جاه طازحل متوازية؛ وخطوط طالحوباه متواز بة » لأن قوسي ط ح ت ممم 


1[متقيات: مهيا [ئ / فإن: ناقصة [م]) - 2 القطمة: نافصة زت ا جءرء سء م] / و في رخ : م] / محبطات: : مخروطات 
[سع محيطان [خ] النمحيطات [ذ. ع] / هر: ناقصة [1] / المركب: :_نافصة [1] لاركب [ضء ر] - 62 سائر... ل: نافصة [ذ) - 3أوعلى 
غير استقامة : ناقصة [ذ] / على (الثانية): ناقصة [م] - 4 يب : ناقصة [خ؛ دء سء ضواع: قء نه / يكن أب + : ناقصة [خ] / 
21-3 : باج د [ت] / دائرة: أثبنا في افامش [ك] / قطرها: وقطرها [س : م] قطعها [ي] / اج : ناقصة [ج] / وقد قام بات 
قام [م] ووقد قام [خ] / على : مكررة [ل] - 5 ولنقم : ولنشسمء وكتب فوقها «ولنتمه [ت] ولنتم [ج] ولترسم [ح] / ديع : بع لابن لربع 
[خ] ولنقم ربع : فراغ [ذ] / وهي : : : ناقصة [م] / أ ز: ب [ذء ح] أ و[م] / ل ب : ناقصة [ي] / وتر: وب ر[خ] »< [ذ] / بال: لاب 
[ساء شء ص] بك ك5 [س] بال د [ذ] / ونتغذه: وبعده [41؟ خ] نتفذه [3] ناقصة [فاء م] - 6ونغذ: : وترقد [1] فتفد [ع] ويبعد [خ] 
ناقصة [ذ] / ج 1: أج [اء ف] / إل أن: لان (ع] / بلتقيا: : منقا زع) / ر : ب [خ] / وتري: وتر[س] / لح: باح [خ] ل (ذ] / 
موازيين : عتوازيين [ضم ى] / ج أ: ح ١‏ [ص] -_ 7:6 موارييت 6ت . لاح : ناقصة [ق] - 7ياوي: تاوي [خ] / روتري: د وبا ري 


[خ] / زط : أبتها في غامش [ث] / لاح > عه ه] باح [خ] اح [ت] / جميمًا: ناقصة [ل) - #وننفذ ح ز: ناقصة [د] / 
ح ذ: ز [و] / أت: ناقصة [ي)] / يلق : بق [ي] / ذلك: أثبتيا فوق السطر [ر] / ندبر: ب د ب رلخ] - 9جه طز: 1 ناقصة [خ] / 
ح ل: حك [ت] / متوازية : : نافمة [سدء ت. رء س] / وخطوط : وخط [ع) / ط 1: حا[غء ف مءي] لباه :اب ١‏ زى ل])/ 
طاح: حط [س] طاب ح [خ؛ ي]. 


ل 


15 


ح ب مساويتان / لقوسي ! ززلء فسطح ط ١‏ وزمتوازي الأضلاع وط زمثل او. وكثل ذلك د-.ه-ظ 
ح ل مثل وهء ف ده مثل دا ط زح ل جميعًا؛ وذلك ما أردناه. 

وإن أخرجنا / د م عمودا على وترب ل» كان سطح نصف ب ل في ده أصغر من مريع م-١؟‏ 
نصض القطر / وأكثر من مريع دمء وذلك لأن مثلثي د ب م ب ه د متشابهان لكون زاويتي خ- 4م - 
دم ب ه د ب قانتين وزاوية ب مشتركة» فنسبة ب م / إلى م د / كنسبة ب د إلى دهاء ي-4:ه-و 


كب 2 - 89 
ذ بم - أعني نصف ب ل -/ في ده مساو ل ب د في م د. وب د في م د أصغر من مربع | اح كاد حرفل 


ب د وأعظم من مربع / م د. فإذن نصف ب ل في نصف القطروفي وتري ط زح ل جميعًا أصغر ذ- ممم - ظ 

من مربع نصف القطر وأعظم من مريع / د م. قاب لوي 
فكل دائرة يخْرج قطر فيها وينصف نصفها ويقسم أحد الربعين بأقسام متساوية كم كانت» 

ويخرج / من نقط الأقسام أوتارفي الدائرة موازية للقطرء كان سطح / نصف وترأحد تلك الأقسام ىر - 5 -, 


س - ١١‏ اظ 


في نص القطر وف جميع الأونار أصغر هن مربع نصف / القطر وأعظم من مربع العمود الخارم ي - هع 
من المركز الواقع على أحد أوتار تلك الأقسام» وذلك هو المطلوب. 


- يي - إذا وقع في نص كرة محسم يحيط به نصف الكرة؛ وكان المجسم مركبًا من قطع 
مخروطات / مستديرة كم كانت» وكان أعلى / سطح كل قطعة قاعدة للقطعة التي فوقهاء/ ب _ ب ”فر 
وقاعدة القطعة السفلى هو قاعدة نصف الكرة / ورأس <قطعة» المخروط الأعلى نقطة هى قطب 4-0 ظ 


ب 15١-‏ يل 


اعساوتان: متاويان [خ. رء ضى؛ ع: قى: و؛ ي] / لقوسي : كقوسي [خ) / !ا ز: 1ب أرؤه) / شطع : وسحح [ي] / ط اوز: 
ط ور[خ] /أو: ارؤن /ومثل: مثل [ع] - 2وه ؛ جاه [ت] ه و[اف] ره [م] / فاده : وده [خ] / مثل: ناقصة [ذ: ع] / مثل 
1 أثبنها فوق السطر [و) - 3إن: ::_ناقصة [ل] أب [خ] / دام: ناقصة [جع أثبنبها قي الغامش [ك] / نصن: ناقمة [ع] / 
سيم بِل: دل [س] / ب ل: رل (ع] / 3ه :ره [م] / مربع : ربع [م] - 4 مثلبي: مبى [خ] / دب م: دمب [ذ» ٠ع]‏ / باهاد: 
ناه م [3] / نكون: يكون [ع ٠‏ م - 5دمب 97 عيبي : د ب [ع] / ب : زْء ثم صححها ني الهامش [ه] / فتسبة : 
ونسية [1غ ببء ال الس جناعء اخ د ذارء نغ ش + صن + من ء عء انا قن كاء دع ل ثء م هءي ي] / إل: ناقصة [خ] / 
م3 مد: بأد [ذ] /كثبة ب د: ناقصة [خ] - 6 بال: دل (ع] / في : ناقصة [1] / ده: ره [ع] / مد: مب [ع] دم [دء س] 
عاب ورخ إخ] / وس د لي م د: تأقصة [ج ؛ د ل ه]/مد : دم [س) / أصغر: وأصغر [ر] / مربع : ربع [ب] - 8-6 ب د زالثائة) 

مريع (الأيل) : ناقصة [ت] - 7 باد: ناقصة [ح] / في (الثانية) : ألا في الهامش [ضع / حل :اح [خ] / جسيمًا: ناقصة [خه 
7 - 8مربع : مربعى بع [ع] / مربع : مربع تصن القطر[س] - 9 فكل: وكل [ب: شء وء ي] ك ل [خ] / قطر قيها: بطرفها [3] 
فطرها ي] / فيا: منبا [1: ب. شه خء شء صى] / الربعين: الرابعين [خ] / متساوية: مساوية [غيء 9] /كم: ل ع كما (خ] - 
0 نقط : نقهلة [1. مح بتقردضة ض تعءقءك لء ان عام و ع] / أوتار: اونا [ع] - -12آنِ نصف . .. الأقفام: أمة 
[ص] -- 11 يق: ني [ع] / الأونار: الاوتان (خ] - «2! المركز: مركز [ذ) أوتار: ناقصة [س] / وذلك : في ذلك [ت] ذلك [خ] / هر: 
تاقصة (ع] / المطلوب : الط [دءات. مع - 13 ا :ا ناقصة [خء ذء من ءا شء ءام قاء ي] / إذا وقم : : ناقصة [خء ي] / في: 
نافصة [ي] / بميط: حيط ع2 ي] / به نسن: بلصف [ق] / وكان: كان [ت] وكانت [ن] / قطم : اليا نمت الطر [ن - 
4 مستديرة : مستدير [لء كاء نء و مستديرات [ه] / نطح: سطحي [دء خء ٠عء‏ ناء قء هء مه ي] / قطعة : فطع [ق] أثبنها في 
3 وم لابج موود أنبها في الحامش [ث] / ثلقطعة : القطعة همع - 15 القطعة: ناقصة [م] / نقطة: : أنبها فرق السطرزن / 

.. فطب: مكررة [ه]. 


نصف الكرة ؛ / وكانت القواعد متوازية » والخطوط الخارجة من / قواعد القطع إلى / أعاليها على و-54١‏ -ر 
ا 5 031 5 ل 1 2 5 ف 0 0 . ث - ؤإلم؟ 
استقامة متسسياوية ؛ م وقع في المجسم نصف كرة يحبط به المجسم قاعدتها دائرة / في سطح قاعدة تعي-ى 
00 إل ١ ١‏ أمفا عه شنة أ قاعدة نبده ا إمقع ركد ندع كوسو 
دك لآولء كان السطح يط بافجسم صغر من ضعن/ قاعدة نصف الكرة الأول فوج يق سبي 
وأعظم من ضعف قاعدة نصف الكرة الثاني. و بيد 

0ك لس-سدم ب صر 17 
5 فليكن نصف الكرة اب ج د قاعدتها عظيمة ١‏ ب ج وقطبها د وليكن فيه مجسم على ما 
وصفنا مركب من ثلاث قطع ء أولاها ترتفع من دائرة ! ب ج إلى دائرة ه ط ح / والثائية ترتفع / ر- ع» 
منها إلى دائرة ول ز والثالثة ترتفع منها / إلى نقطة .د. سيكب بأ 
نقول : فالسطوح المستديرة انحيطة بهذا الجسم جميمًا أصغر من ضعف سطح دائرة آ ب ج. 


ا 


فلنخرج في نصف كرة أب ج د نصف عظيمة مر بالقطب وهوا د ب» ونمرج قطراب 

0 للكرة وننصفه على م. وتخرج ح ه زوء فها موازيان ل ١‏ بء لأنها فصول مشتركة بين عظيمة 
اد ب والدوائر الثلاثة: وهما قطرا دائرتي ه ح ط وزل. / ونخرج خطوط باه ه وود من 5-خمم-ط 
القواعد إلى الأعالى : وهي متساوية بالفرضء وسطح نصف واحد مها في نصض! ب ففي ه ح / ى - ,د 


1 نصف الكرة: مكررة [هم] / والخطوط : فالخطوط [م] / القطع : للقطم [خ] -- 2 متاوية: مساوية [,] / يميط : ععيط (ع] / 
اسم : مكررة [1] الجسم [ع] - 3 النصف: نصف [ص] / بالمجسم: بالؤيسم [ق] - 4 ضعطئ: نسف [جءاتء رن اضعف [0] / 
نصن: تنصن [ع] البتها في الحامشس [5] - 5 م: و[س] - 6وصفنا: وضعنا [خ؛ رء كك : لء و / مركب : مركيا [ت] / ثلاث: ثلنه 
زب. ش] / أولاها: اوها [ت] / نرتفع : يرتفع [رء قء ل: ك] منه بقع [ث] مرتفع [س] / أب ج : أ باج د [ثء غ: ي] /ه طاح: 


هط [س] ط باح [خ] طاح [ذ] / ترتفع : برئفع ره قء ل] ناقصة [ي] - 7 دائرة ول ز ... إلى: ناقصة [س] / ول ز: ول [ي] 
وك ر[خ] / والثالثة : الثالثة [ف] والثابة [] / ترتقع : يرتفع زرء ىء ل] منه يقع [ث] / منها: مكررة [ق] / د: و[ع] - 8فالسطرح: 
قال سحوح [تي] فاالسطوح [خ] / انحبطة: المحيط [ب: خ: ر) / الجسم : التجسم ر (ع] / أصغر: ناقصة [ذ» ع] / سطح: أثبتها فوق السطر 
[تع - فكرة: ك ره [خ] / نصف: ناقصة [ع] / قطر: قطب [خ] - 0 ونتصقه: ويتصقة [من] / جه : هاج [س] / زو: ور[ع: 
م] / فها: فبها [و] فها [ع] فهر [ج] / موازيان: منوازيان [ت + ر] ولكن صححها ناسخ [ت] فوقها / ( أ ب: ناقصة [ت] ب [9] اب 
[س] / عظيمة: عظمه [س] - !! قطرا: قطر(ع] /ه ح ط وزل: اه ح ط ول ر[ع] ه عط درل [خ] / خطوط : قطرط [ي] / 
به ه ب [س] ب ر[خ] - 2! إلى: ناقصة [ا: ف] / الأعالى: الاعل [ي] / متاوية: ماوية [ع] / واحد: ناقصة [ب؛: ش. 


ص. مصء كء لء ن. ن] / نصف: تاقصة [ب: شء ص] / هاح: حه [ت] 


11١١ 


وزجميعًا أصغر من مريع نصف ا بالا مر وأيضًا / سطح واحد منها / في نصف محيط دائرة ي -564- ظ 
ينا 


اب ج وني محيطي دائرني ح ه ط / زول جميعًا مثل السطح المحيط / بالنجسم لما مر وسطح نس - #و دو 
واحد منها في نصض 1 ب وفي ه ح وزجميمًاء ثم الحاصل فها إذا ضرب/ فيه / القطر حصلا 3- "78 


انخيط » / مساو لسطح واحد منها ة في نصف محيط دائرة | ب ج وي حيطي دائرتي ح ه ط زول ع - 0 
عنقا ني المطح الفط يلسم وغو كل عن بدا اسل عن تي عريع ان ا 1 
إذا ضرب/ فيه القطر حصل انحيط. ومربع نصل | ب فيا إذا ضرب فيه القطر حصل المحيط هو ت - .4؟ 

مساو لسطح الدائرة: لأن ضرب نصف 1 ب فيا إذا ضرب فيه القطر/ حصل المحيط هو نصف و-04- ظ 
امحيط وضربه مرة أخرى في نص ١‏ ب هو سطح الدائرة. فالسطح نيط بالمجسم أقل من ضعف 

عطح دا / اعيبم لصيس 


ديم اظ 


ثم نرسم في في مجسم أب جاد نصف كرة يحيط به المجسم. ولكون سطح قاعدته/ دائرة في © - واو - ال 
سطح / دائرة | ب ج يكون أصغر منها. وننصف خطوط ب اه ه وود على نقط س ع ف و-28 


اع ؟ ادو 


ونصل م س م ع م ف وهي / متساويه 3 أعمدة من المركز على أوتار متساوية. ونرسم على مركز ر ب - و سو 
م ويبعد م س في سطح دائرة اب ج دائرة ك5 ص يء ونخرج / في سطح هذه الدائرة خط عييج ب + 3 
م ص وليس هو / في سطح دائرة ا د ب. ولأن ختطوط م سن مع مف م ص الأربعة المتساوية 


0 «فسطع واحد مثا (ملها [1]) فها ذكر أصغرمن ضعف مربع‎ ١ أصغر: ند ي هامش [1ء باء دء شر ء ص . ه] التعليق التالي‎ ١ 

وكذا زولذا [1]) إذا قسرباها فيا إذا ضرب فيه القطر حصل اغيطه / وأيضنًا : أيضمًا [ح] / سطح: ناقصة [ق] / دائرة: ناقصة [باء شى . 
ص)  -‏ محبطي: محيط [0] / ح ه ط ؛ ه ح ط [ض] / انحط : الجسم [ع] قراغ [ذ] - 3 نصل: كرر بعدها الجملة الابقة ومميط 
دائرة ... جميمًا مثل» [خ] اه ج: ح ه [ج] / فيه: و [ي] ناقصة [خ خ ممله [ذ) - 43ات ... تصل: ناقصة [ءاثء ر) 
4 اغيط : تجد في هامش [1. با: د. شء سرع التعليق التاليه لأن نصف ١‏ ب فيا إذا ضرب فيه القطر حصل انخيط هونصف ا ساح وهام 
(ره ح [1]) منه محيط اح هد ط ووزفيه حيط وزل (زول [صص. دء. ه])؛ / مساو: مكررة ة افع باج : أب د [ع] / ري: في [س] / 
عه ط: جه ل[1) جه [آس]ح ه ط ا [ي] / زوك: ول وي] - 5للمطح: السطح زت.اخ: د زء غى: طاء قن هاء م. وء 
يا من (الأيل) : ناقصة [خ] - 6 فيه: فبها [س] / حصل: حطلء ثم ألبت الصرفب في لأمشي (ج] امع 0 ناقصة [د. 
ق] / حصل انحيط : ناقصة [جدء نث. رء س] /, هر: ناقصة [س] وهووخ] - 7-6 ومريع ... حصل البط : أثبنا في الغامش [ه] / هو 
..- نيط : ناقصة [د] / ماو ... حصل اغيط : ناقصة [ح] - 7لآن: : ولأن ضع / نصاف . مرب ناقسلة 3م] / فيا :انما [ق] )هو 
وهو[خ. ذ. س] - #وضربه: وضرب [خ] وحربه [ضص]: نجد في هامش [1. بء د ص] التعليق التالي «ومنه تمصل مربع نصف ١‏ ب0. 
ونب تاشخ [ه] فرق اللنيطر / بوتبيزه. .... امحيط : مكررة [ل] / هو: وهو [ذ. ع] / سطح: نصف [ي] / الدائرة تأقعمة إن خ] / فالسطح: 
والسطح [ه] ناقصة [خ] بالسطح [ضص] / أقل : اقول [خ] / ضمف: نصف [س: و - 19 با ج: أباه [ع] ةع 
اغيط [ا] / شيط : محيط زع ٠‏ ع] / ولكون : ويكون [ص. ك5 ٠‏ لء م] لككون [ح] / قاعدته : : قاعدة [س.ء و - 11 دائرة: ناقصة [خ. 
ل] / يكون: ويكون [خ] / وينصض: ونصف [ع] وبنصف [0] /ه و: وه [ث] / نقط : نقطة [[ث. خء سء ذءع+ ي]. -- 12 ونصل: 
ولتصل [ت] / م س: مع [ي] منه [خ] / متساوية (الأوق): مساوية [1. ذء ع. و) / مركز: عر [ي] - 13 وبيعد: وتنفذ وك. ل] 
موس: اس [ع] / اب ع : اب ج د [اء ف] ناقصة [ي] / دائرة: ناقصة [ع . - ك ص ي: دص ي [ه]ك ص ري (خ] تحرج : 
يرج [خ] / هذه: هذا [خ- ع] / الدائرة: الدوائر [ق] - 14 خخطوط : خطر [ن] / م ف م ص [ك] م ب [ض] / م ص : ماف (ك. 
لع رعس ... لقارية: تقس زا 


لا 


الي / ليست في سطح واحد خرجت من نقطة م إلى محيط الكرة الداخلة» يكون م مركرًا لها ذ- 0م ظ 
اح نصتٌ قطر ها وا ست تي اعد ها رع مس أصفر / من سطح نصض به في خ- 140 لظ 
نصف اب ولي ه ح وزجميمًا: فربع م س في المقدار / الذي إذا ضرب فيه القطر حصل ل -0 لظ 
انخيط : أعتي سطح دائرة 5 ص ي؛ أصغرمن سطح نصف به / في نصف أ ب في هاج ن- ١ط‏ 
وزجميعًا ثم الحاصل في المقدار الذي إذا / ضرب فيه القطر حصل الحيط» أعني نصف سطح اس - ١١‏ - ف 
لمجسم المحيط بنصف الكرة الداخلة. فجميع سطح الجسم أعظم من ضعف سطح دائرة 


ك ص ي؛ وذلك ما أردناه. 


- يد - سطح نصف الكرة المستدير ضعف سطح الدائرة العظيمة التي هي/ قاعدتها. ت - لوم 
فليكن ا باج د نصف كرة؛ ودائرة ب ج عظيمة نقم فيها وهي قاعدتباء ود قطبها. فإن 
م يكن ضعف سطح / دائرة باج / مساويًا لسطح نصف الكرة؛ فليكن أولاً أصغر منهء ع +م-, 
وليكن مساويًا لسطح نصف كرة / أصغر من نصل كرة ا باج دء وهو نصف / كرة ى سم ان 
ه ح ط 5 ./ فإذا عمل في / نص فكرة / ١ب‏ ج د مجسم -كا وصفنا - قاعدته دائرة اب ج 7 7 


ع ارندنل 
ورأسه نقطة د يحبث لا يماش / نصض كرة ه ح ط كء كان سطحمٌ أصغرٌ من ضعض سطح 0 : 
دائرة أب ج وأعظمّ من سطح نصف كرة ه ح ط ك, فضعض سطح دائرة باج المساوي اث - :م 7د 
اوحمسي كاد 3 : سه 0 0 
لسطح نصف كرة ه ح ط > أعظم كثيرًا منه؛ هذا خلف. 
| التي ... يكون : ناقصة [1] / التي : ناقصة [فع / لست : ناقصة ب + ش . ص] أثبتها في الهامش [ن] / نقطة:_لقط [خ] / مركرًا : 
مركز لع] مركعا زف ع] + فا: تاقصة [خ] - امسن : ناقصة زي] ‏ - 2وع سن: وم ص [د] / وم من نصف قطّرها: 


مكررة [ح] ' قطرها: قطرها إتا. ج. دار ز. طباعء لء قا ضري : اومريع [خ] / سطح مسطخ [خ] ' نص باه في : يمكررة 
[ذ 3نصف: لاقصة [ل] راب: بأ[ذء. ع" مح جه رجا ذم عت م] / وز: ه ررشْع / فيه: ناقصة [ذ. ع] / حصل: 
عصل [ي) 5-3 قربع ... جميعًا : ناقعسة [خ] البتا ؛ في مامش إنشع - 4 سطم (الأيلى): ناقصة [دء ع] ] تعش (الثانية) : ناقصة 
لح] نأب أي م لل : ولي نصف [ي] ١‏ 5 إذا: أثبنها فوق السطر[ن] أ القطر: ناقصة [ي] / سطح: ناقصة [و] - 6 انحيط : 


ناقصة [دء خ] ', الدالة : ناقصة [1] /, ضعت : ناقضة زع] نصف [ذ) / دائرة: الدائرة زضي] 8 يد ناقصة [خ- سء شل ء. فض ماع 


5 كي] / سطح: ناقصة رخ . شر ء عع / نصص الككرة : ناقصة [خ] / المستدير: المتديرة زجدء س. قّع / قاعدتبا : قاعاته [1. ب دك , 
شل جل اح هه قررء سل شا ص . ضف - ل عء شااكء للاتنا عياف شويع - الإا با هد اادج [ع]ا باج رم] ' 
أباج: اج إج] /تقع: بقع زر سن ك. ل . ن. و] / قاعدتها: قاعدته [ا با نش فشان جاح ع ىدن ره سن شن صن من 
عا نا 5 لا ممم هاو. ي] - 10 يكن : نائصة [3] /, ضعف : ضعيف [س ] / الكرة: تاقصة [م] - 11-10 الكرة ... نص 
(الأول): ناقصة. لكن تجد في اطامش واسطح نصف كرة اباب د مليكن ماويّاد مع «ظء فوقهاء بعتي «الظاهرة [ج] مكررة لخ _- 
ا لكرة زاتاتيةع : ناقصة زم / وهر: راخ] اكرة : ناقصة رمق ع رء س] ‏ - 2م عطكد اح طك زباء غوف شء ا ص] داح 
[ج] أكرة: ناقصة [1. باغ . لد كام ,شل ء صء وإ أب جاد: اياج زجاء نت ر] / ممسم: ناقصة زفح / وصفا: وضعنا 
ل كع أردائية: ناقصة رع 3[ عيث: حيث [خ. ي] ا كرة: تاقصة زساء اتن را س]ع / هاج ط كح طاك [خ] / ضعض: 
ناقصة زقع - 14-13 كان ... ماح ط كك : أثينا في المامش 5 ] نقصة ام] 3 4 وأعظم ... اباس : ناقصة [س] / ه اح طاى: 


عد ك5 [لخ]' | لفعف : وضعف [اء باءاخ شرا صضء ا ضل ءا ق. كء ل. نء ب صمف زحاءات ٠‏ ن] نصل [خ] /, فضعض مطح دائرة : 


مكررة [ئ] - 15 ه حوط 5 خ [خ] عطاك [مثح ر منه: من [س]. 


1١1 


ثم ليكن ضعف سطح دائرة أب ج أعظم من سطح نص كرة / اب ج دء وليكن 
مساويًا لسطح نصف كرة وزل م. ونعمل فيه مجسمًا - ىا وصفنا - غير مماس لنصف كرة 
اب ج د./ فيكون سطح المجسم / أعظم من ضعف // سطح دائرة اب ج / لا مر وسطح 
نصص كرة وزل م أعظم من سطح الجسم لكونه مميطنًا به. فسطح نصف كرة وزل م أعظم 
كثيرًا من (ضعض» سطح دائرة ! ب ج ء وكان / مثله ؛ هذا خلف. فإذن الحكم ثابت ؛ وذلك ما 
أردناه. / 


وقد بان منه أن سطح الكرة أربعة أمثال سطح أعظم دائرة تقم فيها. / 


- يه - كل كرة فإن الحاصل من ضرب نصض قطرها قي ثلث السطح حيط بها مسار 
لعظمها. 

فليكن الكرة ١ب‏ ج د ونصف قطرها س ب. فإن لم / يكن س ب في ثلث سطح كرة 
ب ج د عظمهاء فليكن أولاً أصغرمن عظمهاء وليكن س ب في ثلث سطح /كرة أعظم من 


2 6ه وول ء[س] وعم : ويعمل [سن] ؛ وتعمل فيه محسمًا: ناقصة [يع / بحسمًا: جسم [ع] / وصفا: رضعنا زل. 5. يع - 
3 يكو مليكرن [ى] . اتجسم- الممسسة إني] '/ أعظم : الأعظم [خ] - 4 أعظم ... وزل ع: مكرية [ع] / من نافصة [خ] / به: ناقصة 
[جء نام رء. اس ] . سطح: بلطح إت] 35 حلف! هو خلف [خ]' ثابت: الكابت [خ] ‏ 7 وقد ... فيا: ناقصة [س] اثبنا اي 
مامش ننت] نفع ناقصة زمر ء كال لباء ن. و] برتفع زه] ' قييا: ناقصة رسا و صاءتي] - 8 به : ناقهة [اء حءاده س عش ء 
ضدعء. لعلب] 16 [ط ] ' كل كرة : ناقصة [خ] ! شرب : الصرت زغ]ء عدي عامش [1. ش] التعليى التالي «وييزه مله الى سصح قطر 
لكرة في خبط ريط (1]) أعطم دائرة بعد فيا ماو زساويًا [1]) لسطه الكرة لما تبي أت تصف قطر الدائرة (الكرة [:]) في صف ميضه هو 
١‏ - ذه 00 اعد كت 
عناسة الدائرةه ', اغيط : باقصة زقف] 


010 سن ند من قاصات [س] نب [عل ب أعطه [2] من لس عاص نه [خ] لسك تاقصة 


رس] - [أاماعافى ع د[ما عاس] اشاس هل سطع كرة: كك في فامشي [فب] عليه (اكبة): ناقصة زع] ويكن 


5 


اعطم م دقصة [ي] كرة أعضه من فرح [ذ] عط م ادقصة [ح] 


1514 


وعد اولاز دو 


فض كربا ال 
ل د 

طا- 4و" دور 
م ةا 

ا نعم لط 
شر - 4كعز دير 
ل - 51 -و 

خ ل ١كا‏ دو 
نات 54و ناظل 
و م" اه 


كرة آ ب ج د مساويًا لعظم كرة آ ب ج د مثلاً ككرة وزل م. وليكن / مركزاهما واحدّاء/ ع -م -ظ 
وتضيل على جرة ابدجة 3 سا حا وصفنا- لاغاس كرة وزل م لزع ا ون 1 
ثلث/ سطح المجسم يساوي <(عظم» المجسم ويكون أكثر/ من كرة ١‏ ب ج د. ويلزم منه أن يكون ت - ؟4؟ 
ثلث سطح الجسم أعظم من ثلث (سطح) كرة وزل م الحيط به؛ هذا خلف. بخن 


ميك جف الك | سه عفاي ج25 فط من عظهاء بيك سيب ق قن دسم - 
سطح كرة أصغر من كرة ١‏ ب ج د - ككرة ه ح ط ك - مساويًا لعظم كرة 1ب ج د. ونعمل 
في كرة 1 ب ج د مجسمًا كبا وصفنا بحيث لا يماس كرة هد ح ط ك. ويجب مما مرّ أن س ب في 
ثلث مساحة سطح المجسم أصغر من مساحة كرة أب ج دء فنلث سطح ه ح ط ك أعظم من 
ثلث سطح الجسم المحيط بهء هذا خلف. 
فإذن الحكم ثابت؛ وذلك ما أردناه. 


1كرة ... وزل م: اقصة زي] فراغ [ذ] / كرة: ناقصة وخ] / ماويًا ... ابا ج د: مكررة [ع] / لعظم: اعظم [خ] لمظي [0] / 
ككرة: لكرة [ب. ش: ص] الكرة [خ] / وليكن : فليكن [ب. شى] / مركزاهما: مركزهما (خ] مراكرهما [ث] مرازاهما [و - 2 وتعمل : 
ويعمل [س] / على: تاقصة (خ] / وصقنا: وضعنا [3د: طْ لد كع / يماس : عماس [ساء ش ءالط 4 سن اعنتة س ب ! (ع] 01 
3 سطح: الطح [ق] كتب فوقها «مساحة؛ [1] / يساوي: تساوى [ب: ش] ينساوي [1] / ويكون: مكررة [ف] / أكثر: أكبر [ت : 3 
قذاء ق] / اناعد د اباط دم [ع] /منه: ناقصة [ت] - 8-3 الجسم وبكون . .. الجسم : اناقصة [1] - 4 ثلث : : ناقصة (ع] ألّبا في 
غامش [ت] / المجسم : ناقصة [ث] / الميط : محيطة [ساء شي] 1ب ناقصة [ق] - 54 وزل م ... كرة: ناقصة [خ. ي] - 5ثم 
يكن: ثم لم يكن ذم ؛ ط) / ثلث: ناقضة [9] / سا'ب: سات [م] - 65اياج د ... سطح كرة: ناقصة [ثه س] - 
سطح : ألنها فرق السطر[م] /1ب ج د: ناقصة زباء ش: سرع أثبما في اهامس [ن] فرق السطر [و] / ككرة: لكرة [ي) / ه ح ط ك : 
ح طى (خ] / ساويًا: مساو [فى] أثبتها في الهامش [ث] / لعظم : ناقصة [ح] / ونعمل: ويعما : ويعمل [س]_- - 7 ومفنا: وما [ذء طء له 
كاى / عيث وي عه ب (غ] اعاض: عماس [بء ش] / كرة: ناقصة [ع] / ه ح طك : ح ط ك [ت] / وبيب : ونمت [و] وبعيث 
زخ] ويلزم إدة ع ٠‏ ط] / تما: بما [ت] / أن: من ان [خ] / سى ب: ح ب [ت] / في: مكررة [آن) - 8 سطح (الثانية): ناقصة [نتاء 
ئّ هع 1ك : وح في ط كال [ت]) - اللث: اقصة [ت] ل ب (خ] / الجسم : ناقصة [نث] ‏ - 0 فإذن: بان زي] ل ب [خ) / 


ثابت: الثابث لخ]. 


/ - يو - نريد أن نجد مقدارين يقعان بين مقدارين مفروضين / لتوالى الأربعة على نسية ز- 0ه م 


غ5 اط 
وأحلبة., 
0 5 ل 5 0 8 
وعلم ذلك ناقم لطالب أطندسة ؛ وله يعرقب ضلع المكعب./ وذلك انا إذا عرفنا مهدارين 1١55-2‏ و 
1 ااا ومع دو 
يقعان / بين / الواحد والمكعب على نسبة واحدة يكون ثانها من جانب الواحد ضلعًا للمكعب. ى عم بر 


صا 54م اط 


وهذا العمل / لرجل من القدماء / اسمه ماتالاوس / أورده في كتاب له في الهندسة / ونحن نصفه. 00 5 


ليكن المقداران خطي / م ؛ وليكن م أعظم من 3 / ونرسم دائرة/ 8ب ج ونجعل قطرها , _ .»| 
وهوااب مساويًا لامع وتخرج فيها وتر! ج مساويًا لمقدارن . / وتخرج من ب عمودا على ١‏ ب . في هع داش 


٠ انا‎ 0 000 


2 


ونرج اج حتى يلقاه على زء ونقيم على / قوس / آج ب نصف أسطوانة مستديرة قائمة. أعهي ار ٠.‏ ال 
8 07 , 5 وس ال 7 8 8 ور :5 5 ع م اس ايه - هو 
تكون أضلاعها اعمدة على سطح دائرة أج ب. وندير على خط اب نص دائرة يقوم سطحها ى . ,-, 


ا ده هل 


أ ير: نافصة [ح- س - ش . فى . ع . في . ي] الشكل المسادس عشر من كتاب معرفة مساحة الأشكال البسيطة والكرية تبني مرمى محمد 
والحدسسن وأحمد [ر] / بريد: ناقصة [ح] / عمد : اسح د [خ] / مفروضين: مفروضتين [ز] / تتوالمى: تتوالى زخ] لتوالى [خ: ش ] ليستوى [ح] / 
الأربعة : لاربعة رض - 2واحدة: واد وع] - 3 لطالب: لطلب [مع / يسرقة: يعرف [ف] بقدر [كى . ل] ” قلع ١‏ مطح ضلح [ع] 
ضلعب رش] / أنا: ألييا فوق الطرؤث] - 4 ثانيا: ماقا [س] / للمكب: لمكعب وتث). - 5 العمل : لعمل [ح] أرجل : لزخل 
[ل] الرجل [خ) / القدياء: العلاه [ج. نثاء ر. س] ' تصعه: ونصفه [ج] نضعه [ح] ١.‏ 6 بككن” الكود [1ء ب خضي : ألبب في 
احامشن [قل] ' وتجمل : وغل [س] ‏ - 7 ماوبٌ: مناو[ج. رء شن 03 05 نء ني وتمرج: ورج [سن] وترة وترا [ع]7 مسوبا 
تقدان: مساو بنقدار [ر. ك ]5‏ وتترج: مرح [س] / من ب: فلغ [ذ] - الاحتى: على [دبع. ط] / وتقي : وني ه [خ] ١‏ نصف: مرا 
[د] ‏ سدديرة! متدير[ي] - 9سطح دائرة: قراغ [ذ] اجابا اناج وقاع. طإااس إمن] لابه : ب زخ] / يفوم ١‏ ثقره [3. 
ص ل] ! سطحها: سطها ]١[‏ 


على سطح اب ج / على / زوايا / قوائم وهي قوس اح ه. ونثبت نقطة أ من قوس/ اح ه في ش-56ا اظ 
لت 


موضعها كالمركز وندير قوس ! ح ه على مركز | بحيث يكون سطحها / في جميع دوراتها قائمًا على ن - م., 
سطح ١‏ ب ج على قوائم ليكون قوس ! ح ه يفصل سطح نصف الأسطوانة القائم على قوس 72 7 
اجا ب ١‏ رتبت | شي اب جاور وزدبطلث] زب عل عور / حت باق خط ]3فضل + 0 


3 > للق جو 


سطح نصف الأسطوانة وترسم نقطة ج من خط أز في دورائه نصف دائرة ج ع د قائمًا على ذ - هم ظ 
سطح آ ب ج على قوائم. ونرسم على الموضع الذي يلق فيه خط ! زفصل سطح نصف الأسطوانة 
نقطة ح. ونثبت قوس أ حه من مدارها عند نقطة ح ونخرج خطي اح ح ه ونرسم حيث يلق 
خط اح قوس جع د نقطة ل» ونخرج من نقطة ح عموذا على سطح دائرة آ ب ج وهو 
خط ح طء / ونخرج ل ك وهو عمود على سطح دائرة أب ج لأنه فصل فصل مشترك لسطح مثلث 5 -؛؟؟-ظ 
آح ه / ولنص دائرة / جع د القائمين على سطح آ ب ج»ء ونخرج خط ل ط ونبيّن أنه عمود ث- 8م -, 


ط - تم5؟ سو 


غل 1ل لأنه مط ج كدق 2 ه مثل مر الاكد.] واكن ضرف جد ك في ك.د مل شرب د 5 1 جو 
في كدااء فضرب ط ك في ك ١‏ مثل مربع 5 فزاوية ط ل ١‏ قائمة. وقد تبيّن أن زاوية اح ه 


قائمة لأنها ركبة تنصف دائئرة ١‏ اعرف : مان زازية / 1ل حر لخن واي د 0 ]0 
أ عل 5-55 2 : 3 وال ع اا 


دائرة / أب ج وخط ط أ في سطح دائرة ب جء وأن / زاوية ال ط قامة | مي تلاس ى ‏ وو ىر 


سطح ... زوابا: قراغ (3] باج : أح [ع] / زوليا: زاويا ت. ي] / قرائم: قائم [كد» ل] راح ه : أده [س] اح «٠‏ و[خ] / 
ونلبت: وثبت [1: طء ر] / 1: آم [ي] / ١‏ من قرس ؛ ناقصة [خ] / اح ه: احداه [طعاه ح[باء ش: ص] - 2-1 في موضعها 
كالركز: فراغ [ذ1 - 2 مرضعها: مراضعها (ش] / وندير: وندوير[ذ: ع٠‏ ع ط] راعى اع ار ع1 : اقصة [و] / دورانما: دوراتا 
زصء ط] دورانا زنع / قائمًا: فانما زئ) - 3 سطم ح: ناقصة رذ عء 1 / ليكون: فيكون [ت: عء ط] / قوس : ناقمة [س تعن / 
يفصل : مكررة [ط] بفصل [س] اقصة ر تقصبل [0] سطح نصف الأسطوانة : ناقصة [جء رع - 14ج ب: اج ل [س] / ونثبث : 
محا و /كاغحور؛ كالركز[ج :ت: ره س)كاحوره [م] كامجور [خ] / وندير: ندير[م] / حتى: عل [ص] / يلق: تلق [خ] / يلق خط 
از: ناقصة [ج . ر) / خط : مكررة [ذَ: ط] / فصل: ونصل [ت] فضل [بء ش] يفصل؛ وكتب فوقها «نصل» [ر]+ مد في هامش [1ء 
بيء ب. ده ص: هع التعلين النالي «هو خط متحن بحدث على سطح الأسطرانة من حركة نصف دائرة قاحه, - د لي: ناقمة [ي] / 
ج عد يم ب 1 .يوئر ليقو ليت 2 س] الي الى «ج ع منا يكرن دال الأسطوة» / قن : فانما زو - 
65 نقطة , نم : أليتبا في الخامش [ه] - 6فيه: منه [خ] /از: اقصة [ي] آب [ث] / فصل: فضل [ب: ش] / سطح نصف: 
اسن سكن دبج لو حت جب تق مطح [ن] - 7 ونقبت: وثبت [طاء غ] ' إاحجه: : اهاح [باء ش: عس] / مدارها: 


مركزها [آس] / وغخرج ورج [س] / ونرسم: وترسم [س] / حيث: ناقصة [خ] / بل : تلق [آس] - 8اح: آح [س] / جع د: جع د 
[ضع /ل : د [فءع؛ ط] / وفغيج: مرج [خ: سء ي] / ح : نافصة [خ] - 9-8 وهو خط ... !باج : ناقصة [3 ع - 
اح ه : أهاح [س] / ولنصف؛ ونصف تع / القاء تمبن: القالمتين [1) باء دثء زدا شغ ضء نى / اساج: اج [فع / لاط: 
وخ ٠ن]‏ - [1سطح: نائصة [ج) / جد ى ؛ كك [1] ناقصة زه ] /ك د: اد بد رخ] / ضرب (الأوق): غر[ن / طكى :كط لكاء 
ل] طال [جء س] 121 ولكن , ل 5 : ناقصة [م] /ك د مثل صرب ط ك في : ناقمة [خ] - 1512 انما" لسري : ففر 
[] / طى : كك ط وك لع 7 5 آ : بال[خ] / نضرب لطع في 2 ا : مكررة [1] ناقصة ذه ي] / لك : ك ل [ن] /ط ل1: ط ل [باء ش] 
ىإ ل [ي] / تبين: ببن [سع - 3] دائرة : اقصة [ع] / اح ه: اح أو [ى] /اعاح: ل طاح [ا] لاحل حل [ضس. ك الىء 
نء باط بح [خ] - 14 وحظ ... با : ناقصة (هع / آل ط: ا : وأثبت الصواب في الامش ى [ن] / فثلقات : مئلنات ت]. 


1١ 1 1/ 


ه اط ح / آل ط في كل واحد منها زاوية قائمة وزاوية حادة مشتركة»/ فهي متشابهة : رحاوع 
ها إلى اح كنسبة اح إلى اط وكنسبة اط إلى ا ل. ولكن خط / 1ه مثل مقدار م / و مرم -, 
باط لاملل كارة اده با شا ح اط وتوالت على نسبة ؛ وذلك / ما أردناه. / 2-5 


0 


0-1 

ع 5ج اظ 

بت ع ع 5 م 6-7 

- يز- ولآن الأشياء / التى استعملها مانالاوس وإ ن كانت صحيحة / فهى إما ألا يمكن أن ح- هم -و 

6 4 * ق - 54 ب- 

تفعل واما انْ 1 تكرن عصرة جداء طلنا / لذلك وجهًا اسهل. 0 ار ب 
تنكم الانقاكة ١‏ عن عقيل د د علد 7 يك وج ,16 كادة تح ضيورت أت 
فليكن المقداران ١‏ ب ونحط ج د مثل | وخرج عليه عمود ده مثل ب ونصل هاج موطف 


ونخرج / ج ده د لا إلى حدء ونخرج من ه عمودًا / على ه ج إلى أن يلتق ج د على وء ونخرج ش - ٠,١‏ - 
من جد حيطا موازًا ل وله أل يلق ع د عل #وغرعجد» وفوجه إل أن يصبوع ص عل 2 1 
ونتوهم أن خط وه يتحرك من ناحية نقطة وإلى ناحية / نقطة د ويكون طرفه الذي عند وغير ن- ١١‏ -ظ 
مفارق في حركته لخط ود ويكون الخط في حركته لا يزال ير على نقطة ه من خط ج ه كها 

إذا تحرك خط وه كا وصفناء فحيث كان طرفه من خط ود فإن خط وه في تلك الخاك ن ‏ ,, , 


يمتذ على استقامة ما بين نقطة طرفه وبين نقطة ه من خط ها ج. ثم نرسم على / الممدود على > - 006 -و 
0-6 5 للستت ح_ ل -؟! لظ 
استقامة / خط ه دكء/ ونتوهم/ أن خط م ص يتحرك من ناحية نقطة م / إلى ناحية / نقطة ٠.‏ .., انر 


ك5 ويكون طرفه الذي عند م غير مفارق في حركته لخط مك ويكون خط م ص في مك له ص - *" 


ع انقاسةا 


أاحه:احده [س] / اط ح: ناقصة [ص] ط ح [س) / ال ط : ناقصة (ع] أ ط [خ] / واحد: ناقصة [م) / قائمة وزاوية: 
ناقصة [ي) / وزاوية: وزاوية ط (خ] وزاوية ' [ز] - 2ه أ: ع [خ] ١ه‏ [ز) / اح (الثانية) :_ح [خ] / وكنسية: كنسبة [د: س] ونسبة 
[نا / ولكن: وليكن [ذ] / 1ه : أح [ن] - 3مقدارا: ار[خ] مقدار[ع) /ن: ر[ذ] / اح اط: (طاع زاء فع / وذلك: ذلك وذلك 
زد طء ٠ع]‏ / ما : ها رخ ' | أردثاه : كتتب بعدها «ثم: [0] 3 4 يز ناقصة [خ :زر زءوء س؛ شء؛ ضىء عل : اعء ٠‏ عي] / ولآن الأشياء: 
ثاقصة [خ] / التي : ناقصة ث] / استعملها: يستعملها [صى] / مانالاوس : منالاوس [ح؛ س] / وإن: فان [ك] / كانت صصيحة: كان [3] 
كان محيها [اء بات جدء حا خء شوره زع س2 شه سنا ضنى) خه طء فاك لام ذو و نهء ي] / ألا: ان[عع] - 
54 ألا ... وإما: ناقصة [م] - 5 تفسل: يفعل [اء خ؛ رء سء طء ل) / تكرن: يكرن [اء خ؛ سء ط: ل] لا يكرن [بٍه ش] / 
عسرة: عشره [أء خ. شن ؛ طء وء ي] / لذلك: كذلك [خ) - 6المقداران: المقدار زي] / ونخط : روط 1+ باء خء شء ط] ونخط 
زت. ن/ 1آ: اورف ع؛ طغاه زس] /ب: باج [ثع] - 7جاد: : ع دوذ عء طع/هاد: ه [ط] /لا: ناقصة زكء لع / حدء 
اخد [ث] / ونخرج : وعفرج [س] // على (الثانية) : نافصة [ي) / ونخرج : وجخرج [س] ‏ - #وهوم ج : ناقصة [ح» خ] / م ج : حح [ي] / 
وشخرسجه : مخرجه [خ] / أن: ناقمة [دث] - 9 ونتوهم : : نثوهم [حء هم] وهرهم [ي] / ناحمية : : ألبتها فوق السطر[ح ح)] /و: ناقصه [خ] / وإق 
ناحية نمطة : ناقصة [ذ. ع طع / طرفه : رمه [ي] / و: رزتء رع - 0 مفارق: ممارن [ي] / حركه : حركة [م] / لخط : خط [خ: 
زه فا مء ي:] / ويكون : : ولكون [س,] مكررة [ر] / حركته : الحركة [جدءتء ي) / لا: الا[ذْ: ع: ط] / خط : خطة [س] ناقصة [ج] / 
كها: كا زخ: فى مى: ع: طء ي] ناقصة [ز] -- 11 إذا: فاذا! [ن] / خط : ناقصة [ز] / وه : وح [ح] / وصعنا: وضعا [خء كء ل] / 
فحيث: بحيث [خ] / خط : ناقصة [2] / فإنَ: فان كان [ت؛ جء رء سع / الحال: الحالة [ب: ث؛ شع -- 12 عتد: ممندا [ع] وعتد 
[بهه شء مى] تمند ل] عند [ي] / وبين: ولك ل] /ه ج: جه [بء شع /عى: ناقصة [ط] / المسدرد: الممتدد [ع] اغحدود [1؛ 
ن] - 13 خط : ناقصة [س] / وتوهم : وسوحه [ي] م ص :اف حح [تي] / يتحرك : متحركة [ب.؛: ش] - 1413 إلى ناحية ... مفارق 
1 : ناقصة [م] - 4! طرفه .. يكين أثبتها في الهامش [ن] / م : ناقصة [ر] / مغارق : مقارن [ي] / حركتة : حركه [ط] / لخط : الخط 
[ع] / م ص: مسن [كء ل] / في حركته : ناقصة [ج]. 


١١4 


يزال مارًا على نقطة ج من خط ه ج كيا وصفنا من حركة / خط وه. ونتوهم أن خطي وه ر- .ه 

م ص في حركتها متوازيان. ونتوهم على طرف خط وه على نقطة ه خطنًا قائمًا على خط وه 

على زاوية قائمة مثْبتًا/ معه في حركته ء ولا نمجعل لمذ! الخط غاية محدودة ليككون // هذا الخط لا م- .م 
يزال يقطع خط م ص عتد تمرك خطي وه م ص. فإذا تمرك خطا وه م صء وكانا في حركتها ر .من 
متوازيين: ولزم طرفاهما خحطي ود مك كا وصفناء فلا محالة أن الخط القائم على خط وه على 


أعارًا: مار[جع ماج جاه [إباء فا شر لعل طدى] / وصها: وضعا [ش. ك. لء و] / من : ناقصة [ون ومن [ج] ( حركة: 
حركته [و] / خط : ناقصة [د. ي] وه : ور[جع ره [ي] / أن: الى [طع - 2 حركتها: حركتها ب. ثن. ص ء ع. هء و] / ونترهم : 
ويترهم رس ] رتوعم أن [نت, ا جدداخء 03 راض اع ط. مد ي] اعل: ناقصة زح كلت عا ي] من [م] / على : اقصة إن] , 
نقطة : نقط [كع ها : ناقصة [ل] 2 2-1 ينترهم ... وه (الأول) ! ناقصة [م] - 3 زاوية: زوايا إجءت: ن] ' مثبئا معه: مثلها معه 
[1] عتابعة خ. ز. س: ل] مابه [ي] / عل : صل [ذ: ط] /, غاية : فاند؛ ونجدها فرقها السطرمع «صع؛ [ع] / عنودة: مدودة [ش] 
خدوده [خ] / يكون: يكون [تع] - 4 يقطع : تقطم [س] بقع [خ] / خط : عمط [س] ناقصة زم] / م صن : مم [ع] / خبطي : خط [ز؛ 
خ. ي] م ص: م س [ع] / قإذا ... م ص" ناقصة [1- ب شلا ء صلء ضء لء كء نء و / طا: قراغ [ذ] '/ م صى: ناقصة زي] '/ 
كانا: كات [ه] / حركتيا: حركتها [ع] - 5 منوازيين: متوازئين [د] / خطي : خطين [ز] / وداء ك : فراغ [ذ] / وصفنا: وضغنا (ل] / عمالة : 
ل الر زي] ف [تع ؛ أن الخط : مكررة [ا] / وه على: وه مص [م] / نحط وه على: ناقصة [د]. 


حال 


زاوية قائمة الذي يتحرك معه ويقطع خط م ص سينتبي إلى نقطة ص . فإذا انتهى / الخط القائم خ ٠٠-‏ - ظ 
على وه إلى ص أثبتنا هناك خخطي وه م ص / وخططنا خطي ه ص وم. ومعلوم أن خط غس- :م-, 


ويد الاي يدي او لوس حل الذي جعلناه 


ث ع اما 


ل 


من > 6م - قلا 


5 إن خحطي دم / د وبين مقداري ج دده ا 9-000 دهم دو 


وكنسبة د وإلى ده. 
برهانه : أن خطي وه مم ص متوازيان / متساويان وزاويي وه ص م ص ه قائمتان: 
فخط // وم / مساو لخط ه ص // وكل واحدة من زاويتي / ه وم ص م وقائمة. ولكن م د 


عمود على خط وج وخط ود عمود على خط ه م فنسبة خط ج د إلى د م كنسبة / د م إلى 
د ووكتسبة د و/ إلى د ه . ولكن خط ج د مثل 1 وخط ده مثل ب ء فخطا د م د ووقعا / بين 
١‏ ب وتوالت على نسسبة ؛ وذلك ما اردناه. 

ولكي يكون وجود ذلك بالفعل سهلاً تجعل مكان خط ه و/ القائم على ه ج مسطرة» 
ونجعل مكانَ ه ج مسطرة أخرى ينتظمها مع مسطرة ه وقطب عند نقطة ه مثبت في موضعه 
ومسطرة ه و تدور عليه» ونخرج خط ج م القائم على ه ج على زاوية قائمة إلى نقطة ح ونجعل 
ج ح مثل ه وء ونصيّر مكان خط ج ح مسطرة ينتظمها مع مسطرة / ه ج قطب عند نقطة ج 


١‏ زاوية قائمة: فراغ [ذ] ناقصة [د] / الذي ... على : : ناقصة [د] / ويقطع : ويقع [ع: ط] / خط : خخطي [] / م ص ن: م ح. [خ) / فإذا 

انتبى الخط : فراغ زذ] / اللخط : مكررة [ن. و - 2 وه: ره [ي] / إلى: عل كي #ببطفة ‏ وم؛ : ناقصة [م] فراغ [3] / 
ومعلوم : معلوم [ذ. خ] / يقوم: تقرم [س. ل] - 3 من (الأولى): ناقصة [ك . ل] / خطي: خطين [ز) / جعلناه : جعلنا [ذه ط3] 
4 يقوم: مقرم [ذ. ع] تقوم [س] ناقصة إإنا بقدم عل [ي] / وه : ده [ي] / حتى: علي ا خ] / بنتبي : انتهى [اف] / ص : ناقصة 
زو - 5 خطي: خطين [(] / بين: نبين [خ) / جد ده: ج روه [ط:ع] / دو: دص [س) - 6 وكسية: كنبة [حء. ي] / 
وكنبة دوإل ده: ناقصة إاساء ش] / إلى ده : مكررة (ي] - 7مناويان: تاويتان [5] / وه ص: وه و[خ] - 8-7 برهاته 
كن : مكررة [يي] - قوم : دم [ي] / لخط : خط [خ] / واحدة : واحد رخ» طع / زاوبتي: زوابتي [خ] / ولكن : وليكن [لفخ؛ 
] ِ و مجا زاك دضءه ٠‏ ن] رح [شضء كء ك] وح [ح] / وشط : وعطي [ضء ن. كاء اله ٠‏ ر] ناقصة [خ] / ود: : وج [س] وهاد 
[خ] / عمود: عمودا [ر] / خط : ناقصة [د: ذا ع؛ ط]ح خط [خ] /ه م : مه [م] رج د: ج زي] - 10-9 دم إلى دو: ده إلى 
ده [ذ. ط] - | وكنسية : كتب قبلها «ركنبة وه إلى دهده [ع] كنسبة [ن] / إلى ده : ناقصة [طع 7 1 : خط ١‏ [ذ: ص ٠‏ اع] ناقصة 
[ل] / 1 وخط: اوخط [ب. ش) / ب : خط ب [خ] /دو: دم [ث] - 2! ولكي : ولان [نء ذ: ع: ط] ولكن [ج ت] وليكن 
[خ: م٠‏ ي] / يكرن: ناقصة [خ. ع + تي] / وجود: قصر [ي] / بالفعل : بالعقل [س] '/ سهلاً: هذا [خ] / تجعل: ناقصة [ت] فجعل (م] / 
هو :وه [:) هاه ورّج] - 13 مكان بإب نافصة [خ] / / يتظمها : وبتعظمها ت. ر] يتظمها [خ] / مسطرة : مسطر 
[ز) / ه و: ع ر[ا] و[خ] / منبت: مثلث [خ: سء ضىء و] يثبت [ن] -- 14ه و: ه [و] و[خ: ثء ذء ط] / ندور: ويدور[ط] يدور 
زرهء س] / ام القائم على هج ؛ مكينة زب / 2 : فرق السطر[ي_- 4ؤغ-5ا خط . .. مثل : نافصة [ل] - 5 جاح : ص ح [زء 
1 + كثيرًا مأكتب الجير صاذا [زء خ] وإن نشير إليها فيا بعد/ هد و: حوزن غء فاع ٠‏ طء فناء ي] ح ر[م] ه ر [و] / ونصير: نصير 
[3ء ط] تصير [] / خط : ناقصة [ف] / مسطرة: أنيتها فوق السطر [ر] / مع مسطرة: ١‏ لتقضنة وني] | قطب عند نقطة جد : ناقصة [ي] / 
تعلة: قطعة [ع] ' ج : مع [مس]. 


مكيدل 


ز- ]1ه مدو 
نه ح 4 داو 
لش ل ءلاو ال 
و- الاأاظ 
كح اود جد 
ذ- إؤهمم ال 
كد وعم داك 
ط -785 عداو 
ل - مودو 
ند هو#م! اظل 
دروم 
7 لان 


الشظية موضوعًا على خط وهء / ونجعل / طوها مثل طول مسطرة ه و. وتجعل في طرف هذه + هر 


مثبت في موضعه ) ومسطرة ح ج تدور عليه كا تكون/ مسطرة ه ج ثابتة لا تتحرك ؛ فسطرتا ال 00 
به وجح تدؤران على قطبي عد ج. ونمذ مسطرة فيا بين نقطتي و ح ينتظمها مع مسطرة وه 556 
قطب عند نقطة وومع مسطرة ج ح قطب عند نقطة ح » / ويكون هذان القطبان / مرسلين غير ب 54و- 

مثبتين كبا تدورالمساطر الثلاث؛ أعني مساطره ووح ح جء / على مسطرة ه ج المثبئة بقطبي زدجمم+- ظل 
ه ج ./ ونجعل في ظهر / مسطرة ه وشظية د دقيقة نجري على ظهرها في مجرى » ونجعل وسط هذه ن-١١1-و‏ 


اضل 


الشظية الذي عند و قطبًا يكون مركزه نقطة وء ونقيم عن جنبتي ود سطحين يكون فصلاهها 4*7 
المشتركان مع [فصل] سطح ها ح / موازيين لخط ودء ونجعل هذين السطحين مماسين ز- ؟ه - ظ 
للقطب / الذي في / هذه الشظية ليكون إذا أديرت أضلاع مربع ه ح الثلاثة على ضلع ه ج خ - ١١‏ -و 
الثابت بق هذا القطب بين هذين السطحين وبق مركز القطب / لازمًا لخط ود وخرج / طرف أ - بس ” 
الشظية عن / نقطة ه متباعدًا عنها على استقامة / الخط الذي فها بين مركز القطب وبين نط 5 0-7557 


ل م1 حاظ 
ه . ونجعل / في ظهر مسطرة ج ح شظية أخرى وتجرى على ظهرهاء ونجعل ابتداء هذه الشظية من بر '.., _ى 
عند نقطة م ومنتهاها عند نقطة ص كبا يككون طول هذه / الشظية مثل طول الشظة المركبة على ذ- مم - و 


مسطرة ه و / ونجعل / في طرف هذه الشظية الذي عند م قطبًاء ونحتال فيه الحيلة التي وصفنا و- الا دو 

كلح إالؤخ حيو 
١‏ مشبث: مثلث [خ. ذء طاءاعء ي] يثبت [ت] / ومسطرة: ومسطر ؤي] / ح ج ؛ ج ح [كء ل] / تدور: بدور[ط] يدور[جء رء 
ال : كا [اء باء نثء ءا رء سلء شء صن من ء ففاء كء لاء ي] / تتحرك: يتحرك [اء رء س] - هو ه د زا / 
تدوران: بدوران [ط] يدوران [اء رء س] يدوراين [خ] / قطي : خطي [زء خ] / بين: ناقصة [د] / و: ه [1] / ح : ه لاخ] / ينتظمها؛ 
مسلعياة : ده بي - 33 د [آت] / ومع : مع [1: خ] / هذان : هذاان [خع / الفطبان : الفصلان [ذ] / غير: عند(م) - 
ن: مرسلين [ث] فراغ [ذ] / مثبتين كيها: مشتركها [و] كا : وح (نتعكا بده خا عن + بن ٠‏ ي] / تدور: بدرر [ط] تدرري] / 
م ماطي لوزن أوح: : هاح [ث] رح [م] و[ذ] / ح ج : ح [ذ؛ ط] / مسطرة: مسطر [ي] / على مسطرة: فراغ [3] / الثيتة: الملة 
[3 ظ اي الابتة وجح / قطي ابل هديرت ٠‏ جء ره س] لقطتي [م؛ خ) - 5 ظهر: ظهره [ن / هاو: وزتء اشء جاءاخ: 
ذء ط] | نجري: تحوى [م] يجرى [ر] / في: ناقصة [باء شل؛ صء ي] ابا تمت السطر [ن] و[ن] / ممرى: محوى [م] مع عجرف [خ] / 
وسط: هذه وسط [س] ناقصة [م] - 6الشظة : المسطيه [ع] / طولها: طوما [نع / ه و: و[ذء طء ي] ه (ع] ناقصة [خ] - 
7 الشظية : المسطيه [ع] كرر بعدها «موضوعا على خط» [ش] / الذي: التي و[خ] التي [ر) / مركره: مركز [ذء ط] مركزه عند زك . ل] / و: ار 
آنا / ونقيم ونقسم [0) / عن: _ على [سد ٠‏ ح] / فصلاهما : ففلاهما [با. ى. ذء ش: طع - 8 مع : معه [ز) / فصل : فضل [ب: د 
ش] / لخط : فخط [ض] / ود وتجعل : مكررة [ي] / هذين : جذين [ف] / مماسين: مما سبق 1م] - 9 للقطب : للقطر[ذ؛ ع: ط]. يعي 
مكررة لي (ع] / في : ناقصة إو] / الشظية : كرر بعدها «الذي عند و قطبا يكون مركزه نقطة و ونقيم وأشار إليها [م] / ليكون: كر اع 
طع/ إذا: اذ زي] / أديرت : مرث [ت] / هاح :اه حم [حء لع مه ج: ه و[اء ذ كا كذ » اعبش قدان ز: ش ٠‏ ص : 
ضباعء طء قء ل كاء قله و؛ هده وا ثيزلؤوت سن وخ - 0] الثابت : الآن زخ] / ب : فى [مس ٠‏ دآ دف [خ] / دب : : ولق [0] 
وهي زع : ط) / مركز: مركزها [خ] / الفطب: قطب [ع: ط] لقطب [خ] / لازمًا: لانها [1] لان ما [ي) / لخط : خط [خ] | وخرج : وخرج 
من [ف] / طرف: طرف ثم - ااعن: صغر [خ] / متباعدًا : مباعدا [ب: ح. من. ش. ضيء لء ك: نء و] مساعدا [س] / عنها: 
عنيا زج : ز: ط] /وبين: و[س] - 2اظهر: ظهره [ر] / ج ح هاج [بء ش] / ونجرى : وتجرى [ر] / ابتداء: اشداء [طع - 13 م 
. نقطة: ناقصة إجء ات] / ومنتباها: ومننا [غسء لء كء نء و] / ص كها: مركر [ع] مركيها [ط] ص كا [غس] / مثل طول الشظبة: 
ناقصة [خ» ي] / الركبة : : المركره [2] - 13-12 من ... الشظة (الأول): ناقعة وس] - 14هو: ه إسء طعّهه ور [ي]و[ذ. 
خ / وتجعل : نعل [ي] / الذي : التي [ب. ش ؛ ص] ناقصة [خ] / ونحتال : ونميال [ذء طع] / الحيلة: الميل [م) / وصفنا: وضعنا [ذء طاء 


كاء ل 0آ. 


ليكون إذا أديرت / أضلاع مربع ه ح / الثلاثة على / ضلع ه ج الثابت» تمرك مركز هذا 
القطب على خط مك ودئا طرف هذه الشظية من نقطة ي . ثم نثبت في الشظية المركبة على 
مسطرة ه وفي طرفها / الذي عند نقطة ه شظية أخرى على زاوية قائمة منبا تتحرك معهاء ونجعل 
هذه الشظية تنتبي إلى الشظية المركبة عل مسطرة ج ح وتقطعها كبا إذا أديرت أضلاع مربع 
ه ح الثلاثة على ضلع ه ج الثابت دائمّاء وجب أن تكون هذه الشظية الوسطى بين الشظيتين 
لا محالة تقطم الشظية المركبة على مسطرة ج ح عند طرفها. / 

وبالبرهان الذي قدمنا في الخطوط في هذا اش يُعلم أن الساطر والشظاياألتي حجري عام 
جح نقد مما أيه أن نعمل. / 


- يح - لنا أن تقسم مبذه الحيلة أي زاوية شئنا بثلاثة أقام متساوية. 

فلتكن الزاوية اب جدء ولتكن أولاً أقل من قائمة. ونأحذ من خطي ب 1 ب ج مقداري 
ب د باه / متساويين. / ونرسم / على مركز ب وببعدهما دائرة د ه لء ونخرج د ب إلى ل . 
ونقيم ب ز/ عمودًا على ل د؛ ونصل / ه زوتخرجه إلى ح لا إلى غاية» ونفصل من زح زع مثل 
نصف قطر/ الدائرة. فإذا توهمنا أن زح بتحرك إلى ناحية / نقطة ل ونقطة ز لازمة للمحيط في 


! أدبرث: ادير زي] ', ه ح ١‏ ه [ع] / تمرك: يتحرلة [نت. رع يتحرك من [ج] - 2 تثبت: ثبت [م] / الشظية: شظة ع - 
2 ركبة ... الشظبة (الأول): ناقصة [خ] - 3 هاو: و[تع / طرفها: طرقها [(] / تقطة: فرق السطر [د] ره : 3 رذ ع. طع / 
زاوبة: زوابا (آبا. شن. لده كد . ص د ضن - ن- و] / تتسرلك: يتحرك [1. ر. س] بتحرك [و] - 4-3 وتجعل هذه الشظية : ناقصة إن - 
4 تي : ينتهى [ل- ره س] / تنتهي إلى الشظية : ناقصة [ج ء انت] / وتقطعها: وتقطها [ث] كما : كا [ض] / إذ1: أثبتها في اهام [ف] / 
أديرت: فراغ [ذ] - 5 للدت :ل : المثلثة زنث] ناقصة [س] أره اجدا: هاوج [اد ابا نش جاح خ: دء ذء ران شن. ضء عا ط. 
انا ل. ك. ن. و ي. شعاح [ص] ه رح [ثء م] ه وخ [س] / الثابت: الثانيه [2] / دائمًا: يانما [خء ط] 'ر أن تكون هذه: فراغ 
[37] , الشهمين: الوسطين [ذ. ٠‏ ط] الشطيتى [خ] السطين [ي) - 6:5 الوسطي ... الشظة : ناقصة [ع) - 5 عائلة عد [ث] /, تقطع : 
قح [س] ؛ الي لى مسطرة : راح [ذ] ' على : ناقصمة 3م] / حت ح: صم مح [خ] / طرفها طرفها [ن] - 7 «الثانية): ناقصة رع] / 
5 لاه : قراغ [3] ! هذا: هذه [ا)] ١‏ بحل * ناقصة [ه] , المساطر: المساطرة [ع] المطرة [اء قم ٠م‏ لطر [خء زد ي] / والنظاما: 
«الشطان دناطع - ق#إناء اذ [ا] ل اليدت: ألبت زا با جاح دان لاس حش عا لكا نا ع طء عاء وهاي ] يثبت زات 


خ] ؛ ثبعت ... 'ننت: فراغ [ذع /, الذي : الي [1] / انتهت : اثبت [م] /, الوسطى : لوسطى [ث] / طرف : الطرف وبا شع - 85 ققد 


عقدم زت] | م: قر زاح / أردفا: أردتاه [1. ب شن ل / أن تعمل : ناقصه زلع ‏ - 0 يم : ناقصة آم دس شن قن ع١‏ اي] 
عم رضد في الفامش 0815 [د بطع ال: ناقصة [خ] / نقسم : بقيم [خء ج] فيل [ذ] / يهذه : بهذا زع / أي : ان و الى ريع ثر بثلالة : 
قله وض.ء وء ل. ك. ن] ثلثة [س) - ١‏ فلتكن الزاوية أب : نائعبة رثع ثر فلعكن : وليكن [خ: ن. م] / قانغحة: قامتين زع] / 
ندا أب [ذ. ع؛ ط] رابج : ب وخا مقداري : مشدارين يع - 21 مقذاري ب د باه : أنبتها في الامش [سع ناقصة 
إث] ‏ 12سدد؛ : بد و [ذغ: ط] / متساويين: متاويتين [ذء ط] مساوتين (خ] ل ب وبعدهما: ه د يعدهها تع ه وببعدضا زج ؛ 
رد س] أ دائية: ناقصة زلء صا نال سل حت نل قن عن شن صن ء شي . لل ل كا نه م هءا و ي]كتب تحت السطر «تصف 
ذائرة” ثم ضرب على دنصض» بالقلم [ن] 7 دهال: وهال [ذاخ .اطع - 13 لدع دل زد هع , وتقصل تفصل زف طع - 
4! فزذا: واذا [خ] / زح: زه زسر] / نقطة ناقصة (ي] / ونفطة مكررة [ط] ناقصة جع / رز : تاقصة [س] ه زم / لازمة + لال مه 
لق ]- 
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حانن 
ي ابا دو 


0 نضا 


ذل لاه سور 


ةا 


نباية ز- 8# داو 


حركتها وخطً زه ح في حركته/ لا يزال عر على نقطة ه من دائرة / د ه ل وتوهمنا نقطة و لا ل - 4م -, 

154 اط 
تزال تتحرك حتى تصير نقطة ع على خط ب زء/ وجب حينئذ أن تكون القوس الني بين الموضع . مذ اط 
الذي انتبت ت إلبه نقطة ز وبين نقطة ل هي ثلث قوس داه . والزاوية/ التي توترها هذه القوس او 


ثلث زأو به دناه/م 


: برهانه : ليكن الموضع الذي انتبت إليه ز ز نقطة طاء وتفرج طاه يقطع / ب زعلى س . خ-69 اط 


ع اوم 
فخط ط اس مساو لنصف قطر الدائرة لكونه مساويًا ل زع. ونخرج من المركز قطرًا يوازي ط ها 
وهوام ب 5 . وتخرج م طاء ف ط س مساو ومواز ل م ب :/ وم ط / مواز ومساو / ل ب اس . 5 
وسد سن عمود على ل دء ف م ط عمود على ل ل دء ولذلك يكون منصفا بالقطر ويكون مل مثل ا“ 1" 2 
ل ط ودك مثل مل /وماط ط مساو! كاه ف دك مثل نص ف 5 ه وإمثل» ثلث دهاء وزاوية ه خخ" حاو 


0 ك باد ثلث زاوية ١ب‏ حدء وذلك ما أردناه. 


ارهاج. وعاح [شع رخ زجع / فق : ناقصة زي] أ هرا عركر [فاع. ط] - 2 تزال: يزال [رء سء ١‏ ل] / تتحرك ؛ يتصرك [1. 
رس . لخ /, تصير: مد في عامشي [1. بد دء شىء منء ه] التعليق التالمي «وعند وصول ع إلى ب زلا يصل ط إلى ل (ناقصة [1]) رالا 
جرلا ولمع بل جود تأختين في مثلث ندا سس لإلنسه [باء شن ])1 "ار حالف : اع [ت] - 3 ز وبين تقطة: ناقصة [س] / ده: ساده 
[ت] ١‏ والزارية : قالزاوبة زف ع؛ طء م] ر ترترها: تور [جء ات] برزر [س] / هذه! هذا زع #4-3التي ... زاوية: ناقصة [ث] 
4 دباه: باه [ع] 5 برهاءه : نافصة [س] / يكن ١‏ لكي زد عء طع / زج ناقصة [ج] 1 ط هاه :اه [نث] ١‏ بقطم شطع 


[ن] / باز جم ر[ات] دائرة سر رخ] ' .اس :اد [ث] 6مار: تمد لي هامش [1- با د. شء ص . ه] التعليق التالي «ل ب د غير 
موا له ه وإلا زولا [1]) بترء أن ؛ بكون ط ها مساو (ناقصة []) للقطر, ٠‏ لكريه لكونا زخ] نع لدج لص ل ورج ٠‏ مخرج 
5 - 7ف ظاس: با ضام ل 1م] وظ عن با واو مواز سا اس شع 7 لام اب" برخ خال عدم عط وباط [ع. ض)] 
وبسو: صاوؤي] - 28-07 سدس وسا ع ٠‏ قد تقراً النسية اب [3] - #وساس وس [خ] وناد[ت] ال د: دل د [خ] لاط 


ل د [ي] عمرة ذقصة [عدء شع لاد دل تج سم اف مط عمود عن لاد اقصة إبثع رقا مط : لام ط [تي] / عسود. ناقجية 
[ي] وندلك: وكدلث زح. م] / يكون: ناقصة [خ) ' بالقطر: بالقطب [ث] رامل : ول [ضي. لء ل - دابل رمه نلخا_ 
9و ص ول[ ش] رقط [زي] كب ما «قوسه [ي] / ل كاه : لفوس 5 ه [ر] لا ده 1 خ] ددكى مدك رخ خ] / كا هاده 
زح٠‏ عا ب دف: ره رمع > عم رَث] / وزلوية: قراوية لنج]. 


15 


10 


فتحرك بالحيلة المذكورة زح على أن يتحرك ز على المحيط لا يفارقه ولا يزال ير خمط زح / في ج -؛؛ -ط 
حركته على نقطة ه حتى / تقع نقطة ع على خط ب ز/ ويتم المطلوب. ني ميد ف 


ذع-بؤم" - و 


وإن كانت الزاوية منفرجة نصفناها وثلثنا النصف فيكون ثلثاه ثلث المنفرجة. / - 4م حا 
ينبغي لنا / أن نَصِفَ بعد ذلك تقريب ضلع المكعب ليُنطق به / عند الحاجة./ ونعمل في م- م 


٠‏ + 0 0 "2 ل - ال 

ذلك بالوجه الذي لا تقريب أبلغ منهء/ أعني إذا أردنا / أن يكون بينه وبين الحقيقة مثلاً أقل من مى ‏ بم, 
دقيقة أومن ثانية» قدرنا عليه. والعمل فيه أن نصبّر المكعب إلى أجزائها: ثوالث أو سوادس أو ع 583 
تواسع أوغير ذلك. م نطلب // مكعبًا مساويًا / لذلك العدد إن كان» وإلا طلبئا أقرب مكعب ط - ب ساظ 
| اليف ”0 


إليه وإذا وجدناه حفظنا ضلعه./ فإن كانت الأجزاء ثوالث فهو دقائق وإن كانت سوادس فهو ض - ١م‏ ل 
ثوان» وعلى هذا القياس أمر المسائل. هكد 
وكل ما وصفنا في كتابنا فإنه من عملناء إلا معرفة المحيط من القطر فإنه من عمل أرمعيدس » 
وإلا معرفة وضع مقدارين بين مقدارين لتتوالى على نسبة واحدة فإنه من عمل مانالاوس كا مرّ 
ذكره. 
ثم الكتاب. / 


| بالحيلة المذكورة : فرلغ [ذ] / زع: دح [ت] / ز ١‏ ب د [1] ناقضة [ذ: ع ؛ ط] / كر: ولا عر ل؛ ك] / يمر خط زع في: فراغ [ذ] / 
زح: وح [ث]) - 2ه : خ [تع / تقع: بقطع [ج] / على : ناقصة [ذ] / خط : ناقصة [1: ف] / ويتم: ويتمم [ط] / المطلوب: امل 
(] / ويتم المطلرب : ناقصة [دم - 3 وثكنا: وثلث [ذء ط] ولا [[ث: من » لباعء ع. ي] وبلاها [خ] ثثنا [ب. ش] / التصعل: اليه 
ورج من [ج] / ثلث : مثلث [5] - 4 يلبغي: وبنبغي [خ؛ ي] / لنا: لها ضع / أن: نامصة [ئ / نصن: نلصف [ت] ناقصة [و] / 
لينطق: لينظر [ض : ل. كك : ر]أبه: ناقصة [خ] / الماجة : الخارج [0] / في : ناقعسة [ع : م] - 5 بالوسجه : الوحه [ث] / أبلغ : بلغ [خ] / 
بينه: سب [ن] / مثلا: مكل [ت] - 6أو: و[وه س] /عن: ناقصة [باءاثء ثء جاء خء دء ره شن + فاء م- ي] / ثالية: ثابثة نبا 
ش] / قدرنا: قدر[س] / والعسل : وعمل [9] / نصير: بصير [ل؛ ك] / المكمب : الكعب [ط] / أجزائها: أجزائه زب ش] / سوادس : سواد 
(خ] / أو: ناقصة [خ] الى غير: ثم أثبت الصواب في الحامش [ت] - 7 نطلب: يطلب [1ء ل] نصلب (و] / مساويًا: متساويًا [خ] / 
العدد : الفرد [م] / والا: توالا [م] / مكعب: مكعبا [خ] - 8واإذا: فاذا [ث؛ ذدعء طء ى: م] / حفظا: هفنا [ث] / الأجزاء : 
لأسجزاء [صع / دتائق: اقصة ج ء تع أثينا قوق الطر [ن] /كانت: ناقصة [ذء ع؛ طع - 9تثران: ثواني [ببع. طء. شم - 
0 وكل عا: وكلا [رء ل ؛ ك] / وصفنا: وصغناه [شى] وضعنا [خ: ط : ل١‏ ك . ر] وما [ي] حفصنا [ث] / اغيط : الجسطي [ف] - 11 بين 
مقذارين ! ناقصة [اء كن جء خ؛ قو روغ طء ي] أثبنها في المامش مع ذظء فرقها ([ت] / لتتوالى : لتوالى [ره: ش] / نسبة : اللسبة وإع] / 
مانالاوس : مالاناوس : ثم أثبث الصواب في الامش [ذَء ط] منالاوس : ثم أثبت الصواب في الهامش [ج] منالاوس [مم: س] ناقصة [ح] / 
مر: ناقصة [رء -م] - 12 ذكره: ناقصة [ح] ذكر [خع كرة [1] تمد يعدها ووالحمد لله وجدة [جدء ات. سن] «والحمد للهء نع - 13 ثم: 
مت [اه جدء سس 1 ل اقعمة [رء هع / الكتاب : نائمة [رء س » ل ه] نهد بعدها و يمون الملك الوهابه ثت. ل]+ وبعون الله الملك 
الوهاب» (وء م]+ «بفضل الله وسئةه [جع؛ دبعرنه م م م؛ [ع]؛ فرغ منه المصلف رب برح حت الحجري» [ط] فرغ منه المصنف في ملة 
5 [ذ]+ وبسون الله تعالى؛ [شسء صلء ض + ن]؛ «بعون الله تعالى وحسن ترفيقه: (5] ؛ «وفرع المعلئي منه رب ترح خنجء زف] دفرخ 
المصنف من تعبنيفه رب برح حتح» [ه]؛ ووفرغ المصنص رحمه الله منه في رب برح ححتح م م» [ي) ؛ ويعمد الله ومئة والصلوة على نيه محسد 
وآله» [م]+ «بمون الله تعالمى قد متم تحرير هذا الكتاب عبد الرحمن بن محمود المفتقر إلى مغفرة الودود في اليوم الثالث عشر من شهر ربيع الآخخر من 
شهور سنة أربع عشر وتسعاثة» [بع؛ «على بدي صاحبه عبد الله الفقير إله عبد الكاقي عبد امجيد بن عبد الله التبريزي في قرية قربية من 
شهرزوري ليلة الائنين التاسع عشر من حهادى الاخرة سنة سبع وسبعين وستهالة وفرغ امصتف من تمريرة ربب برح شح [د] ؛ «وفرغ المصنف رحمه 
الله مئه في رب ب راح شح تم تم ثم» (خ)؛ «والحمد لله بقدر امستحقافه على نعمهه [نث], 


10 


0 


10 


برهان آخر على الشكل السابع من كتاب بي موسى ١‏ وهو الطريق العام لمساححة المثلثات ؛ خ - :ود -و 
أظنه للخازن وهو هذا: 

كل مثلث إذا ضرب نصف مجموع أضلاعه في فضله على أحدها ثم في فضله على الضلع 
الثاني 3 1 فضله على الضلع الثالث وتوحذ جذر المبلغ » فيكون تكسير المثلث. 

برهانه : ليكن الثلث آب ج: ونعمل فيه دائرة د ه ز على مركز ح ؛ ونصل بين المركز وبين 
نقط القاس بخطوط ح د ح ه ح زء فتكون أعمدة على الأضلاع متساوية» ويكون ج ه ج د 
متساويين» وكذلك / ب زب ه وكذلك اد ازء ونخرج ج ب ونجعل ب ط مثل أ دء فخط و-17-م 
ج ط مثل نصف الأضلاع؛ ف ط ب فضله على ضلع ب ج وب ه فضله على ضلع اج 
وه ج فضله على ضلع | ب. وحاصل/ الدعوى أن سطح ط ج في ط ب في باه في ه جا ي-هه-, 
مساو مريع تكسير المثلث الذي هوسطح ه ح في ط ج » فنخرج من ب عمود ب ل على ج ب 
ومن ح عمود حك على جاح / ونخرجها إلى أن يتلاقيا على ل ونصل ج ل. ولكون زاويتي ز- .مط 
ج ح ل ج ب ل قائمتين بقع ذو أربعة أضلاع ج ح بال في دائرة»/ يكون قطرها ج ل.١- ٠١4‏ - ظ 
ويكون لذلك زاويتا ج ح ب ج ل ب التقابلتين كقائمتين. ولكن زاوية ج ح ب مع زاوية 
أح د كقائمتين لأنها نصفا الزوايا الستة المحيطة بنقطة ح التي هي كأربع قوائم» فيكون لذلك 


ألبت هذا النعن في الحامش بإزاء برهات ز من كتاب بتي موسى [ج] - 1 برهان: وبرهان [] يمد قيلها ويسم الله الرحمن الرسير» [ن] «بسم 
الله الرحمن ١‏ حير وبه نستعينه [خ] /على : عن [خ] أثبتها فوق السطر [ث] / الابع : قد تقرأ التاسم هع ؟ [ي: خ] / وهو: هو[يث] - 
3 أحدها: أحدهها [ ٠‏ ن) اخمدها [ي] / في: 00 باخ اع 4 م: ألبتها فوق السطر نع / يكين: يكرن [0 5 ليكن: ليكون 
(خ] /فيه: مته [خ: ي] ده زه دزاح: خ. فء مءي] /ح : ج [ن] / وتصل: واضل [ز] / وبين: و[زء م] بين [ي] - 6 نقط : 
نقطة زاء ثء جء زه ف هاء مذ ي] جه 1 اع مح 3 م ح زان أح رز ح ب [و] / أعمدة: اعمل [ي] / على الأضلاع : 
عل الارصلاع (ي] / جم : ج د [م] / ج د: ج ب [و) ج ر[ز؛ م] - 7 مساوبين: متساوتين [و] / وكذلك : ناقصة [جء ي] فنكذلك 
[خ] ولذلك [ث] / بزبه ناقصة زد ء ي] ب د به [ث: زء و / وكذلك: ولذلك [ث] / از: أب [] /إ باط : يكاط 
قل > 8ج ط: ح دالخ خ] / ف طاب: وط ات وثء كه أ حفس قفاء ماهء ي] نطب [(خ] / / ضلع : كتب بعدها داب وحاصل 
الدعرى» ثم ضرب عليها بالقلم [1] / | مالع : كنب قوقها «ب طذه [1] ١‏ ب ح [خ] / قضله: وفصله [م] / ضلع : ناقصة [) - 9-8 ب ل 
... ضلع : ناقصة [ف] / اج ... ضلع : مكررة [م] - 9وه جد: ها ح [خ] / فضله: ناقصة [خ] / وحاصل: وخاصل [9] / ط ج : 
ط باح [خ] / هاي :هج [ي])_- - 10 مطح: ناقصة [ج] / ها ح: :ا عه زشء غرء اده ازء ا نء م بساك فم ط باح 
لخ] أب : نافصة [] / ج ب :اب وي] 11-10 جاب ومن : اقصة (خغ] - الأاح: ج [نا / جح: ص ص ح [خ] ' | وتخريجها: 
ونخرجها [و] / ل: ل يكرن [خ] / ونصل: وبضل [ن] / ونصل جد ل: ناقصة [كي] / ولكون : وليكون [ث] / زاويتي: ناقصة زث] - 
2ج ح ل: صرح ل [خ] /ج بال: ج رل [ث] - 13ج ح ب: باح [ي] / ج ل ب: ل ب [ي] ص ح ب [خ] /كقائمتين: 
ناقضة [ج) / ولكن : بليكن نع حب : ص ب [خ] - 14 نصفا : نصف [] / الزوايا: الزاوية [ه] الزويا [ن] الزواية [ح] / السستة: 
بابه [خ] / هي : ناقصة [دء ذء ,] / لذلك : كذلك [ي]. 


زاوية 1ح د / مساوية/ لزاوية ج ل ب. وكانت زاويتا ج ب ل ح دا قانمتين: فثلث جا بال د- هه ام 
يشبه مثلث ح داء فنسبة ج ب إلى ! د» أعبي ب طء كنسبة ب ل إلى داح» أعني ه ح» بل ظ 
كنسبة بك إلى ك ه. وإذا ركبناء كانت نسبة ج ط إلى ط ب كنسبة ب ه إلى ه ك. وإذا 
صيرنا ج ط ارتفاعًا مشتركا للأولين وه ج ارتفاعًا/ مشتركا للأخيرين. كانت نسبة / ريع ه - 14 اظ 

5 جاط إلى ج ط في ط ب كنسبة ب ه في ه ج إلى هك في ه ج . أعني مربع ه ح. وضرب 
مربع ج ط الأول في مربع ه ح الرابع كضرب ج ط في ط ب في ب ه في ه ج. ولأن لسبة 
مربع / ج ط إلى ضرب جاط في هاح كنسبة ضرب جد ط في هاج إلى مريع ه ح. يكون ر- بم -, 
ضرب جا ط في هاح وسطنًا في النسبة / بين مربعي ج ط ه ح ويكون لذلك ضرب مريع خ - ١44‏ -ظ 
ج ط في مربع ها ح المساوي لضرب بج ط في ط ب في ب ه في ه ج مساويًا لمربع ضرب 

01 د ط في هاح الذي هو التكسير؛ وذلك ما أردناة. 


أزاوه اناقمة [جع / حال باه اح دل ساب [ج] تيال ١‏ جاب اؤن رع دا ع2 - الايشيه مثلك: ثيه الث 
زح خ. فء م) بة مثلث [شع ارحه : حا ها[م] جد ب: حا ر[ا] رباط: رط [ي] / أعني ه ح: ناقصة[م] - 3 بى: 
رك إي] له كد حك [ج]ه لاك ا - 3-2 كية نال الطاب : ناقصة [خ] - 4 صميرنا ضرب ١‏ [خ] / ارنقاعًا: : ارتشاعه 
[ه] / للأخيرين: كالاخيرين [1] - 3ج ط (الثانية): ١‏ 2 (ف] / في طاب: نيا في الهامش ف / مه جد (اكائبة) حاط [ج] / 
فاح هراح [نث] #كة. .هداح (الثانية) : ناقصة [ج] / إلى مريم ع ماج. . ناقصة إل - 8 مربعي : اكتب قوق الطر «صرب» [1] 
ريم [خ] - 0 هاح: طاح [ح] / التكسير: التكسير اثلث إن ثر أردتاه : كتب بعدها وتو [حد ء و] وتمه [1] جم م م1 [ي] أكتب في 
عرة رحب ابرحب ملة حمس وأريعيي و فائة (ث زشع وتم ثم تمه (خ]. 


155 


الفصل الثاني 
ثابت بن قرّة وأعماله في رياضيّات اللامتناهيات في الصغر 
١1-١‏ مقدمة 
١-١-"‏ ثابت بن قرّة: من حرّان إلى بغداد 


ِنّ القليل مما نعرفه عن ثابت بن قرة مأخوذ خصوصاً من لمحات عن سِيّرهم أوردها 
ككتاب السّيّرء النديم' والقفطي' وابن أبي أصيبعة". وهي ليست على نفس القدر من الأهميّة. 
فالسيرة التي أوردها النديم قيُمة نظراأ إلى تاريخ كتابتها التي تعود إلى نهاية القرن العاشر 
الميلادي؛ إلا أنتها تعطينا القليل من المعلومات. لكن السيرة التي أوردها القفطي تقدّم كل ما 
غُرف لاحقأ عن ثابت بن قرّةء وذلك يعود إلى صدفة سعيدة؛ فقد شاء حسن الحظ أن يحمصل 
القفطي على أوراق صادرة عن عائلة ثابت» وهي تتعلق بأعماله أكثر ممّا تتحدّث عن حياته. 
ولقد اقتبس كتاب السنّيّر اللاحقون عن كتاب القفطيء؛ ومن بينهم ابن أبي أصيبعة على سبيل 
المثال. وحتى ابن العبري“» الذي كان مطلعاًء كما يبدو» على مصادر سريانئيّة كبيرة في 


' انظر: النديم؛ "كتاب الفهرست”"؛ تحقيق ر. تجَند ( طهران: 15171).: الصفحة 51" من بين أعمال ثابت الرياضيّة: لا يذكر النديم سوى أريعة 
عناوين: "رسالة في الأعداد" (من المرجّح أنها رسالة ثابت حول الأعداد المتحابّة)» و"رسالة في استخراج المسائل الهندسية": و"رسالة في الشكل 
القطاع": وأخيراً "رسالة في الحجّة المنسوبة إلى سقراط". 

يكتب النديم عن ثابت: " ومولده سنة إحدى وعشرين وماتتين وتوفي سنة ثمان وثمانين وماتتين". ويشير النديم أيضاً إلى العلاقة المميّزة بين ثابت 
بن قرّة والخليفة المعتضيد. 

' القفطيء "تاريخ الحكماء”» تحقيق ليبّرت ( #بعصوكم. /ر) ( ليبزغء :)١1٠*‏ الصفحات .177-١١5‏ هذا ما كتبه القفطي عن حياة ثابث بن قرٌّة : 
"أبو الحسن الصابئ من أهل حرّانء انتقل إلى مدينة بغداد واستوطنها وكان الغالب عليه الفلسفة. وكان في دولة المعتضدء وله كتب كثيرة في فنون 
من العلم كالمنطق والحساب والهندسة والتنجيم والهيئة» وله كتابء مُدْخْل إلى كتاب أقليدس» عجيبء وكثاب مدخل إلى المنطق؛ وهو ترجم كثاب 
الأرثماطيقي واختصر كتاب حيلة البرءء وهو من المقدّمين في علمه؛ مولده في سنة إحدى وعشرين ومائثين بحرّان؛ وكان صيرفيَّاً بها استصحبه 
محمّد بن موسى بن شاكر لما انصرف من بلاد الروم لأنه رآه فصيحاً. وقيل إنه قيم على محمّد بن موسى فتعلم في داره فوجب عليه حقه فوصله 
بالمعتضد وأدخله في جملة المنجّمين. وهو أدخل رئاسة الصابئة إلى العراق فثبتت أحوالهم وعلت مراتبهم وبرعوا. وبلغ ثابت بن قرّة هذا مع 
المعتضد أجل المراتب وأعلى المناول حتى كان يجلس بحضرته في كل وقت ويحادثه طويلاً ويقبل عليه دون وزرائه وخاصّته."» ص. .1١5-116‏ 
" ابن أبي أصيبعة: "عيون الأنباء في طبقات الأطيّاء"» تحقيق مولر (سء/3461 .4)» ثلاثة مجلدات (القاهرة / كونيغسبرغ: ؟84١1884-1).‏ المجلّد 
الأول» الصفحات :7١*‏ 5520-375: 55؟ نشرةن. رضا ( بيروت» :.)١552‏ الصفحات 556 750١-5‏ 717, 


: أبن العيري» "تاريخ مختصر الدول"'» تحقيق صالحاني» طبعة أولى ( بيروث» طبع مجثّداً سنة مه 94١ء‏ الصفحة ؟65١,‏ - 


١ 


أهمّيّتها بخصوص المعلومات عن ثابتء لا يضيف شيئأ جوهريّأ إلى السيرة التي أوردها 
القفطي. فهل ينبغي علينا أن نكتفي بهذه الأخيرة؟ يبدو لنا أنْ قلّة الوثائق تفرض علينا 
مراجعتها كلّهاء للمقابلة فيما بينها على الأقل. 

ورغم ضآلة المعلومات التي تتقعدّمها روايات كتاب السِيّرء إلا أنها تحدّد» بخطوط 
عريضة:» موقع ثابت بن قرّة في الوسط الذي عاش فيهء في إحدى الفترات الأكثر أهميّة في 
تاريخ الرياضيّات والعلومء أي في النصف الثاني من القرن التاسع في بغداد. فهذه المدينة 
التي أصبحت المركز السياسي للعالتم في ذلك الحين» كانت أيضاً قلبه الثقافي» وبذلك كانت 
القطب الجاذب لكل المواهب. كان "الصعود إلى بغداد" كلمة السرّ عند الشئبّان الذين كانوا 
يريدون تأمين تحصيلٍ علمي رفيعء وذلك بفضل مديئة علميّة كان بناؤها قد تمٌ وبفضل طائفة 
من العلماء كانوا قد استقرّوا فيهاء ونسجوا روابطهم مع السلطة منذ زمن طويل. أمّا بالنسبة 
إلى الذين كانوا أقلّ شبابأء فكان "الصعود إلى بغداد" يعني لقاء المنافسين واكتساب شهرة 


- لقد ورت سيرة ثابت بن كَرْةِ في كتب مختلفة دون أيّة إضافة جديدة. نستطيع أيضاً أن لنظر إلى كلّ من: 
ابن كثيرء "البداية والنهاية”» طبعة بولاق» أربعة عشر مجلداً (بيروت» ١555‏ المجنّد الحادي عشرء الصفحة 446؛ والرواية هنا مأخوذة عن ابن 
خلكان. 
ابن خلكانء "وفيات الأعيان”: تحقيق إحسان عبّاسء ثمانية مجلدات (بيروت: 1974)» المجلد الأوّلء الصفحات .5١8 51١‏ 
ابن الأثيرء ”الكامل في التاريخ", تحفيق تورتبرغ زع طنزه1' م إثنا عشر مجلداً ) لابدنء ١1ه6م؟1_اهم‏ 30 المجنّد السايع زه كم 16 
الصفحة ١٠5؛‏ أعيدت طباعته في ثلاثة عشر مجلداً ( بيروت .)١5517-1556‏ 
المسعودي: "مروج الذهب"»: تحقيق بارببيه دو مينار (اعهم 119 06 عه1طمة8 .0©) وبافيه دو كورتاي (1116عنام0 06 غ6؟و©)»: أعاد قراءته 
وصكحه شارل بيلاً (ه1اعم2 وعاعتقطات)» منشورات الجامعة اللبنانية» قسم الدراسات التاريخية 2 (بيروث» ك5 10 المجلد الثاني» الفقرات 
مض لمتكت الكل 
ابن الجّؤزيء "المنتظم في تاريخ الملوك والأمم"؛ عشرة مجلدات ( حيدر أبادء /61*١-40-1574/85)؛‏ المجلد السادسء الصفحة .١9‏ 
أبن جُلجُلء "طبقات الأطبّام والحكماء"؛ تحقيق ف. سيّد ( 539930 .8): منشورات المعهد الفرنسي للأثار الشرقيّة في القاهرة. نصوص وترجمات 
لكتّاب شرقيين» ٠١‏ (القاهرة» 3555١)؛‏ الصفحة ©/. 
النويري؛ "نهاية الأآرب في فنون الأدب"؛ واحد وثلاثون مجلداً (القاهرة» *37١--535١).؛‏ المجلد الثاني» الصفحة 555. 
ابن العماد» "شذرات الذهب في أخبار من دذُهب”"» طبعة بولاق» ثمانية مجلّدات (القاهرة, ١51١-١76٠‏ ه)ء (السنة 758448)؛ المجلد الثاني» 
الصفحات 1984-١955‏ ,. يورد ما كتبه اين خلكان. 
الصفديء "الوافي بالوفيات"؛ ظهر منه أربعة وعشرون مجلّداً ( ١3*5١-537١)؛‏ المجلّد العاشر (فيسبادن» ١٠918١)؛‏ تحقيق علي عمارة رجاكلين 
سوبليه ( )5111 ع«تاعددوءة[)» الصفحتان 453109-8455, 
الذهبي؛ "تاريخ الإسلام"؛ (السنوات »)530-174١‏ تحقيق عمر عبد السلام تدمري (بيروت: .)13317-١5435‏ الصفحتان 178-1117. النصّ 
أخوذ عن ابن أبي أصيبعة. 
السجستاتيء "منتخب صبوان الحكمة": النص العرييء مع مقثّمة وملاحظات,. تحقيق دنلوب (مه1مد(1 .84.) (عدجد11 عط1ء باريسء 
ونيويوركء 1514): ص. 176-1177: 
صملهه10 .4ق .0] برط 27124ض[ ,كوع هاا 4716 17071علا4 171170 ,كبدع1 ع71طه 4ه ,متم 8[-له ساق طأملتمكايااة 16 ,تمقاوزلتة -لف 
.(1979 انهل" بوم]3 رقمة2 ,عبج م1 عذ1) 
َ شتانشنايدر: 
كلأكدو2 عن ممع نما «لثر أ ع سلاعم لدعاهل1! عرع ست دع جوهةاطة81 .محمعا عط (لوزطع1") أقطع18» بعلأ جع د51 .قار 
1 .331-338 بصع (4,01873 لاه 
انظر أيضياً : 
-346 .صصح ,963 1 ,47716512704771 72271711 ,1956 بلاطك عاء12 .ال , 1 .01 ,115 كأ طشكلا 027 14ل [ع1طعكق 102 ,75015013 .10 
-75/ه :ممع دى17 عع كتطهجه جبج ععاة كيدا :ا جروععل171 هالا ا(عطعرط ازأعد رهنل جتعط 12[1 «زعط(ا» ,7171ه1جع 1714 .15 +567 
71011:16 اكه كه كع ميل :تيل :نط1 غأطع8ةش1 ,الماع جملطة 8[ :348-378 ,مع ,2 .أمم ,(1970 باع عع 8114) عت إعاتاعوء 0 
النلة .مع ,(1987 ,وثرهمم/ 
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وتأمين مهنة". ينبغي أن نضعء في هذا المشهد الذي تكاد أن ترتسم معالمُه؛ أحد الأحداث 
الحاسمة في حياة ثابت بن قرّة؛ وهو رحيله؛ عن حرّان الموجودة في أعالي بلاد ما بين 
النهرينء أيْ عن مدينته الأمّ وعن أحد أماكن الحضارة اليونانية الآفلة'» إلى بغداد حيث 
أمضى ما تبقى من حياته. 

ما هي الظروف الخاصّة التي جعلت ثابت يتخذ هذا القرار الذي حدّد مسار حياته؟ هنا 
يتدخل حدث ثان لم تكن تأثيراته أقلّ شأنأ في مصيره وفي عمله كعالم. هذا الحدث هو لقاؤه 
مع محمد بن موسىء بكر الإخوة الثلاثة بني موسى. يتفق جميع كتاب السّيّرء ابتداءً من 
النديم» على الربط بين الحدثين: الخروج من حَرّان وهذا اللقاء. لقد التقى محمد بن موسىء 
بعد عودته من مهمّة للتفتيش عن مخطوطات في الأراضي البيزنطيّة؛ بثابت بن قرّة الذي 
كان في ذلك الحين مُجِرَّدَ صرّافء فأعجيب بقدراته اللغوية إلى درجة جعلته يقرّر أن 
يصطحبه معه إلى بغداد. إن صحّة هذه الرواية محتملة تمامأ لعدّة أسباب» منها: إجماع كتاب 
السيّر- وهو لا يُشكل بحدٌ ذاته حجّة حاسمة بالطبع - والعلاقات المميّزة التي أقامها ثابت 
على امتداد حياته مع بني موسىء ولا سيّما مع الأخ الأكبر بينهم» وأخيراً حقيقة مواهبه 
اللغوية. إذ تكفي قراءة ترجماته وأعماله للاقتناع بأنْ هذا الرجلء الذي كانت لغته الأمّ 
السريانيّة» كان يتقن أيضاً العربيّة واليونانيّة. وربّما كان هناك سببٌ إضافيّ ساهم في رحيله 
تمثثل في نزاعات مع أبناء طائفته أرغمته على ترك مدينته الأم. والشهادة الوحيدة باللغة 
العربيّة عن هذا الحدث يقدّمها كاتب سِيّر متأختر هو ابن خلّكان"» الذي يذكر هذه الخلافات؛ 
كما يذكر رحيله الاضطراري عن حرّان باتجاه ناحية قريبة هي كفر توثة» حيث حصل لقاؤه 
مع محمد بن موسى. ليس مهمأ هنا أن تكون هذه النزاعات صحيحة أو من نسج خيال كتاب 
السيّرء إذ إن رحيله إلى بغداد لا يتعلق بها البتّة» وإن ساعدث في حصول هذا الرحيل. 

لا نعرف شيئا حول تاريخ لقاء ثابت مع محمد بن موسىء ولا عن الوسطاء بين الرجلين 
أو الظروف الخاصة بهذا اللقاء. لكنتنا نعرف أنّ ابن موسى قد تثوفتي عام 877 للميلاد» وأنّ 


: لكي نأخذ فكرة عن عدد العلماء الذين عملوا فقط في المجالات الأدبيّة والتاريخيّة والفقهية ..., راجع المؤنّف: الخطيب البغدادي: "تاريخ بغداد”» 
تحقيق محمد أمين الخانجي» أربعة عشر مجلداً ( القاهرة؛» ١57١)؛‏ أعيدت طباعته في بيروت مع نشر إضافي لمجلّد الفهارس: "فهارس تاريخ بغداد 
للخطيب البغدادي" ( بيروث: .)١185‏ راجع أيضاً مقالة دوري (1عن1 .4 .خ)ء «0لهنطعة8)»»: الموسوعة الإسلامية؛ النشرة الثانية؛ المجلد 
الأوّلء ص. 3571-371١‏ 

" يتبيّن من وصف المسعودي في كتابه "مروج الذهب" أنّ آثار الحضارة اليوناتية في حرّان حوالى القرن الثالث للهجرة هي دينيّة بشكل أساسي. 
أنظر التحقيق الذي راجعه بيلا (/ه1[اء2 .0) المجلد الثاني» الفقرات 585١3848-1١١؛‏ ص. 791-1551,. 

" انظر ابن خلكان: "وفيات الأعيان"؛ المجلد الأوّل» الصفحة ؟١",.‏ 
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ثابتأ كان قبل ذلك التاريخ يهتم بتربية أولاد محمد بن موسى”. لذلك يُمكن القول» بصوابء إِنّ 
ثابتأء الذي وصل إلى بغداد بشكل مبكر نسبيّأء قد عاش فيها على الأرجح ما لا يقل عن 
ثلاثين عامأء لأنته توفتي في عام 10١‏ للميلاد. 
وحول علاقات ثابت مع محمد بن موسى وإخوته. قدّم لنا كتاب السّيّر القدامى تفاصيل 
ثمينة: لقد استقبل محمد في بيته» ابنَ قرة عند وصوله إلى بغدادء حيث اهتم بتحصيله العلمي 
وبتأمين عمله» وهو أيضأ الذي أدخله في مجموعة علماء الفلك عند الخليفة. حول هذه النقطة 
يتّفق جميع كتاب السيّر القدامى. وحده عالم الفلك الشهير البيرونيء: وبعد قرن ونصف القرن 
من وفاة ثابت”»: أثار شكوكاً حول الأدوار ضمن هذه المجموعة؛ وبإمكائنا القول» حول 
المراتب فيها: وفقأ للبيرونيء كان ابنُ قرّة حجر الزاوية في مدرسة بني موسى. لكنتنا نععرف 
أنّ البيروني» المأخوذ بالعدالة» لم يكن يحب بني موسى الذين ازدروا بها أحياناً. إضافة إلى 
ذلكء إن هذه الأدوار ليست متناقضة. فلا شيء يمنعنا من أنْ نتصوّر أنّ ثابتاً قد أصبح رئيس 
هذه المدرسة بعد وفاة محمد بن موسىء ولا سيّما أنّ الحسن بن موسىء عالم الهندسة النابغة 
كان قد فارق الحياة» وأنّ أخاهما أحمداً بن موسى كان أكثر اهتماماً بالميكانيكا. لكن» لم يصل 
إلينا من ثابت بن قرّةء أي شيء يوحي بمثل هذا الدور. وهو عندما يتكلم على محمد والحسن؛ 
فإنته يفعل ذلك مع التقدير الواجب نحو الأخوين الأكبر سنّأ. ويكفي» بهذا الخصوصه أن نقرأ 
لاحقأ كيف يحدّد موقعه بالذات» بالنسبة إلى الحسن بن موسىء خلال البحث في مساحة 
السطح الجانبيّ للأسطوانة ومساحة القطوع الناقصة» وأن نقرأ أيضاً العبارات التي يذكر بها 
محمداً بن موسى عند حساب مواقع الكواكب لوضع الجداول الفلكيّة. 
فإذا كان ثابت بن قرّة قد تجاوز بني موسى في البحث الرياضي والفلكيء فإِنْ ذلك لا 
يناقض قطعاً الواقع» وهو أنته كان مدينئاً لهم بتكوينه العلمي. ولا توجد أيّة إشارة» وإن كانت 
ضعيفة» توحي بأنته تلقى أيّ تحصيل علمي في مدينة حرّان مسقط رأسه؛ قبل أن يدخل إلى 


* في لائحة كتابات ثابت التي ذكرها القفطي استناداً إلى أبي علي المحسن الصابئ» نقرأ: "وله عدّة مختصرات في النجوم والهندسة رأيتها بخطه 
وترجَمتثها بخطه ما عمله ثابث للفتيان» أبقاهم اللهء وأظنه يعني أولاد محمّد بن موسى بن شاكر"»؛ أنظر "تاريخ الحكماء": الصفحة 0 

كتب البيروني أنّ ثابت بن قرّة كان "صنيعة هؤلاء القوم(بني موسى) ومن بينهم ومن كان يُهذب لهم علومهم"» ورد ذلك في "الآثار الباقية عن 
القرون الخالية"” «عم[7 «ءبزءئز[ع:1درء :جه عءنعوم[وررم0): تحقيق ساشو (تاهطعه5 .25 .0) (ليبزيغء »)١577‏ الصفحة 57. نشير إلى أنّ 
البيروني» وهو رجل مُنصفء لم يترئدء لاحقأء بالاعتراف بفضل بني موسى في رصدهم للقمر المتوسط وفي الدعوة إلى تفضيل نتائجهم على تلك 
التي تعود إلى العلماء السابقين (الصفحة :)١5١‏ "لبذلهم المجهود في إدراك الحق وتفردهم في عصرهم بالمهارة في عمل الرصده والحذق به 
ومشاهدة العلمام منهم ذلك سيم 
بالمقابل» فإنه يأخذ عليهم في رسالته "الاستيعاب" موقفهم حيال الكندي. وهذه القصّة حول موقف بني موسي من الكندي شهيرة ولقد رويّت مرارا. 
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مدرسة بني موسى"'. ولا نعرف له أيّّة كتابة في الرياضيّات بالسريانيّة» لغته الأمّ. ولقد ذكر 
ابن العبري كتابين رياضيّين كتبهما ثابت بالسريانيّة» وأشار إليهما القفطي''ء كما أوردهما 
ابن أبي أصيبعة ضمن قائمة أعمال ثابت بالعربية؛ وهما يتناولان مصادرة أقليدس الخامسة. 


ولا شيء يسمح بالتأكيد أنهما وُضعا أوّلأ بالسريانيّة. والترتيب المعاكس» أي الترجمة إلى 
السريانيّة» لم يكن ممكناً فحسبء بل غالباً ما كان متّبعاً في ذلك العصر. 

كل هذه الأمور تُمكننا من تقديم الاستنتاج التالي: بعد وصوله إلى بغداد مع محمد بن 
موسىء انضمّ هذا الرجل النابغة إلى مدرسة بني موسىء ولم يلبث أن أصبح عضواً فاعلاً 
فيها. وتابع الطريق الذي فتحه الحسن بن موسىء وبالتحديد. الأعمال التي تدرس مساحات 


'' قد يكون على قدر كبير من الأهميّة: بالنسبة إلى تاريخ الفلسفة والرياضيّات والعلوم» أن نعرف بدقّة النشاطات في هذه الميادين» التي كانت تجري 
في حران في القرن الثامن» وبشكل خاص في القرن التاسع. ومن البديهي أنْ هذه الممرفة ضروريّة لأجل فهم أفضل لانتقال الإرث اليوناني إلى 
اللغة العربية» وكذلك لبدايات بعض الميادين العلميّة بهذه اللغة. ونظراً إلى غياب هذا النوع من المعلومات؛ غالباً ما يقنم الاستنتاج قبل أن يبدأ 
البحث: يبدأ تعميم المعلومات المعروفة من القرون الأكثر تقدّمأء عن طريق استخدام ثابت بن قرّةء بالتحديدء كشاهد وكبيرهان أساسي. عيب هذا 
المسار هو أنه يدور بشكل واضح في حلقة مفرغة: كان ينبغيء قبل كل شيءء تحديد ما يدين به ثابت للنشاطات العلميّة والفلسفيّة في حرّان خلال 
سئوات تحصيله العلمي. وعبثاً نبحث في سيرته أو في كتاباته عن أيّ أثر أو أي إشارة يسمحان بافتراض مثل هذا التحصيل العلمي قبل لقائه مع بني 
موسى ووصوله إلى يغداد. 

يبقى إذأ لدينا سؤالان دون جواب. هل كان هناك في حرّان في ذلك العصر هذا النوع من النشاط؟ هل كان هناك تعليم علمي 
وفلسفيء؛ بشكل أو بآخترء مختلف عن التعليم المخصّص وفق التقليد للدين وللعلوم الباطنيّة؟ هل كانت هناك في حَرَان مكتبات حقيقيّة: 
لا مجرّد أماكن لحفظ الكتب القديمة التي قد يكون الصابئة قد توقّفوا في ذلك العصر عن فهمها؟ إنّ الوضع الذي وصفه ابن وحشيّة 
لطائفة مماثلة» لم يعد أعضاؤها يفهمون كتب أجدادهم التي كانوا يحفظونها بورع وغيرة؛ لا يمكنه إل أن يبرّر طرحنا لهذا السؤال 
["الفلاحة النبطية"» مخطوطة إسطنبولء» توبكابي سرايء أحمد الثالث 1149.ء الورقتان ١*-7*؛‏ تحقيق نقدي توفيق فهدء المجلد الأوّل 
(دمشق .])١917‏ لنعد إلى ثابت نفسهء حيث يقدّم لنا ابن العبري الثناء الذي صاغه ابن قرّة حيال حرّان والصابئة:" لقد اضطرٌ الكثيرون 
أن ينقادوا للضلال خوقًا من العذاب .أمَا آباؤنا فقد احتملوا ما احتملوا بعونه تعالى ونجوا ببسالة .ولم تتدنس مدينة حرّان هذه المباركة بضلال 
الناصرة قطعا .فنحن الوارثون والمورثون للصابئة المنتشرة في الدنيا .فالذي يحتمل برجاء وثيق أثقال الصابئة يُعدَ ذا حظ سعيد. ليت شعري من 
عمّر المسكونة وابتنى المدن أليس خيرة الصابئة وملوكهم؟ مَن أمّس المرافئ والأنهار؟ هّن شرح العلوم الغامضة؟ لمن تجلت الألوهية الملقنة 
الكهانة والمعلّمة المستقبلات ألا لمشاهير الصابئة؟ فهم الذين أوضحوا ذلك كله وكتبوا عن طبّ النفوس وخلاصها .ولقنوا كذلك طب الأجساد 
وأفعمو! الدنيا أعمالاً صالحة وحكيمة هي دعامة الفضيلة .فلولا علوم الصابئة لأمست الدنيا قفراءً فارغة متقلبة في العوز". ص .535 48. ومن 
كلمات ثابت -وفقاً لابن العبري على الأقل- يبرز بوضوح أنّ الصابئة في عصره برعوا في التقنيّات والعلوم الباطنيّة والطبٌ. لكن لا توجد أيّة 
إشارة إلى الرياضيّات والعلوم الرياضيّة. أمَا بالنسبة إلى الفلسفة؛ فالمسألة لا تتعى "طب الأرواح". لكن هذه الميادين بالتحديد هي التي أشار إليها 
المؤرّخون وكتّاب السِيّر القدامي. يذكر النديم» على سبيل المثال فيما يخصّ صناعة الإسطرلابات» أنّ هذه الحرفة كانت في البداية في حرّان قبل 
تومّعها وانتشارها خلال حكم العباسيّين ("الفهرست””» الصفحة 247). راجع أيضاً الحاشيّة اللاحقة. حول حرّان» انظر كتاب تمارا م. غرين» حيث 
نجد لائحة من المراجع: 1992 ,دمعلاع[ ,004 ممق ععا زه بزأن) 7786 عع 2ت .14 متقستة 1 . 
'' تتضمن لائحة كتابات ثابت» التي حققها ابن حفيده» وذكرها القفطي» تسعة عناوين بالسريانئيّة. من جهة أخرى يذكر ابن العبري ثابتأً في كتابه 
بالسريانيّة» "تاريخ الزمان"» [ترجمه إلى العربيّة الأب إسحق أرملة (بيروت: :)١51١‏ ص. 44-48]؛ وينسب إليه مائة وخمسين كتاباً بالعربية 
وستٌ عشر كتابأ بالسريانية ويقول إنه قد قرأ أكبر قسم منها. تتضمّن لائحتا المؤلفات بالسريانيّة سبعة عناوين مشتركةء وتفتّمان لنا إذأ طريقاً غير 
مباشر لنتبيّن ما كتبه ثابت ين قرّة بهذه اللغةء وبما قد يدين به تحصيله العلمي والفلسفي لمدينته حران. 
من بين الكتب الستكة عشرء هناك أحد عشر كتابأ مكرّساً للدين الصابيء وطقوسه وكتاب لتاريخ الملوك السريائيّين القداميء أي الكلدانيّين» وآخر 
يتحدّث فيه عن أفراد عائلته المشهورين وعن سلالة أجداده: و"كتاب الموسيقى": وأخيراً كتاب"في أن الخطين المستقيمين إذا خرجا على أقلّ من 
زاويتين قاتمتين التقيا في جهة خروجها وكتاب له آخر في مثل ذلك". إلا أنّ هذا العنوان الأخير (وهو يتضّمن كتابين) الذي ورد ذكره في "تاريخ 
الزمان" بالسريانيّةء نجدهء بشكل حرفي تقريباء على لائحة الكتابات العربية لتابت» التي قدّمها القفطي ”تاريخ الحكماء”: الصقحة 1١١].ء‏ ثم ابن 
أبي أصببعة ["عيون الأنباء", تحقيق مولر عمل المجلّد الأوّل» الصفحة 5١5,؛‏ 4»: تحقيق ن. رضنماء الصفحة 468 1-75]ء بالإضافة إلى 
ذلكء أتث المخطوطة العربيّة لهذا النصء لحسن الخط لتؤكّد عنوانه [مخطوطة اسطنبولء أيا صوفيا 4877» الورقتان :757-76١‏ ومخطوطة جار 
الله (طه[1تموع) ؟١6١.‏ الورقتان 4-17 29؛ بأريسء المكتبة الوطنية /اه4 ؟, الأوراق 64-5955 21]. وهكذا يكون العنوانٌ الوحيد الرياضيّ 
الوارد بالسريانيّة موجوداً أيضاً بالعربيّة. يمكننا إذأ أن نظنٌ أنه إذا وُجد فعلاً نص سريانيّ مقابلٌ للنص العربئ. أنّ ثابتاً قد قام بنفسه بترجمة كتابته 
السريانيّة إلى العربيّة. لكن هذا غير مؤكدء إذ لا تظهر أيّة إشارة متعلّقة بالمصطلحات أو الاسلوب وبشكل أقل بالرياضيّات لتبرّر مثل هذا الظن. 
بالمقابل؛ فإنّ المسار المعاكس لم يكن ممكناً فحسبء بل كان ممارسة شائعة في ذلك العصر. أخيرأء لا ينبغي أن نستبعد فرضيّة الكتابة المتزامنة» 
المعقولة تمامأ وغير المستبعدة من قِيَلِ عالم ثنائيّ اللغة بشكل كامل» في الفترة التي كان فيها منشغلاً بمراجعة ترجمة "الأصول". ولكي لا نثوه في 
خِضَمْ التخمينات» نتمسّك باليقين الوحيد السلبيّ» وهو غياب الدليل الذي يبرهن أنه تلقّى أي تعليم علميّ في حرّان. 
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السطوح والمجسّمات المنحنية» وخصائص المخروطات. كما تعاون مع أحمد بن موسى» 
وترجم الكتب الثلاثة الأخيرة من "المخروطات"؛ وحافظ على صلة مستمرّة مع محمد فتابع 
بعضاً من أعماله في علم الفلك كما في الفلسفة. ويبدو أنته لم يُحضر معه من مسقط رأسه 
الشهير حرّان» سوى دينه ومعرفته باللغات وربما بالفلسفة؛ ولقد تعلّم الرياضيّات وعلم الفلك 
في بغداد. 

كان ثابت بن قرّة إذأء على غرار أهل مدينته» من الصابئة؛ ولم تذهب سدئ الحجج 
والتحايلات التي لجأ إليها الفقهاء » فأذّت مساعيهم إلى اعتبار هذا الدين الهلينستي من "أديان 
أهل الكتاب"؛ وكان هذا الاعتبار الضمانة الوحيدة لممارسته بشكل حرّ في العالم الإسلامي. 
وهذا ما لم يكفل فقط لثابت القبول به كعضو ينتمي إلى طائفة ثانويّة» بل أمّن له الحمصول 
على جميع الحقوق بما فيها حق السعي نحو المراكز الاجتماعيّة العليا وحق بلوغها. وحالته 
لم تكن الوحيدة» فقد وصل العديد من العلماء المتحدّرين من الأقليات الدينيّة إلى المناصب 
الرفيعة. ويخبرنا جميع كتاب السّيّر بمشاهد من حياته في البلاط» محاطأ برعاية الخليفة. 
ويبدو لنا أنْ هذه "الترقية" الاجتماعية لثابت» التي غالباً ما ترد كطترفة: تستحقّ مزيداً من 
الاهتمام من قبل المؤرخين: إنتها ليست ترقية استثنائية ولا عابرة» بل هي توضح لنا الوضع 
الاجتماعي الذي كان بإمكان عالم في النصف الثاني من القرن التاسع أن يطمح إليه في 
عاصمة الإسلام؛ كما توضيح التقدير العالي الذي كانت توليه السلطة للإشعاع المعرفي. 

كان ثابت بن قرّة شاهداً على المدينة المتميّزة بغدادء وعلى قدرتها على الجذب في ذلك 
العصر. ولم يمنعه انتماؤه إلى أقليّة دينيّة من الوصول إلى أعلى الوظائف. كانت شخصيّة 
ثابت هذه؛ نموذجاً عن وسطهاء لاعتبار ثالث: فهي تخبرنا عن تشكّل المدارس والتقاليد 
العلميّة. كان ثابت عضوأ ناشطأ في مدرسة بني موسىء ومعلّماً لولديْ محمد بن موسى؛ 
وبعد وفاة محمد وأحمد والحسنء أمّن الحياة لهذه المدرسة التي ضمّت فيما بعد أسرته 
وتلامذته. ولقد تابع أولاد ثابت وأحفاده» ومن بينهم الرياضيّ إبراهيم بن سنان (بن ثابت)ء 
وتلامذته مثل نعيم بن موسى الذي وجدنا أثرأ له' '؛ العمل على امتداد ثلاثة أجيال على 


ل 


راجع دراسئنا عن هذه الشخصية التي صدرت سنة 6*5 ضمن الكتاب: 
ع أأعيعء8 عطآ عأءة1ى عالط[ ننه 771211621101165 465 7256127767712711ه أت مع لطع 18 : أوعنه8 0 أه 25124 1 
[2004 كنجه2 ,تتوسيمل) كرواعء8 مقاط «طا نمل[ عل معيب ان ممع 102051110715 
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الأقلّ. ومازال الوقت مبكراً لمعرفة تشعّبات هذه المدرسة وهذا التقليد؛ لكنٌ من الممكن 
استشفاف ذلك من خلال ثابت بن قرّة. 

هناك؛ أخيرأء سمة رابعة تسمح بإتمام صورة هذا الرياضيّ؛ وذلك أنه كان أيضاً 
مترجماً. نحن نعرف العدد الضخم من المؤلّفات اليونانيّة التي نقلها إلى العربيّة. وقد تضمّنت 
هذه المؤلفاتء بالإضافة إلى "الكرة والأسطوانة" لأرشميدسء المقالات الثلاث الأخيرة من 
"مخروطات" أبلونيوس و"المدخل إلى عِلم العدد" لنيقوماخوس الجيرازي. كما أنكه أجرى 
مراجعة لترجمات عديدة من بينها "الأصول" لأقليدسء و"المجسطي" لبطلميوس. ويكفي أن 
نذكر هذه العناوين لنقيس اتساع الميدان الذي كان يعمل فيه ثابتء ولنقتنع بالصلات الوثيقة 
بين البحث المُجدّد والترجمة»؛ وبالتزامن بين هاتين المُهمّتين» حيث ترتبط كل واحدة 
بالأخرى - ولطالما أكدنا هذه الأطروحة"'. لكنٌ مثال ثابت هو أحسن دليل على ما قلناه؛ إذ 
إن المُهمّتيْن هذه المرّة ترتبطان بشخص واحد. 

كان ثابت بن قرّة» وهو المترجم الموهوب وأحد الرياضيّين النوابغ في كل العصورء 
إحدى المنارات المُسَلّم بها ولم يُشككٌ أحدّ قط بأهميّة دوره خلال العصور اللاحقة. وتتشهد 


على ذلك شهرتثه في الشرق وفي الغرب الإسلامي أيضأء وكذلك ترجمة بعض كتاباته إلى 
اللاتينيّة وبعضها الآخر إلى العبريّة؛ '. إن تجاهلنا ثابت بن قرّة في تاريخ الرياضيّات. 
وبالتحديدء في الميدان الذي نحن بصدده هناء لن نفهمَ شيئاً مما حدث خلال القرنين اللاحقين. 

لنعد الآن إلى ما كتبه كتاب الممّيّر القدامى للمناقشة في نقطتين خاصّتين: اسم ابن قرّة 
والتواريخ المتعلقة به. 


"' راجع مقالثنا: 
راجع : 
2710 ك5ع11ه ةلهن تعجر كعأمتمعه نعأطم عق 110 ا بأهننه 18 ع 7االتواعدى عأعء 7 176 [0 057:1551077ه17 17 زه كت أطومخ[» 
199-209 يجب (1989) 27 بععنعاع3 زه رماوالا ,«اععقامه 
التي أعيد طبعها في كتابنا التالي: 


قأنلنترعظ ستتومامة7 رعطهعة نات عداو أتادعاكء5 عؤكتاعم 5[ عل عكتماقتطا1[ عناة قعطاعععطعع 1 :ذ5عناوتاهمغطاهمد أهء عداوتام0 


.199-209 .وج ,(1992 بامطمع10م) 
*' حول تأثيره في العلوم اللاتينيّة» انظر على سبيل المثال كارمودي: 
+1960 كو أععارا عمل / بروأاعا 8 ,وجميل) .5 182611 زه وأدمط أدع 0510:0711 171:6 ,0827710000 فق كل 
أنظر أيضاً بيورنبو: 


أ كت دواسدريوو 3 جل عاراء [ر[عوع2) عبج ترععتريا[ق انو اطف جعمامجء [دك ع كحم 1 جرعق روطن عل 17 41113115 ,8700 .4ه 
19247 ,7 ,اتأعففء كط 07 14ها 
انظر كذلك بوخنر: 


لأكتامةتكنوطع عع عنلء ةزع ط جه اتناعاللذ جره جرييل) .8 أأطعة1 01 طايه جه برعق 2‏ طلا التتلء3 41016 بامتلاعها8 1 
141-188 .مع ,([1920/2) .52-53 وق عومدلا جز لقاع نعود «ماععة« تعنم 
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يورد جميع كتاب السّيّر اسمه بدون تغيير: ثابت بن قرّة» ويذكرون سلالته ابتداعً 
من الجدّ السادس. ويؤكد القفطي صحًّة الوقائع استناداً إلى أوراق عائليّة استطاع الوصول 
إليها. فقد اطّلع على شهادة كتبها أبو علي المحسن بن إبراهيم بن هلال الصابئء 
وهو ابن حفيد ثابت. ونعرف"' أنّ والد أبي علي نسخ في عام 18١‏ للميلاد مخطوطة كُتِبت 
بيد ثابت؟ ويبدو أنْ هذا الفرع من العائلة هو الذي حفظ الأوراق العائليّة التي ذكرها القفطي. 
يكتب هذا الأخير في كتابه في عام 151 57ه/743١م‏ ما يلي: 


"وأمًا أسماء مصنئفاته التي صنفهاء فقد وجدت أوراقاً بخط أبي علىّ المحسن بن إبراهيم بن هلال 
الصابئ تشتمل على ذكر نسب أبي الحسن ثابت بن قرّة بن مروان هذاء وعلى ذكر ما صنتفه من الكتب 
على استيفاء واستقصاءء فألحقتها تلو هذه لكونها حجّة في ذلك" '. 

لا تترك هذه الوثيقة الثمينة أي شك حول اسم ثابت أو حول كتاباته. 


أمَا بالنسبة إلى تاريخ ميلاد ثابت» فنحن بعيدون عن اليقين. إذ يشير النديم إلى عام ١7١‏ 
ه/ 16م, ليؤكد فيما بعد أنته توفي عن عمر يناهز سبعاً وسبعين سنة شمسيّة. لكنء إذا 
اعتمدنا هذا التاريخ؛ فإنته لم يعش سوى خمس وستين سنة شمسيّة» أو سبع وستين سنة 
قمريّة؛ لأنته توفتي يوم الخميس في السادس والعشرين من شهر صفر عام 788 للهجرة» أي 
يوم الخميس في التاسع عشر من شباط من عام 650١١‏ للميلاد. ويأخذ القفطي بتاريخ الميلاد 
هذا غير مبالٍ بالتناقض. بالمقابل؛ يعتبر ابن أبي أصيبعة أنته وُلِد يوم الخميس في الواحد 
والعشرين من شهر صفر عام 7١١‏ للهجرة؛ أي في الأوّل من حزيران/يونيو عام 75م 
للميلاد» وهو أيضاً يوم خميس. ويبدو تاريخ المولد هذا معقولاء لأنته بذلك يكون قد عاش 
سبع وسبعين سنة قمريّة» لا شمسيّة وفق ما يؤكده النديم. كما أن المفهرس اللاحق 
الصفدي"', يورد هذا التاريخ أيضاً. 


“' هذه المخطوطة: إسطنبول كوبرولو 2(3448[تدرة2): أشار إليها ريتر (ع/:5. 2) وفق ما قاله غاربرز (5ء6275 .6): 
8 :(1936 بتاععصتااةة) / عقتاططنتتةط) جامتاهاءء155نآ1 ريع «طتيع م3 عجعطء عطق كاه جصطل) .5 1211 عل 178 :11171 
اجع أيضياء 
راجع أيضما: 


1 رج« عسصطعة ال تطعسك :]1 تعوتدكة «أعوعء طامط عد جعطن علالفسعططكق عمجيل .7 1311» ,كعاو5 .0) ,نعوه -اءددء8 .ل 
,186-198 .مط ,1932 :«1أء 3 8.1 رركتو هاهلة .طاماية عل ماوع تراععء6) تبج :7ع أآفنتا3 4ن د أآعسي 
.7 ,عومسم اكه ' ل دع مكلا ,اتماء الآ 1 
'' القفطي» "تاريخ الحكماء"؛ الصفحة .١١5‏ 
"' الصفديء "الوافي بالوفيات"؛ المجلّد العاشرء الصفحتان 459-475. 
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-١1-"‏ كتابات ثابت بن قرّة في رياضيات اللامتناهيات في الصغر 

إن النتاج الرياضي البحت لثابت بن قرّةء غير المرتبط مباشرة: لا بعلم الفلك الرياضي 
ولا بعلم السكون» ضخمٌ. وهو يشمل بالإضافة إلى الهندسة:؛ الجبر الهندسي ونظرية 
الأعداد"'. ولقد ترك ثابت؛» في كلّ ميدان من الميادين الرياضيّة التي تناولهاء آثارأً لا تُمحى. 
ومن بين أعماله» فإنٌ كتاباته في رياضيّات اللامتناهيات في الصغر هي التي تثير اهتمامنا 
هنا. في هذا الصددء يجب أن يكون واضحاً أنّ هذه الكتابات متواجدة في كل نتاجه. وذلك 
أنته استخدم اللامتناهيات في الصغر ليدرسء في علم الفلك: مسألة «رؤية الأهلة»' '. وكذلك 
فعل في دراسته للمسألة التالية: "الحركة في فلك البروج وسرعتها وتوسّطها بحسب الموضع 
الذي يكون تحدث فيه من الفلك الخارج المركز"''. وفي ميكانيكا السكونء طَبّق ثابت أيضاً 
طرائق في اللامتناهيات في الصغر في كتابه "القرسطون""''. لكن إذا أردنا أن يقتصر بحثنا 
على كتاباته في هندسة اللامتناهيات في الصغرء فإننا لا نجد سوى ثلاثة أعمال وصلت إلينا 
جميعها لحسن الحظ. 

لم يذكر كتاب السّيّر القدامى سوى هذه العناوين الثلاثة» وهي: "في مساحة قطع المخروط 
الذي يُسَمّى المكافئ"؛ "في مساحة المجسّمات المكافئة": و"كتاب في قطوع الأسطوانة 
وبسيطها". وهي التي ترد في اللائحة التي وضعها القفطي وفي المقالة التي خصّصها ابن 
أبي أصيبعة لثابت. 

تتوافق شهادات كتاب السّيّر هذه مع أقوال ثابت الذي يؤكد أنته لم يحدّد سوى مساحات 
وأحجام هذه الأشكال المنحنية فقط: 

"أما من الأشكال المسطحة:؛ فمثل الشكل الذي يشبه الدائرة وليس بدائرة؛ لأن طوله أكثر من عرضه؛: 
ويسمي القطع الناقصء وغيره من أشكال قطوع المخروط والأسطوانة» فإني قد أفردت مما وجدته 
“' من أجل رؤية عامّة» انظر المقالة: 
,اصع ,(1976) 2777 أهنا ,جاجع ج810 عتلتمعقء 5 إن برمه م101 رجه جريي) نبطة 1زط1712)» ,ابه #دمع1© ,3 .4 © 80527214 .كل .8 
' انظر 8 2112 سد يت 0517 ,110761011 .17 28 
'' راجع فايدمن: 

:21-9 .مع ,(1911-12) 12.3 ,معائه: تداز مععطامخاط81 «سشاعم م02 بوك عوطت التملع3 1(12» بسم مع وء 15.181 


حيث نجد ترجمة للنص العربي لكتاب ثابت. وهناك تحقيق لهذا النص تشوبه الاخطاءء مع ترجمة فرنسية» وضعهما خ. جاويش: 
6 ] 12101 ,2 7نل) :7خ 1211 ع4 االااكيد 27 نأك 1772[ عل بعتأ 2011ل .الكل 
أنظر أيضأ كنور: 


ليوط أاعل تأمضجت تأعه منتع تمك [مجعال :17 ,«دكت ةابتطعع 7 زه انوأازمص 5 أهنك 7601 186 9 كعه :5016 لوقع :4 » ,77م 1ل 11 
(1982 وعنع جه 1) 2 عمد] ,معدعءق مااعك ه9101 41 مععبيكق ء 
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واستخرجته من ذلك كتبأ بيّنت فيهاء وأما الأشكال المجدتّمة فمثل الأشكال التي تتولد من إدارة هذه" . 
وهي الأشكال التي عالجها في الكتب الثلاثة المشار إليها أعلاه. 

أخيراًء تأتي الإحالات التي يقوم بها ثابت إلى كتاباته لتؤكد ما سبق ذكره . ففي كتابه "في 
مساحة المجسّمات المكافئة"؛ يذكر نصّأ ورد في كتابه "في مساحة القطع المكافئ"”» وفي 
كتاب آخر من الواضيح أنته وضع لاحقأًء يستشهد بالكتاب الثالث بهذه الكلمات: "وأمًا مساحة 
بسيط قطع الأسطوانة» فإني قد استخرجتها وبيّنت في كتابي الذي في قطوع الأسطوانة وبسيطها 
أنّ....'"'. ولم يُنسّب أي عنوان آخر يتناول رياضيّات اللامتناهيات في الصغر إلى ثابت؛ كما 
لم يذكر ثابت أيّ كتاب آخر في هذا الميدان. 

أورد ككتاب السّيّر القدامى عنوانين لثابت»: جعل أحدهما البعضَ يظَنّ بأنْ ثابتاً قد شارك 
في تحرير كتاب لبني موسى. وقد يتعلّق الأمر بكتاب يحمل العنوان "في مساحة الأشكال 
المسطنتحة والمجسّمة". ولا شك أنّ التشابه بين هذا العنوان وعنوان كتاب بني موسى قد 
يوحي بمثل هذا الظنّ. فضلاً عن ذلكء إذا ما تذكرنا الروابط التي كانت تجمع ثابتاً بهؤلاء: 
فإنته يُصبح من السهل الافتراض بأنته شارك في هذا التحرير. لكنتناء عند تفخص هذا 
الكتاب» نكتشف نصّأ بدون براهين» حيث يورد فيه المؤلف صيَّغاً لتحديد مساحة أشكال 
مستوية مستقيمة أو منحنية» وكذلك لتحديد حجم بعض المجسّماتء كالمكعٌب والكرة. ليس 
لهذا الكتابء إذأء أي شيء مشترك مع كتاب بني موسىء كما أنه من غير المحتمّل أن يتناول 
مسائل في رياضيات اللامتناهيات في الصغر. 

يبقى أخيراً عنوان منسوب إلى ثابت يُشكّل لنا لغزأء إذ لا يُمكننا أن نؤكّد شيئاً عنه: 
باستثناء أنته يتناول مسائلَ في رياضيات اللامتناهيات في الصغرء وهو كتابه "في مساحة 
قطع الخطوط". نشير أخيراً إلى المراسلة الفلسفيّة الشهيرة مع أبي موسى عيسى بن أسدء 
حيث يدافع ثابت عن مفهوم اللانهاية الفعلي» الذي سنعود إليه في مُجلّد لاحق من كتابنا هذا. 
”' انظر: مخطوطة إسطنبولء أيا صوفيا 487: الورقة 44*: "في مساحة الأشكال المسطحة والمجسمة" 
* هنا وفي ما يتبع من هذا الكتاب نستخدم هذا العنوان المقتضّبء بدل العنوان الأصلي لرسالة ثابت الذي هو "في مساحة قطع المخروط الذي يُمَمَى 
"لجع السيقه الورقة ؟74: "وأما مساحة بسيط قطع الأسطوانة فإني قد استخرجتها وبيّنت في كتابي الذي في قطوع الأسطوانة وبسيطها أنّ 
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؟-١-"‏ تاريخ النصوص وترجماتها 

يتسم تاريمٌ التفليد المخطوطيّ» لنصوص ثابت بن قرّة المحققة هناء بتناقض ظاهريٌ إلى 
حدّ ما: فهو فقير في عدد مخطوطاته؛ إذ إنته لم يصل إلينا من كتابين تابعين لهذا التقليد. 
سوى نسخة وحيدة لكل منهما؛ وهو تاريخ مؤكد نسبيّأء لأنّ هاتين النسختين القديمتين للغاية 
تنتميان إلى مجموعات مخطوطيّة قيّمة. أمَا الكتاب "في مساحة القطع المكافئ"؛ فهوء وحده؛ 
الذي وصل إلينا في خمس نسخ من بينها النسختان اللتان سبق ذكرهما. لنتناول» على 
التوالي» كلّ واحدٍ من هذه التصوص. 


مساحة القطع المكافيء" 

من كتاب ثابت بن قرّة هذاء توجّد لدينا خمس مخطوطات: 

-١‏ المخطوطة الأولىء؛ المشار إليها هنا بالحرف 4رء تحتل الأوراق 2*9 من مجموعة 
أيا صوفيا 487» في المكتبة السليمانية في إسطنبول. وتتضمّن هذه المجموعة عدداً كبيراً 
من كتابات ثابت. وهي تنتمي إلى إرث السلطان الغازي محمود خان. وبالنسبة إلى تاريخ هذه 
المجموعة» نقرأ في الورقة :*١‏ "قيل إن هذا الكتاب كان لأبي علي الحسين بن عبد الله بن سينا". لا 
يمكن التحقق من هذا القول الذي قد يكون أسطورة؛ ولكنته يشهد على كلّ حال على المكانة 
التي كانت - وما زالت - تتمتع بها هذه المجموعة. ومايهمّنا هو ذكر اسم أحد مالكيهاء 
المدعو ابن الحّماميء الذي اشتراها "في التاسع عشر من رجب من السئة خمسمائة وثمانية وستين" 
للهجرة؛ أي في السادس من آذار من عام ١١77‏ للميلاد. وهذا يعني أنّ المخطوطة تعود 
على أكثر تقدير إلى القرن السادس للهجرة» أو إلى ما قبل ذلك بقرن على أرجح الاحتمالات. 
كما نقرأ في الورقة :*١‏ "وتُكر أنّ هذا الخط خط الشيخ الرئيس حجة الحق شرف الملك أبي علي 
الحسين عبد الله بن سينا رحمه الله". هذا القولء مثل القول الأوّلء لا يمكن التحقق منه 
(الملخص المقتضب في مخطوطة المكتبة الوطنيّة في باريس 2859 877ء في الورقة الأولىء 
المكتوبة بخط ابن سينا لا تسمح البتة بحسم المسألة)؛ ولكنته يُعبّر عن الاعتقاد الراسخ بأنْ 
هذه المجموعة قديمة جداً. الكتابة بالخط النسخي المُتقن» الورق أملس مع احمرار خفيف 
وقياسه »)١١,77<71,8(‏ أمَا قياس المساحة المخصّصة للنَصّ فهو .)4,1١1/,5(‏ الأوراق 


١ ب‎ 


كلها من نفس الصنع. وقد ترك النسّاخ صفحات بيضأء استخدم بعضَّها فيما بعد نسّاخون 
آخرونء كالورقة 51 المنسوخة في عام 7٠٠١‏ للهجرة. رُقُمت الصفحات حديثاً. النصّ مكتوب 
بالحبر الأسودء في حين أنّ الأشكال مرسومة بعناية بالحبر الأحمر. الغلاف» مصنوع من 
الكرتون المقوّىء وظهره من الجلد البنتي وقد رمم حديثاً. نص ابن قرّة مكتوب دون إضافات 
أو تعليقات. كل الكتابات على الهوامش مكتوبة بيد النستاخ نفسه» وهي كلمات أو جملء قليلة 
العددء سقطت سهوأ خلال النسخ. 


"١‏ المخطوطة الثانية» المشار إليها هنا بالحرف ر» تشكل جزءاً من المجموعة لاه4ة ١‏ من 
المكتبة الوطنيّة في باريس. يحتلّ نص "مساحة القطع المكافئ" الأوراق ؟21745177., 
وتقع هذه المخطوطة في 7١14‏ ورقة (قياسها /١اه,7١)*'.‏ وقد كتب الهندسيّ أحمد بن عبد 
الجليل السجزيء الجزء الذي يهمّنا من هذه المجموعة؛ وأنجزت النسخة في شيراز عام 
8ه .. وقد أحضر هذا المجلّد من القاهرة إلى باريس في بداية القرن التاسع عشرء 


المدعو رايش (عم:76) وهو تلميذ كوسين دو بيرسوفال ([ودمعسء7 ع4 «زودينه)). راجع 
السجزي نسخته استناداً إلى النسخة التي نقل عنها. ونقرأ في الصفحة 2١77‏ كلمة "بلغ"» مع 
الإشارة .". على الهامشء وهي تشير إلى مرحلة من مراحل مراجعة السجزي. لا توجد لا 
إضافات ولا تعليقات مكتوبة بيد أخرىء وكل الكتابات على الهامش هي كلمات أو جمل 
سقطت سهواً خلال النسخ. تُشير أخيراً إلى أنّ الكتابة أنجيزت بالخط النسخيّء وأنّ الأشكال 
الهندسيّة مرسومة في المخطوطة. 


*- المخطوطة الثالثة» المشار إليها هنا بالحرف 0»: تشكّل جزءاً من المجموعة 4٠‏ من دار 
الكتب في القاهرة. يحتل نص "في مساحة القطع المكافئ" الأوراق .2181١-3955‏ تقع هذه 
المخطوطة في 75 ورقة وتعود إلى تاريخ حديث - القرن الثامن عشر ولقد نسخها 


*' وصف المخطوطة فاجدا: 

2[ ,دركئتعو2 عل علمدمطمل! عبوغ ط1ه:!815 هآ عل دعطهجه كأتنكلة7107 ع كمجملر ع[ كلاد 316125 كعناواء1:)» ,ه1724 .0 

لهج !]81 عه[ ع0 435 :#آناكل1:1 07265 كان 727:15 كعك لتجقجؤع دآ ,10 - [ ,(19350) 25 ,المنجع 0 أهباك أأعوء2 
41 .م (1953 عزعوط/ 117 معاهها ععك عجزم)اىة لك اه ماعن وععم عق اماع م1[ عك مدمتاوع 1 أطيظ رمتروط عل عامدم لاوز 
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مصطفى صدقي الذي صادفنا اسمه أكثر من مرّة”". وأنجز نسخته في الثاني عشر من ذي 
القعدة عام ١١55‏ للهجرة» أي في السادس والعشرين من تشرين الثاني عام 747 ١م.‏ الكتابة 
بالخط النسخيء والنسخة دون تعليقات أو إضافاتء ولا شيء يشير إلى أنّ النسّاخ أجرى 
مراجعة لها استناداً إلى النسخة التي نقل عنها. وتضمٌ هذه المجموعة كتابات أخرى لثابت» 


والعديد من نصوص ابن سنان والقوهي. 


:- المخطوطة الرابعة؛ المشار إليها هنا بالحرف 32 تشكّل جزءاً من المجموعة 555917 من 
مكتبة أستان قدس في مَشهد. تضمٌ هذه المجموعة ١55‏ ورقة (قياسها »)8<١5,©‏ وقد 
نسخت عام 851 للهجرة» أي عام 57: اللميلاد. يحتل نصّ "في مساحة القطع المكافئ" 
الأوراق 475-77. الكتابة بخط النستعليق؛ ولقد ثركت للأشكال الهندسيّة فراغاتٌ بِيْضٌ: 
لكنتها لم تُرسّم. لا توجد لا تعليقات ولا إضافاتء ولا أيّة إشارة إلى مراجعة النسخة استناداً 
إلى النسخة التي نئقل عنها. 


5 المخطوطة الخامسة» المشار إليها هنا بالحرف 2» هي جزء من المجموعة 5514/4 في 
دمشق. 

تُظهر مقابلة هذه المخطوطات فيما بينها أوّلأ أن مخطوطة دمشق» 7: هي نسخة عن 
مخطوطة القاهرة» 0 وعنها فقط, لذلك لن نأخذ 7 بعين الاعتبار عند تحقيق النصّ. من 
جهة أخرىء تنتمي مخطوطة باريسء 8» إلى تقليد مستقلّ عن التقاليد الأخرى. وفيها سقطت 
41 جملة و 138 كلمة؛ كذلك سقطت كلمة "عدد" ١4‏ مرّة» وكلمة "خط" سبع مورّات؛ وكلمة 
"ضرب" مرتين. وتقتصر الإغفالات المشتركة بين 8و 0 على كلمة "عدد" مرّة واحدة. 
وكلمة "خط" أيضاً مرّة واحدة: وهذا يعني أنته لا توجد عمليّاً إغفالات مشتركة. وإحصاء 
الإغفالات يؤكّده إحصاء الأخطاء الآليّة التي تحصل أثناء النسخ» ويسمح باستنتاج أن 8 
تنتمي إلى تقليد مختلف عن تقليد كل من 4 و 0. 


*' انظر ر. راشد. 
.م ,(1993 ,ققعة28) ,امتمطاروه 8ه ج85[ أ تطتل-له آأطه؟ ج15 .عاعةةك ك8 ينه عباوتطمم0 أه 0266061776 ,لعطمق8 .1 
اوهو 2 
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من جهة أخرىء ككتبت المخطوطة /3 استناداً إلى نسخة سالفة للمخطوطة إر؛ وذلك أن 
جميع الكلمات والعبارات التي أغفلت في أغفلت أيضاً في /» باستثناء كلمتين: "إلى 
بعض"ء ص. 47 7 س.١7؛‏ و"من" ص. 27517 س.0؛ ويُمكن أن يكون سياق النصّ قد 
أوحى تماماً لنسّاخ 34 بإضافتهما. بالمقابل» فإنّ بعض أخطاء القواعد الواردة في /ر هي غير 
موجودة في 34» كما جرى في 14 تجنتب بعض التكرارات الواردة في م. فضلاً عن ذلك» 
وبما أن الكتابة في 34 ليست متققنة» فإنته من غير المحتمل أن تكون /3 خليفة للمخطوطة 4. 
على أي حال لم تذكر اختلافات 376 إِلّا بالنسبة إلى 4. 

ِنَّ للمخطوطة 0 سلفاً مشتركاً مع ). وهي تتضمن الإغفالات التالية الخاصّة بها: جملة 
واحدة؛ خمس عشرة كلمة» كلمة "خط" مرّة واحدة؛ كلمة '"ضرب" أربع مرّات؛ وكلمة 
"عدد" أربع مرّات. وتتضمّن بشكل مشترك مع 4رء الإغفالات التالية: عشر جمل؛ خمسأً 
وأربعين كلمة؛ كلمة "ضرب" سبع مرّاتء كلمة "عدد" ثلاث عشرة مرٌة؛ وكلمة "خط" 
أربعا وأربعين مرّة» في حين أنّ الإغفالات المشتركة مع # تكاد أن تكون معدومة. أخيراًء 
هناك جملة ص. 2١9١‏ س.5» مغلوطة في 4 وفي ١0‏ ولكن بشكل مختلفء ممّا يوحي بأنّ 
سلف المخطوصطتين المشترك كان يتضمّن جملة غامضة. نقرأ في )ر: "فعدد ك أكثر من عدد 
أصغر من | ب "» في حين أنثنا نقرأ في 0» فيما يخص هذه الجملة عينهاء "فعدد ك أكثر من 
ج وأصغر من عدد | ب» فعددك أكثر من عدد أصغر من | ب"» وقد شطب النسّاخ فيما بعد 
الجزء الثاني من الجملة وأبقى على: " فعدد ك أكثر من ج وأصغر من عدد اب". وهكذا 
يكون النسّاخ مصطفى صدقي قد حذف الجملة من 4 ونحن نعلم أنّ هذا الأخير كان يفهم ما 
ينسخه وكان يفقه الرياضيّات. 


تسمح نتائج جميع هذه المقارنات برسم شجرة التسلسل المخطوطي التالية: 
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وهكذا قمنا بتحقيق نصْ "في مساحة القطع المكافئ" استناداً إلى المخطوطات يء #» 0؛ 
وإلى 34 عند اختلاف هذه المخطوطة عن ير وهذا التحقيق نُقدّمه هنا لأوّل مرّة. ونشير هنا 
إلى أن سوثر (هريى 27) قد ترجم إلى الألمائيّة» استناداً إلى المخطوطة 8ء بعض مقاطع فقط 
من نصّ ثابت هذاء ولكن بتصرّفء أي دون أن ينقل حرفيّاً نصّ ثابت. هذا العمل المؤقت 
(وهو بالأحرى موجز للنص» مع بعض المقاطع المترجّمة بتصرّف) كان مع ذلك مفيداً 
للغاية: فقد استطاع أن ينقل إلى مؤرّخي الرياضيّات محتوى كتاب ثابت هذا . 


"مساحة المجسّمات المكافئة" 

المخطوطة الوحيدة لهذا النصّ توجد ضمن المجموعة 457 ؟»: في مكتبة باريس الوطنيّة» 
التي ننسخت في عام 75/8ه/ 155م: ويحتل النصٌُ الأوراق 2197396 وقد حصل حادث 
مهم خلال النسخ. لم يجر التنبّه إلبه حتى الآن: فقد كرّر السجزي ثلاث ورقات». من 9٠١‏ 
إلى *117*“. وقد أشرنا إلى هذا المقطع بالحرف مء الحرف الأوّل من كلمة مكرّر. وهذا 
الحادث الغريب يقدّم لنا عن هذا المقطع نسخة ثانية تسمح لنا بتقدير دقة السجزي كنسّاخ: 
بالنسبة إلى المقطع م نحصي في المخطوطة 8 إغفالاً واحدأ (جملة واحدة» ص. 817؟؛: س. 
)١1!-5‏ وتكراراً واحداً (جملة وكلمة)؛ وخمسة أخطاء. أخيرأ يُجرى السجزي في 8 
تصحيحاً (ص. 2785 س. )١7‏ لا يقوم به في م. وبالعكسء فإِنّ الإغفالات في م بالنسبة إلى 
#8 هي جملة صغيرة (”ومثلاً عدد جد "» ص. 5805 س, )١5‏ وجملة أخرى (ص.51"؛ 


'" ألظر سوتر: 

74 -.سسرباح عمق منطء ا عطته جار ,جتمقصد آله مصرة1 .ط عتطقط]" دملا اعطوجظ ععل عمرووعصعيدة عثل ععطنا» بعلو .11 
65-68 .ترم ,(1916) رك ,امع سواط جز حون 

تُرجم هذا النصس إلى الروسيّة على يد ج, الدبّاغ وب. روزئفيلد (410 جعوه1 .8)ء انطلاقاً من المخطوطة 8 راجع ثايت بن قرف 

تمطلصت مطزعع ءام «عنوقة (بللررسية)؛ مبووةعاعد/ة عامسطعويع]3 .[زون: المجلد الثامن (مرسكى. ,)١584‏ 
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س. )١7١5‏ وكلمة ا ب. أمّا التكرارت فهي أربع جمل في م (ص. 7407؛ س. 4١7‏ ص. 
8 س. ١1-١١‏ ص.١591,‏ سره - لا؛ ص.7917ء س5 .)١‏ إِنَّ لهذه المقارنة الفضل 
في طمانتناء إذ إنتها تُظهر الرياضي السجزي في دوره كنسّاخ حقيقيَ لا يرتكبء في النتيجة: 
سوى عدد محدود من الأخطاء. وما قلناه بصدد السجزي بالنسبة إلى كتاب "في مساحة 
القطع المكافئ" يبقى صحيحاً بشكل حرفي فيما يتعلّق بكتاب "في مساحة المجسّمات 
المكافئة". 
ونعطي هنا أيضاً لأوّل مرّة» تحقيقاً لهذا النص. 

ولقد قام سوتر''(معم,رىت) بدراسة هذا النصّ بالطريقة نفسها التي درس فيها الكتاب 
الأوّل. 


"في قطوع الأسطوانة وبسيطها" 

لا يوجد كتاب "في قطوع الأسطوانة وبسيطها", وعلى غرار الكتاب السابق» سوى في 
مخطوطة واحدة فقطء هي مجموعة أيا صوفيا 4877 المذكورة أعلاهء حيث تحتل الأوراق 
705-34 من المجموعة . وكل ما ذكرناه بصدد "مساحة القطع المكافئ" ينطبق أيضاً على 
هذا النصن. لكنّ النسّاخ ترك هذه المرّة فراغاً لإسنادات ثابت إلى "مخروطات" أبلونيوس» 
مع بعض الاستثناءات. فهل كانت لديه النيّة لكتابتها كلها بحبر مختلف بعد انتهاء النسخ؟ أم 
هل كانت غائبة عن النسخة التي نقل عنها؟ 

يوجدء من جهة أخرىء تحريرٌ لكتاب ثابت بن قرّة قام بها الرياضي ابن أبي جرّادة الذي 
عاش في القرن الثالث عشرء اعتثبر بغير حقّ نسخة أخرى من كتابه. لكن نص ابن أبي 
جرّادة هوء في الواقع» إعادة كتابة كاملة لنصّ ثابت» ولو لم يكن مفيداً لتحقيق هذا النص. 
فضلاً عن ذلك؛ أضاف ابن أبي جرّادة مقدّمات إلى نص ثابت» كما أضافء مرّة واحدة 
برهاناً جديداً. ولم يتوانَ في التمييز الواضح بين مساهماته الخاصّة وإعادة كتابة نص ثابت 


"' انظر سوثر: 

رطع 14و[ وطن ج22 عل عاتناكتكك 1 7اكلتكق 1ك 57خ :لاه اطع ناطق متت كع دضئك .8 1128116 تتعع 7ن لأفتع ططق 41021 ,(عائاف .21 
49 بعو جروا جز .هوق .7:2 - .دواع جعك عنطع كنع 7ناعاات 

تُرجم هذا النص أيضا إلى الروسيّة على يد ج. الديّاغ وب. روزنفيلد (1210 هء5م<1 .)2 راجع بوم ناه متطمه بط 1ه معاهلة 

.١595-1١89 (بالروسيّة):الصفحات‎ 
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بن قرّة. لكن إعادة الكتابة هذه ليست أمينة حرفيّا للنص» وإن حافظت بدون شك على الأفكار 
الأساسيّة للنصّ الأصلي. كما أنّ ابن أبي جرّادة يورد جميع الإسنادات إلى "مخروطات" 
أبلونيوسء, إذ يكون قد وجدها في النسخة التي كانت بحوزته من كتاب ثابت» أو يكون قد 
استعارها من نسخة بحوزته من كتاب "المخروطات". 

ليس لدينا سوى نسخة وحيدة عن كتابة ابن أبي جرّادة» وهي موجودة ضمن المجموعة 
١‏ من دار الكتب في القاهرة وتحتل الأوراق 5”*-54*. وهي تخبرنا أنّ ابن أبي جرّادة 
وضع نصّه في العام ١551ه/‏ 1747١م.‏ ونتعرّف في النسخة على خط مصطفى صدقيء وإن 
لم يورد فيها اسمه؛ وقد أنجزها في الخامس والعشرين من ربيع الأوّل من عام ١١279‏ 
للهجرة؛ أي في العشرين من حزيران من عام 74٠‏ ١ميلاديّة.‏ وتلطلعنا هذه الكتابة على 
الاهتمام؛ الذي كان لا يزال متواجدأء بهذا الميدان في نهاية القرن الثالث عشر. لقد تناولناء 
في التعليقات الإضافيّة» المقدّمات والبراهين التي أدخلها ابن أبي جرّادة؛ وتمكنما بفضله أن 
نعيد إلى النصّ إسنادات ثابت المأخوذة من كتاب "المخروطات". وهذا ما لن نتأخئر عن 
التذكير به في كل مرة. 

نقدّم هنا أوّل تحقيق نقديّ لهذا النص” . 


*" ننقل شرح ابن أبي جرّادة إلى الروسيّة على يد ج. الدبّاغ وب. روزنفيلد (3[عقدهءو10 .2)» راجع هلطم عطامه 111 ه141 ١‏ 
ص 95١-5”لء‏ وكأنه كتابٌ لثابت بن قرّة. راجع الحاشية السابقة. 
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؟"-؟ مساحة القطع المكافئ 
١1-7-‏ تنظيم وبنية كتاب ثابت بن قرّة 

يحتل كتاب "في مساحة القطع المكافئ" مكاناً مهمّاً للغاية ضمن أعمال ثابت بن قرّة 
نفسه؛ وفي تاريخ رياضيّات اللامتناهيات في الصغرء وفي التأريخ لنهج أرشميدس الرياضيّ 
بالعربيّة ويطم4 ع4ه:ج:رز4. فهو أوّل كتاب للرياضيّ ثابت مخصّصّ لمساحات السطوح 
وأحجام المجسّمات المنحنية. وقد أدخل ثابت بن قرّة في هذا الكتاب الأفكارٌ الأساسيّة التي لن 
نلبث أن نراها في كتابه الثاني حول مساحة المجمّم المكافئ. ولقد أدَى هذا الكتاب» من جهة 
أخرىء إلى نشوء تيار في البحث في مسألة مساحة القطع المكافئ؛ ويمكن أن نتتبّع هذا التيّارَ 
على امتداد قرن من الزمن تقريباً بعد وفاة المؤأف» حيث نجد فيه أسماء لرياضيّين من 
المرتبة الأولى مثل الماهاني وابراهيم بن سنان وابن سهل. حاول الأوّل من هؤلاء الثلاثة 
اختصار عدد القضايا التمهيديّة لثابت بن قرّة؛ التي تعد عشرين قضيّة. أمَا الثاني» حفيد 
ثابت. الذي لم يكن يريد أن يدع أحدأ يتجاوز جدّه بدون أن يتفوّق عليه أحد أفراد العائلة» فقد 
اختصر القضايا التمهيديّة إلى اثنتين. وأراد الأخير على الأرجح تحسين الطريقة نفسهاء 
ولكنٌ كتابه لم يصل إلينا للأسف؛ لكن القوهيء» معاصر ابن سهلء قد ذكر هذا الكتاب الذي 
يُمكن أن نجد آثارهء كما يبدوء في أعمال ابن الهيثم التي تعالج مسألة مساحة المجسم المكافئ 
ومساحة الكرة. أخيرأء يسمح لنا هذا الكتابء لثابت بن قرّة في مساحة القطع المكافئ» بتقدير 
مستوى المعرفة بأعمال أرشيمدس التي نئقلت إلى العربية» كما يسمح خاصّة بإعلامنا عن 
إسهامات الرياضي السبيراقوسي التي كانت معروفة بالعربيّة. سنتناول مجدّداً هذه المسائل» 
التي ذكرناها هنا باختصارء بالتفصيل في مناسبات عديدة» وبشكل خاص في مجلد لاحق. 
نُشيرٌ الآن إلى أنّ ابن قرّة» الذي كان» بشكل جليّء يجهل أعمال أرشيمدس في القطع المكافئ 
وفي المجسّمات المخروطيّة والكرويّة أيضأء وجد نفسّه مرغماً على شقٌ طريق جديد؛ء وعلى 
ابتكار أدوات مفهوميّة» ضروريّة لتحديد مساحة قطعة من القطع المكافئ. سنصف وسنحذّل 
فيما يلي هذا الطريق والوسائل المستخدمة فيه» وهي تتمثتل؛ بشكل إجماليّ؛ في الميل إلى 
التحسيب (الاستخدام المكثتف للحساب) إلى درجة تتجاوز ما نراه عند أرشيمدس؛ ولكنٌ هذا 
الاستخدام المكثتف للحساب لا يخلو من الصعوبة» إذ إنه يتطلّب استعمالاً واضحاً لخصائص 
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الحد الأعلى لمجموعة مُحدّبة» وللقضيّة الأولى الشهيرة من المقالة العاشرة من "أصول" 
أقليدسء من أجل تأمين التقريب الضروري لطريقة الاستنفاد ومن أجل برهنة وجود الحد 
الأعلى. وسنرى كيف فكّر ابن قرّة في توسيع استخدام قضيّة أقليدس هذه في كتابه "في 
مساحة المجسّم المكافئ". 

هذه السمات المستخلصة من وصف ظاهراتي للعملء؛ تبرز في الواقع من بنية الكتاب 
نفسها. فبعد أن تُبرز هذه البنية الكامنة» ستتبيّن مقاصد ابن قرّة هذه. وسنستخدم طريقة تبيّن 
أنها ناجحة في ظروف أخرى': سنقدّم الرسم البياني للعلاقات المنطقيّة التضمينيّة بين 
مختلف القضاياء انطلاقاً من البراهين التي أعطاها ابن قرّة لهذه القضايا. ثم نحاول أن نتحَدّد 
بنية الدلالات التي تتطابق مع البنية التركيبيّة هذهء وذلك لكي نفهم كيف أنّ هاتين البنيتين 
تتتحدّدان معأء وتتحدّدان سويّاً تنظيم الكتاب. فضلاً عن ذلكء تتميّز طريقتنا في كونها مساعداً 
فعَالاً في الدراسة التاريخية للنصوصء من أجل تحديد مواقع الإضافات الغريبة عن النصّ 
والإغفالات المحتملة للقضايا. وهي تستميل اهتمامنا بشدّة نحو القضايا المنعزلة» وتحثّنا على 
القيام بتفخص إضافيّ دقيق لتاريخ النصّ الخاصّ بهذه القضايا. لكنْ نظرة بسيطة تكفي» على 
ما يبدوء للاقتناع بأنّ هذا الخطر غير موجود في حالة هذا الكتاب لابن قرّة. (انظر الرسم 
البياني للعلاقات التضمينيّة بين القضايا في كتاب "في مساحة القطع المكافئ" لابن قرّة). 

يتألف كتاب ثابت بن قرةء كما هو وارد في المخطوطة:؛ من مقدّمتين» وعشرين قضيّة 
تمهيديّة» ومبرهنة واحدة؛ تتوزّع على ثلاث مجموعات وفق ما نراه على الرسم البياني. 
تتضمن المجموعة الأولى مقدّمتين واثنتي عشرة قضيّة تتناول جميعها الأعداد الصحيحة 
ومتواليات الأعداد الصحيحة. وتتألف المجموعة الثانية من أربع قضايا مخصّصة للقِطّع 
المستقيمة ولمتواليات القِطع المستقيمة. أمَا المجموعة الأخيرة فتتشكّل من أربع قضايا ومن 
المبرهنة وتتناول القطع المكافئ. وهكذا نرى بوضوح أهميّة القضايا الحسابيّة في كتاب ابن 
قرّة. فضلاً عن ذلك نلاحظ أنّ الرسم البياني يتضمّن ثلاثة مستويات: الأوّل» حول القضايا 
الحسابيّة» وهو يشكّل أساساأً للثاني المخصّص للقِطّع المستقيمة» غير أنّ هذا الأخير يرتبط 


' انظر: رر راشدءجج [0 501 عن ونع م[ مسوك دع م17 5م407 465 77161/6710115011011 14>: ضمن: 
ك ودرمل1 دهاعم عمل :7م11تك ةمون )مم ملء بإشراف كاتغيلهم (تدعط[اتتطعمةت .0) (باريسء: :)١517‏ صن 1١6-17‏ 


١5ه‎ 


أيضاً بإدخال مسلّمة أرشيمدس من أجل إيجاد الحدود العليا الضروريّة. أمَا المستوى الأخير: 


حول القطع المكافئ؛ فإنه يرتكز على المستويين السابقين»ء وكذلك على قضايا من 
"مخروطات" أبلونيوس وعلى القضيّة الأولى من المقالة العاشرة من "أصول" أقليدس» أي 
على الخصائص العائدة إمَا إلى القطع المكافئ بصفته قطعأ مخروطيّأء وإما إلى طريقة 
التقريب. 


ملاحظة: القضيّة ١1‏ تتعلق بخاصيّة للقطع المكافئ. 


نستشف مما سبق بنية الدلالات التي تتطابق مع بنية العلاقات التركيبيّة هذه. وستظهر هذه 
البنية ب وضوح إذا قرأنا الرسم البيانيّ في الاتجاه الآخر. فهو ينقسم وفق مستويين أحدهما 
مخصئنص للمتساويات والآخر للمتباينات. يُثبت ابن قرّة» في الأوّل» قضايا تتناول المتساويات 


- ضن اه 


ال 


صحيحة ونسب متتاليات قِطّع مستقيمة» ليصل مباشرة إلى القضيّة .١4‏ وبفضل مسلّمة 


أرشيمدسء ينتقل من المتساويات السابقة بين نسب إلى متباينات؛ كما في القضيّة 2١1‏ كُمّ 
يعود مباشرة إلى القضيّة .٠١‏ وهاتان القضيّتان بالتحديد» أي ١6‏ و :.٠١‏ مع القضيّة ١1‏ التي 
أدرجها ثابت في المكان المناسبء تسمحان في النهاية بإثبات المبرهنة. ومن البديهي أنّ بنية 
الدلالات تحكم بنية العلاقات التركيبيّة؛ غير أنّ هذه الأخيرة تؤمّن تحقيق الأولى» كما أنها 
تضمن لها مداها التطبيقي: القضايا الحسابيّة هي هنا لتهيئة تقسيمات القطر في القطعة 
المعنيّة من القطع المكافئ» في حين أن المتباينات بين متتاليات القطع المستقيمة تنحضّر 
لإدخال خصائص الحدّ الأعلى؛ وهذا يعني أنّ الحدّ الأعلى لمساحات متعدّدات الأضلاع 
الناتجة من هذه التقسيمات؛: هو مساحة قطعة القطع المكافئ. 

قد يبدو هذا الوصف مقتضباً نوعاً ما؛ لكن التحليل المفصّل لقضايا هذا الكتاب سيوضحه. 
إلا أنه ينبغي علينا البدء بالتذكير بالتعريفات الواضحة:؛ التي نرمز إليها بالحرف 27 
وبالقضايا المستخدمة خلال البرهانء والمُعتبّرة كمُسّلمات - وهي التي نرمز إليها بالحرف 
- والمقتمات - التي نرمز إليها بالحرف 2 - أثبتت بواسطة البرهان بالخُلف. 

,7 : أعداد صحيحة متوالية؛ و7 : أعداد فرديّة متوالية؛ و7 أعداد زوجيّة متوالية؛ 

,7 : مربعات متوالية ؛ م4 : الفرق بين عددين صحيحين متواليين هو واحد؛ 

: الفرق بين عددين صحيحين متواليين هو وأحد؛ 

رك : الفرق بين عددين زوجيين متواليين هو اثنان؛ 

رك : الفرق بين عددين فرديين متواليين هو اثنان. 

و : بين عددين زوجيين متواليين يوجد عدد فردي. 

, : حاأصل ضرب عدد صحيح باأثنين هو عدد زوجي. 

و : كلّ عدد فردي يضاف إليه واحد هو عدد زوجي. 

.5 : مربّعان متواليان هما مربّعا عددين صحيحين متواليين (مقذمة مثبتة في القضيّة 
الأولى). 


١ باغ‎ 


م : مربعان فرديّان متواليان هما مربّعا عددين صحيحين فرديّين متواليين (مقدمة مثبتة 
في القضيّة .)١‏ 
؟-7-؟ الشرح الرياضي 
؟7-7-5-١‏ القضايا الحسابيّة 
القضيّة ١‏ [1--4-12-2)- تس (*رك م9 . 

يُبرهن ثابت هذه القضيّة بواسطة المقدّمة الأولى: يكون المربّعان الصحيحان » و ثق» 
حيث يكون 5< 4» متوالييّن إذاء وفقط إذاء كانا مربّعيّ عددين صحيحين متواليين. 

ولبرهان هذه المقدّمة يكفي أن نبيّن أنه إذا كان ه و ق» مربّعين متواليين» فإِنّ 
1- ؤل.- هل.. 

لنفرض أنّ 1 5/.- ه/.» فيكون 1< 5/.- ه/.» لأنّ > و 5/. عددان صحيحان (التعريف 
الذي استخدمه ثابت هو: الفرق بين عددين صحيحين متواليين هو واحد). يكون إذأً: 
+1- 5ل.- »/. حيث يكون ع عدداً صحيحاً. 


ينتج عن ذلك ع > 5+1 > قي.» وكذلك »> 12+ ؤل) > قء وهذا محال لأنّْ مو م 
مربعان صحيحان متواليان. 


وبعد برهان المقدّمة يكون برهان القضيّة مباشراً؛ فلدينا وفق المقدّمة الأولى: 
25+ 1+8 ع4» لذلك 1+ق/.5-2-ه» وبما أن 5/. هو عدد صحيح. فإِنّ 2/5 هو عدد 


زوجي» فنحصل على النتيجة . 


القضيّة ١‏ [1(2-م)- تر < تر :(1 جم)] (*الء ملو [2+ 12و - برد ثوب ذ(1 جيس] “كلك 9 


* 2-1 -1- هل.2 -1+ قل2 - 1(2-») - 2و - ق- ع (الفترجم). 
م١‏ 


القضيّة ١-7‏ لتكن ,..(,؛» متتالية مربّعات صحيحة متوالية بحيث يكون 1- ,,»» ولتكن 
,.,(,» متتالية أعداد فرديّة متوالية بحيث يكون 3- ,رم؛ عند ذلك يكون 
.<> (ة - يبركة)] (*11ء 09 , 

بخلاف القضيّة الأولى» لا يريد ثابت فقط أن يثبت أن الفرق بين مربّعين صحيحين 
متوالين هو عدد فرديء بل أيضاً أن الأعداد الفرديّة الحاصلة من أزواج المربّعات المتوالية 
هي أيضاً متوالية. يحصل البرهان بواسطة الاستقراء التكراري. 

القضيّة صحيحة بالنسبة إلى ,م -1» إذ لدينا فعلا 3- ,بح ,- ي». 

لنفرض أنّ القضيّة صحيحة حتى المرتبة مء أي أن ,,- , .»- ,ه؛ فيكون لديناء وفق 
القضية "6 2ج ينا ولاح لقح و رلةء أي رلا 2 2+ لاع ,نو- 


وذلك وفق التعريف (المُضمَر) للأعداد الفرديّة المتوالية. 


اللي 


القضيّة '-1- لتكن ,..(,,) متتالية أعداد صحيحة بحيث يكون 1- ,.؛ ولتكن ,..(,) متتالية 
الأعداد الصحيحة الفرديّة المتوالية بحيث يكون 3- ,ب إذا كان ,«ح ,م ييه إن ري 
متتالية المربّعات المتوالية التي تبدأ ب 1- ,». 

إنها القضيّة العكسيّة للقضيّة السابقة والبرهان يمكن إجراؤه بواسطة الأفكار نفسها التي 
استثخدمت في البرهان السابق: 3- ,«-1- ,ه- ,هر فينتج 22 -1+ ,اح ينه. 

لنفرض أنّ القضيّة صحيحة حتى » أي أنّ , - ب.؛ فيكون 1+ م2 - ,<- رع ب.ه؛ 


يكون إذا *(1+:) 1+ و2 + 2م ح (1+ 2) + رياد ىه 


[دو * 


القضيّة 4 - لتكن ١٠...‏ ,,) متتالية أعداد فرديّة متوالية بحيث يكون 1- ,ه؛ يكون عندئذ: 


[للك]_ 0 و ١‏ «)- العطيمت) -(1+ ع 


<0 


نقوم بالبرهان بواسطة "الانحدار" المُنتهي. لتكن المتتالية .,,.(.,) بحيث يكون 
1+ ث# 


الله ١‏ . 1 3 
- .بن لكل مؤشر غ» مع (> +#>1)» يكون لدينا 2 - ,,ه- ,,.: لكل مؤشر +؛ مع 


١48 


8-1 > 4 >1)» فنحصل على 1- ينا يبيل - (1+ ,)2 (1+ وبيله) ل لكل مؤشر مع 
2-1 > 2 >)؛ فتكون .ير( مء إذأء» متثالية أعداد صحيحة متوالية تبدأ بالعدد١.‏ ووفق 
المقذمة »١‏ تكون ك1ا0ظ2 متتالية مربّعات متوالية تبدأ بالعدد ١ءومن‏ خلال القضية "2 


تكون المتتالية يه( » حيث 2 سان ناح نر لكل مؤشر ي#» مع (1- 2 > + >)» متتالية 
أعداد فرديّة متوالية تبدأ بالعدد 27 أي أنها تكون المتتالية (,») حيث» ,> + >2» فيكون. 


- 7 7 -1 

0 2 2 2 

ا ا 2 ح ها 2 0 ويكون م لاحت برغا 2 لأنّ ماح رلا 
2-1 1-2 4-1 


مخطط "الانحدار" المنتهي الذي استخدمه ثابت هو التالي: 


)" 7س ةس سد (القضية‎ ١ 
؟- لنفرض أن و 2 رو- بس‎ 
1-7 
فيكون إذاأ 22000021 - »نر‎ -" 


وذلك وفق القضيّة ", فنحصل على 2ه ,2ب- 20 


القضيّة ه - لتكن ,.,_( ,م متتالية الأعداد الزوجيّة المتوالية التي تبدأ بالعدد "2 و ,.ي.,(,م) 


بك 1 


متتالية الأعداد الفرديّة المتوالية التي تبدأ بالعدد »١‏ فيكون إذأ 


شك 7 شهدا 7[ *(2) 2 20 2 
«+ خم نير( - روخ و|سد ست جب (26-1),( - (226)ر2 |. 
2 1<غ 1<غ 2 ] ] 
وهذه نتيجة مباشرة من القضيّة 4. 
القضيّة ١‏ - لتكن ‏ (2,) متتالية المربّعات المتوالية التي تبدأ بالعدد 2١‏ و , , (2») 
متتالية المربّعات الفرديّة التي تبدأ بالعدد ١ء‏ فيكون: 
ةبسب 0 - :28 و ودن| 
2 2 -22 -4 
يبرهن ثابت أوّلأء بواسطة البرهان بالخُلفء المقدّمة 5 التي تقول إِنّ المربّعات الفرديّة 
المتوالية التي تبدأ بالعدد ١‏ هي مربّعات الأعداد الفرديّة المتوالية التي تبدأ بالعدد .١‏ 


ثمَ يجري برهان القضيّة على الشكل التالي. ‏ ,.(,:) هيء وفق المقدمة »١‏ متتالية 
الأعداد الصحيحة المتوالية التي تبدأ ب 1- ,«. نضع؛ لكل مؤش رغ مع (ير> 2 >1)» 
ل حل صراء فتكون عم متتالية الأعداد الصحيحة الزوجيّة المتوالية مع 2 ح ,مير 


ويكون 47 - 2 ما 
دغ ادغ 
وفق المقدّمة "»؛ تكون , , (.,) متتالية الأعداد الفرديّة المتوالية التي تبدأ بالعدد١.‏ ووفق 


القضيّة © يكون لديناء: و 2 - الا » فنحصل على: 


2# 00 2_1 12 _ 2 : 
0 0ر2 2< م2 . 


القضيّة ٠‏ - لتكن . . (,؛) متتالية أعداد فرديّة متوالية تبدأ بالعدد ١‏ فيكون لدينا: 


كد كما 


7 1 1ه نه 5 + 
1 2 ,8/2 + ,سرح حيث ريرح - ,ء 
ا-ع 1< 1< 1د 
كٍ عم 1-1 .2+ رو +2 ...+( - 24) 29 +(ة- 24) 259+(1- 1 
2 2-1 2 3خ 2< دخ 


يكون لدينا : ,د ريى-,ى لكل مؤشّر ي#» مع (, > غ > 2)» فتكون (,,د- ,د) متتالية 
الأعداد الفرديّة المتوالية التي تبدأ بالعدد ؟. 
المتتالية ) هي» وفق القضيّة '-75» متتالية المربّعات المتوالية التي تبدأ بالعدد .١‏ 


3 5 - 


ووفق القضية 5» يكون لدينا : ص ال 1 ,50دء فنحصل على: 
ادغ 


1-ج 
+ 1 1 - 285+ يك 
2 2-1 2-1 


القضيّة + - لتكن . . (,) متتالية الأعداد الفرديّة المتوالية التي تبدأ بالعدد »١‏ فيكون 


لك كما 


0 و + (1- 2)22 2-[6+1 -م)2 |(1- ع22) ). 
2 2-1 1<جع دع 


١هأ‎ 


يبرهن ثابت بن قرّة هذه القضيّة بواسطة استقراء غير تامَ. لنتابع هذا البرهان خطوة 
خطوة. 
لتكن , , (,,) متتالية الأعداد ال الأولى الفرديّة المتوالية التي تبدأ بالعدد ١؛‏ تكون 
المتتالية(1- ,»)» حيث (م > + >2)» متتالية الأعداد ال (1-+) الأولى الزوجيّة المتوالية التي 
تبدأ بالعدد ؟» والمتتالية (1-2- ,.؛)؛ حيث (م > + > 3): هي متتالية الأعداد ال (2-م) 
الأولى الزوجيّة المتوالية التي تبدأ بالعدد ". وهكذا دواليك؛ فيكون لدينا 
(2- 1-2)8- وى (2- )1-2 ىنز 
وهي متتالية الأعداد ال (1+ +- ») الزوجيّة المتوالية التي تبدأ بالعدد؟". وأخيراً يكون: 
2-(1-2)4-2 ,ينء فنحصل على 
)1( 20-1 د رها. 


ومن جهة أخرى 


1<خ 
1ه 
ع 2.9 - دي 240 +... + ,220 +... +2126 
4-1 
2 
2.2 -- 24ل +... +224 
2-1 
224 - ]24 


وإذا جمعنا طرفاً بطرف عموديّاء نحصل على: 


الجر 1 - 1+ ...+ ,| (ص- ه)2 +1 ]+ ...+ نة[ (1-ه)1+2] 


2-1 ادم 


إذأء ومن خلال العلاقة (1) والقضيّة لاء يكون 0 ل ا 
1خ 2-1 


القضيّة 4 - لتكن ‏ . (,؛) متتالية الأعداد ال مم الأولى الفرديّة المتوالية التي تبدأ بالعدد ١‏ 
(.بم متتالية الأعداد ال الأولى الزوجيّة المتوالية التي تبدأ بالعدد ؟. في هذه الحالة 


و كك 14 


١م‎ 


تكون المتتالية ب .اح ,مه لكل مؤشر م مع (, > + > المتتالية التناقصيّة للأعداد ال 
م الأولى الفرديّة المتوالية التي تبدأ ب ,,ه-1- ,,.- ,مد وتنتهي بالعدد .١‏ 
يبرهن ثابت بن قرة هذه القضية بواسطة "الانحدار المنتهي". يكون أدينا 


ص 5 
1- ,ود لكل مؤشر 2 مع (م > 52])»؛ 


ومن جهة أخرى تل شن 20 ناح ري سعد ريوء قفتحصيل على 2- , ب ري باد وكا غ٠‏ 
كذلك نستطيع أن نبيّنء بالنسبة إلى أيّة قيمة ةم حيث 1- - م > م > 2 أنّ 2 - ا 0 


لذلك فإنٌ المتتالية . .. ( ,م متتالية تناقصيّة للأعداد ال م الأولى الفرديّة المتوالية التي تبدأ بِ 


,-1- ,بح ,بور وتنتهي بالعدد 03 


القضيّة ٠١‏ - لتكن , . (,,) متتالية الأعداد ال ,م الأولى الفرديّة المتوالية التي تبدأ بالعدد 
او متتالية الأعداد اير الأولى الزوجيّة المتوالية التى تبدأ بالعدد ”: فيكون 


8ك كا 


0 م 2 و 2 )0 2-2 17- - 2 ). 
1< 
5 
)1( ار لاحي نايا لكلّ مؤشر م مع (م > 4 >). 
وفق القضيّة 4» يكون لديتا : 


)2( بيب »درس لكل مؤشّر » (> 2 15). 
فيكون لديناء استناداً إلى القضيّة 8 والعلاقة (2): 
+ 1 - 2300 فتحصل على فك 0 + 200 
2 21-1 الحا 2 2 1د 1< 
وينتج + 0 5300 230 واستنادأً إلى العلاقة (1)» يكون 
[دع عم 


- ,سكل ,ه وينتج استناداً إلى العلاقة (2) ب 2ر2 د ياه 
2-١ 2‏ 1-1 2 21-1 1< 


١م‎ 


ونحصل على النتيجة إذا ضربنا بالعدد 2 
3 


لنلاحظ أنّ النتيجة يمكن كتابتها كما يلي: 5 "2 - (1- 9:)24. 


1-<غ 


القضيّة ١١‏ - لتكن , , .(,,) متتالية الأعداد ال م الأولى الزوجيّة المتوالية مع 0-,م 


2- رس ولتكن مم المتتالية المحذدة بالعلاقة لخبي 000 لكل مؤشر م مع 


هع غ1 
(” > + >)؛ في هذه الحالة تكون . . (,م) متتالية الأعداد ال م الأولى الفرديّة المتوالية التي 


تبدأ بالعدد .١‏ 


8ك غ15 


5 2 5 ل 
يكون لدينا: 1< و 2ح ,ين ور لكل مؤشر ع مع (, > >]) © 
فيكون 1- متشي بد لكل مؤشر ج مع (م > م#>) ؛ 
وى 
أي 1- ,صم وم لكل مؤشر ع مع (م > 2 >) : 


وبما أن ,. . (,,) هي متتالية الأعداد الزوجيّة المتوالية التي تبدأ بالعدد ". فإِنْ ..,.(.م) 
هي متتالية الأعداد الفرديّة المتوالية التي تبدأ بالعدد .١‏ 


75-79-79 متتاليات من قطع مستقيمة وتحديدها من أعلى 


القضيّة ؟١١‏ - لتكن , . ١.؛)‏ متتالية الأعداد ال م الفرديّة المتوالية التي تبدأ بالعدد »١‏ و 
(يه) متتالية تزايديّة لعدد بم من القطع | لمستقيمة» ولنفترض أنّ المتتاليتين تحققان العلاقة 


1528 


ده 7ك لكل مؤشر يم مع(م > + > 2) . 
ع 220 1 
ولتكن ,.,..(.) متتالية الأعداد ال ,م الزوجيّة المتوالية التي تبدأ بالعدد ؟؛ و ,.,..(.ة) 
متتالية تزايديّة لعدد م من القطع المستقيمة» ولنفترض أنّ المتتاليتين تحققان العلاقة 
نخظا_ بيط لكل مؤشر م مع (2> > 2). 
لا 47 1 


١ 


إذا كان - به يكون: 00 كن 6 ب عقلد ول . 
2 3 2 1< 


ولبرهان هذه القضيّة» نضع ولد يمو 7 لكلّ مؤثشر + مع 


6 8 1 8 8 3 
(7> 2 >1)» ونضع 0-,8- ,هه فيكون لدينا 57 - © », ويكونء لكل مؤش 22 ( > 2 >2): 


و 1 


1 عة_ ديه 
)00 0 


يو 2 


و ده ميك فنحصل على +“ - 22؛ فينتج عن ذلك: 
4 4 


ا الت عت هت بل 


. -- 2 لكل مؤش 2 مع (مك 05/6 . 
( عند دعم)و (عقجريءقة)ء 2 


2 
لكنّ (,,) هيء وفق القضيّة »١١‏ متتالية الأعداد ال م الأولى الفرديّة المتوالية التي تبدأ 
بالعدد ١؛‏ يكون إذأ ,«- ,» لكل مؤشر م مع(, > +>0؛ فنحصل على ,ع- ,هم لكل 


مؤشّر يم مع (م > غ > ])» 


- و 
2( ,عه - 2م لكل مؤشر 2 مع( > 1>#4) . 
1 2 2 8 5 0 
وكذلك بن جه لكل مؤشر + مع (, > + >2)» فيكون: 
2 3 

0 242 0: 

(3) غ- 5 لكل مؤشر 2 مع (م > 2 >1)» 
شي م4 ١‏ 


فنحصل على: 


1 3 
)4( [<خ - 1خ 0 


2 2 
ص و2 


0 دم 
واستناداً إلى العلاقتين (5) و (6)» يكون لدينا: 
6 كن /! 

«رحيق ١ق‏ 


لكنء استناداً إلى العلاقة (3)» يكون 2-5 
د 3 
1ددع 1دعغ 


1 


قة (7) 


وإلى خاصيّة النتب المتساوية؛ على 


سه م 7 م 
1دخغ دع 
كء بقع لم5 م ا ا 
إذأ» استناداً إلى العلاقة (,2)؛ يكون: /41 3 2 تنآ ل حيا, 
0 0 
2-1 دغ 


ولكن؛ وفقاً للقضيّة ,٠١‏ يكون لدينا : دم فنحصل على النتيجة 


المطلوبة. 
ملاحظة - تتحوّل القضيّة ؟١‏ إلى القضيّة ٠١‏ من خلال اختيار قطعة مستقيمة م تكون 


وحدة طول. فإذا وضعنا 4لا - ين » مع الأخذ بالفرضية 5 ء وهي ليست أساسيّة كما 
سنرى في القضيّة اللاحقة» يكون لدينا 
3 12 | - به م + 16 2 انعد كط م - 5 + 5 كبك 3 
احم 2-1 


2ه وما قحم ل سه 
ا (وفقا للقضيّة ٠‏ 0 


١هك‎ 


القضيّة ١7‏ - لتكن ,.,. 
5 2 متتالية تزايدية لعدد # من القطع المستقيمة. و لنفكترض أن المثة اليكدٍ اع الام ان 


العلاقة: غ*#- 2 لكلّ مؤشر + مع(, > + >2)» ولتكن 2:١.‏ متتالية الأعداد الاير 


4+ + 


الزوجيّة المتوالية التي تبدأ بالعدد 7» و , , (,() متتالية تزايديّة لعدد ,م من القطع المستقيمة» 


(,») متتالية الأعداد ال مم الفرديّة المتوالية التي تبدأ بالعدد »١‏ و 


ولنفترض أنّ المتتاليتين تحققان العلاقة: ميلا بيك لكلّ مؤشر ع مع (يم > > 2). 
0 


م 


في هذه الحالة؛ إذا كان ع .ء فإنٌ ,+ 'ا. ,25 - 2 ب طندة. ن؟. 
2 1ع 3 2 3 2 د / 


لبرهان هذه القضيّة» نأخذ المتتالية .....(.) المحدّدة على الشكل التالي: 


26 إن و حية ميك لكل مؤشر 2 مع (م > 2 >2)» 
1 7 
وبالتبديل يكون لدينا 
7 . 
)0 دنه لكل مؤشر 2» (م > 2 >2)؛ 
0 1ج 
فنحصل على 
ع5 ييه ' 
)2( ه--خ- لكل مؤشر © مع(م > غ252). 
محمد لمم 
2 2 


ويكون من جهة أخرى: 


)3( سنك شه كت لكل مؤشر عر مع , (» > م >1) 


مع 0ح ,نح ,ث5. 
لكن» وفق العلاقتين (2) و (3)» لدينا: 


ها 7 1 25 باع ريط 7 4 لبه 2 


2 
لتم 8 2 غخعتك - 1 2 لكل مؤشر ع مع (,, > # > ])»: 
3 تت ا و#طخرة : " 
+2 4 م 4 رم :4ر2 
1[-<خع 2 2 7-1 2 1<خ 


فنحصل على: 
2+ ريء) و يقجبية) و 


2 #1 
0 و6 زع 4 
1ددع [دع 
لكل مؤشر 2 مع م>+ >1 » ومع 0- ,ه درة. 
2 5م 
من جهة أخرىء لديئا ٠‏ 2. 2 - 4 ؛ لكن» وفق العلاقة (1)» لدينا: 2 


2 
23000 2 5 


(4) 


فنحصل على : 2.-4-_- 2 » وبالتالي: 
6 


[دخع 1دخع 
كاي © 5م # 
)5 : 3 2 : 3 
6ر00 ,© 42 82 
1ددع 1ددع 


لكتسكايع ره لختطايع فيه 
)6( 2 00 3 2 عر 2 3 
2 6 +26 و6 0م +26 لد 

[دخغ - ادع 1<غ 


لكل مؤشر ع/ مع م>غ >1 » ومع 0- ره ,ثة. 


لكن 5- ء لذاء واستنادأ إلى القضيّة ؟5» يكون الطرف الأيمن من العلاقة (6) مساويا 


ل َ' وينتج من ذلك أنّ الطرف الأوّل للعلاقة (6) يساوي فنحصل على النتيجة 
المطلوبة. 
ملا حظتان - 


)١‏ في القضيّة 2١‏ نسبة ,» إلى ,6 تساوي 3 أمَا في القضيّة ١١‏ فهي غير مُحدّدةء أي 


أنَّ قيمتها اختياريّة. إذا كان 2 م ,م» فهذا يعني أنّ المتتاليتين (,ه) و (,6) لا تشحمتبان وفقاً 


١ ممه‎ 


لنفس وحدة الطول؛ بل تُحسّب كل منهما وفقأ لوحدة طول مختلفة. تتمأل فكرة ثابت بن قرّة 
بإدراج متتالية ز4ني) تُحسّب» من جهة تبعأ لنفس وحدة الطول المعتمدة في المتتالية زيه)» 
ومن جهة أخرى تكون فيها النسّب بين الحدود مطابقة للنسّب بين حدود المتتالية (.3). وبهذه 
الطريقة يتجنّب الصعوبة الناتجة من الفرضية + ه. 

لكن من جهة أخرىء إذا ما حوّلنا كل متتالية إلى وحدة قياسها الخاصّة: فإِنْ ذلك يسمح 
بتجنّب القضيّة ١١‏ وباختصار القضيّتين ٠١‏ و١١‏ إلى قضيّة واحدة» لأننا في هذه الحالة 
نكون قد أبرزنا فقط المتتاليات العدديّة. وبكلام آخرء عندما نكتب كل متتالية بالنسبة إلى 
وحدة قياسها الخاصّة: فإنّنا لا تدخل سوى المتتاليات العدديّة الزوجيّة والفرديّة» وهذا ما 
يشكّل أساس برهان القضيّة ٠١‏ 

") لو قام ثابت بن قرّة باختيار واضح لوحدة الطول؛ لتمكن مباشرة من استنتاج القضية 


؟١‏ من القضيّتين ٠١‏ و .١١‏ وذلك أنّ لدينا بالفعل» بما أنّْ ,».» - ,ه و ع 


00 ا _ رم 2ه يشجر_يثم 
لمنلا بق + غاب 000 : - لخ ول علتعغه 
0 2 30 0 كيم 
علاط روط 7 1 
3 225 
م (استناداً إلى القضيّة )١١‏ 
1خ 


2# به - ) استناداً إلى القضية : 0 
1ح 


أخيراً تبدو القضيّة ١١‏ كمقدّمة تقنيّة للحصول على النتيجة العامّة المتمكّلة بالقضيّة .١7‏ 


القضيّة 4 ١‏ - لتكن م و م قطعتين مستقيمتين بحيث تكون النسبة 2 معلومة؛ في هذه 


الحالة يوجد عددٌ ,م (*20ء م)» بحيث تحقق المتتالية .. . (,؛) للأعداد ال م الفرديّة المتوالية 


١84 


التي تبدأ بالعدد ١‏ والمتتالية . . (,س) للأعداد ال م الزوجيّة المتوالية التي تبدأ بالعدد ٠‏ 


لكدكاما 
العلاقة التالية 2 


0 0 

وفق مسلّمة أرشيمدس» يوجد عدد م (77ء م) بحيث يكون 5< عبر » مع (1< 0) . 
ولتكن 
ولنضع : 1 - يلاح وه لكل مؤشر م/ مع (,, > >1) . 

المتتالية ‏ . (,) هي متتالية الأعداد ال ,, الفرديّة المتوالية التي تبدأ بالعدد .١‏ استناداً إلى 


(,) متتالية الأعداد الزوجيّة المتوالية التي تبدأ بالعدد ؟. لدينا إذأ ,2 - ,ه 


ك1 


1 
القضبّة 4» لدينا 
ع بر 
00 ملا- عدأ 
[<خغ 2 
ص اما 
فيكون اذا 2 دحشه؛ لكن بما أنّ ا 0 .ل أن 272 ح د يو وفق الفرضية» 


7 هه اد 
: 1< 2 | 


كي نط مغ 
ام م 1 م 1 75 
ولأنّ 1< )» يكون لدينا > 2 0 . لكن وفق (0)» لدينا : حك خ» ومن جهة 
7 ( .مخ 012 
ع 2 / 2 2 2 ع 2 
آل م 4 
أخرى 1-1 , فتحصل على: 1يع 2 . لكن 2 - 2 و 4 ل 
ا 7 7 اكنا 7 ولا 1 9 12 
2 : 2-1ي 2 0 ادع 2 0 1< 5 


القضيّة ١١‏ - لتكن 18م و قطعتين مستقيمتين' معلومتين» ولتكن ه و 5 قطعتين 


مستقيمتين بحيث تكون النسبة © معلومة. لكل عدد « اختياريّ معلوم؛ يكون لدينا 


" في المخطوطات. يُرمز إلى القطعتين ب 72©) و 4 


)١‏ يوجد تقسيم .(4ه) حيث يكون كه ح رك و 8- ,64 وحيث يكون بغ# _ بج أ ل 


وبع يبوك بعك 


لكل مؤشّر # مع(2- > >0) وحيث ترمز , ,.(..) إلى متتالية الأعداد الفرديّة المتوالية 
التي تبدأ بالعدد ١؛‏ 


؟) توجد متتالية من القطع المستقيمة ... (,8)ء حيث 7 - ,8 وبحيث يكون 


7 1> > 


رط 8 : 
د - نك لكل مؤشئر + مع (1- ,> رز > 0) » 


بم 1+ 411 
حيث ترمز 29 ( ,مم إلى متتالية الأعداد الزوجيّة المتوالية التي تبدأ بالعدد .١‏ 
د71 32 
0 
وإذا كان « يحقق الشرط 7 2ي لء يكون 75> 0 
ل 
[<خ 


ولبرهان ذلكء نلاحظ أنه» وفقاً للقضيّة 4 »١‏ يوجد عدد ,م (+20ء م) يحقق الشرط 


3 00) 


لتكن ‏ ..٠(,م)‏ متتالية نقاط من القطعة المستقيمة 8م (مع 4 - ,م و 8- ,م) بحيث 


و عك> 


)2( سنك سنكنك لكل مؤشر م مع(2- :> + >0). 


بكرم 
2 


ا+دغدم 
إذا غيّرنا تعابير ثابت بن قرّة» نستطيع أن نكتب: 


)3( وكدمك _ 37 د معقضيك كاك سشاتانه 


أ 1+ 142 لف ١‏ 
ونكون قد قمنا بتقسيم القطعة 8ار تبعاأً لنسب الأعداد الفرديّة المتوالية. 
لتكن ,زر #) متوالية قطع مستقيمة (مع 7 - ,7 ) بحيث يكون: 


)4( و41 دع 42-2 اتا 
كي 1 دما ا 


١5١ 


وهذا ممكن إذا أخذنا ء_ 8 


من العلاقة (3)» نستخلص 


5١‏ 48 _ امك جاكيم - 4_1 _ أ ا 
2# 2# 8" 5 
احور الحلن”7 
فتحصل على: 
)6( 44 4/1 ع 
8ك 3 
الم 


لكن, استناداً إلى (6)5 لدينا 


7 8 مي 06 


فنحصل [ إذا ربّعنا طرفي العلاقة (6) وإذا ضربنا طرفي كل من العلاقتين (6) و (7) 
طرف بطرف] على : 


0 7 44 ) _ 2 
4_8 8ك 0 

اوور ار 

ادج 


الحالة الأولى - لنفترض أنّ 


)9 شك 

24 
بذلك يكون 

1 رم 
10 جه - جه 
(10) 4ه 1 
و 


حول 


211 راي 
ل 


(11) تت , 


2 .يرم | » 
1م ا 78 
1ص 


لكنٌّ: #دمثك-عةد (استناداً إلى (3))» حكحك ‏ :ث (وفق فرضيّة القضيّة)» و 
بماك إن" 8ه بم 


- 5" (استتاداً | 
3-5 (استنادأً إلى (4)). 


إذا ضربنا كلا من المتساويات الثلاث الأخيرة طرف بطرفء يكون لدينا: 


(12) تقد هد 


1 
وإذا ضربنا (01) و (12) طرفأ بطرف» نحصل على: - 


77 
فيكون لديناء استناداً إلى ل 
لدي تناد خم لطع دة 
يخون لديناء إلى (1)» 2< 0 
وهذا ما يُنهي البرهان في هذه الحالة. 


الحالة الثانية - لنفترض 2 ي مك 


1 


لتكن ,6 »؛ ي 26  »...‏ ©6» قطعاً مستقيمة عددها بر وتحقّق العلاقة: 


13 #1 رك 
(13) 6 
وكذلك العلاقة 

6 5 هات 
(14) 5 
استناداً إلى الحالة الأولى» أعلاهء يكون لدينا 

1 رو 
(15) 24> حل 

78 م©48-6م 


١57 


5 م0 .4 
من جهة أخرى 2-- 2 لكن استناداً إلى (4) و (14)» يكون لدينا 26 --2 : 
م 1 2 
#لطد السطتطت 70 ١‏ 
١ 2‏ 
6 0 
د بام ل-. ركد ل 
5 ل 2-6 لك ي6:ظك _ 062 : ل عل 62:ظكَ _ 2 1 
خا . عد شخة حَ ل ع-- 
21 1116 ير 7م 87 1م 2 5 
د رام 
21 رار 21 . إإر ل رار رار 
2 - 2 08 كن 2 _- 42 
7ه 98.6 ”5 7 ار 6. 8م 
6 7 
٠ 0‏ امك ١‏ ل . رك ١‏ 7 
استناداً ! » لدينا > هسه فنحصل أخير ا 22 22 
15 4 . 
لكن إلى (15)؛ ع على: .زم 


ملاحظة - يست البرهان على تجزلة قلعة مستقيمة معلومة إلى متاية من قلع مستقيمة 
متناسبة مع أعداد من متتالية معلومة» وكذلك على تعميم للقضيّة ١4‏ - التي تندخل التقريب 
- إلى متتاليات من قِطع مستقيمة» وبالتالي على تعميم التحديد من أعلى لمتتالية نسب قِطع 
من أجل تقسيم القطعة المستقيمة 8م إلى متتالية قِطع مستقيمة عددها م ومتناسبة مع 
الأعداد ‏ التي تشكُل متتالية من م عددء يستخدم ثابت بن قرّة» مرّة أخرىء "الانحدار 
النهائي": نتحدّد بر بحيث يكون: شك ؛ وهكذا نكون قد حولنا المسألة إلى تقسيم 8ه 


3 
1-1 


إلى متتالية من (1- ») من القطع المستقيمة المتناسبة مع أعداد المتتالية و( . 


؟؟-79-”" حساب مساحة قطعة من القطع المكافئ 

القضيّة ١5‏ - تكن 0ززا قطعة مسن قلع مكاف قلره 80. ولتكن سر©رهء ....» 
,به ,,كء خطوط ترتيب بالنسبة إلى القطر 2ورء حيث تقطع هذه الخطوط هذا القطرّ 
على ,©» ,ص» _.ج. إذا كانت ت القطلء 6هء ,6 ...» صن تحقق العلاقة: 


0 2+1 _ ,6,6 
3 وري6 ,6 


لكل مؤشر م مع (2- م > >0) 


١55 


حيث ,8-0 و,2-0ء عندئذ تحقق خطوط الترتيب #رثء ...» رك هء ع4 العلاقة 


2 77 ايه 
2 44خ لكل مؤشر ع مع (1- يم > مم >1 
) | 2+ 2/6 بطب كا 2 د ١‏ 


حيث 4 - ,8 و 0- ,2. 


52 ل . م الل" 
نضع 1- ,وىء و ...» و (9/)25-1- .وى» فيكون , ,5- ,,-1- +2 لكل مؤشر ع مع 


ادم 


يك رلك يى) هي إذأ متتالية أعداد فرديّة متوالية تبدأ بالعدد "» ووفق القضيّة 
؟_,ء تكون على متتالية مربّعات متوالية تبدأ بالعدد .١‏ 


حيةأء نا فقا للف ضئة 4 862 _ ل ف 86 _ 1 
من جهة أخرى ؛ لدينا وفقا للفرضيّة 17)» 22 - 2ء. ففنحصل على : 222 - 2ت 
3 للفرضية (1) 60 3 80 1+3 
ويكون : 1-4291”. 
و2807 وى 


لكن وفقأ للقضيّة ٠١‏ من المقالة الأولى من كتاب "مخروطات" أبلونيوس؛ يكون 


2 - 26, فنحصل على: -41© كت 
6,7 26 “لي © رى 


5 :. +2 ام - 2 - ع 4 
وبالاستدلال نفسه نثبت أنّ كبك موه لكل مؤشّر / مع(, > + >3) » فيكون: 


ومع ١ل‏ 
01 - - © _ ا ل 7 ع6 _ 2-1 طدع© _ _ 0 5 00 
م لوث 0 “ل الك إل 0 لك وال ١‏ 


١ هه‎ 


لكن بما أنّ ,و» ...» ,م مربّعات متوالية تبدأ بالعدد ١‏ فإِنّ م,, ...» , أعدادٌ صحيحة 
متوالية تبدأ بالعدد .١‏ إذأء تكون القطع مرع» ...» ,#رج متناسبة مع الأعداد الصحيحة 
المتوالية التي تبدأ بالعدد١.‏ 

وبما أن ,#,20- ,م لكل مؤشر م مع( > + >1) » فإِنّ #رمء جرم متناسبة مع 
الأعداد الزوجيّة المتوالية التي تبدأ بالعدد .١‏ 

ملاحظة - نشير إلى أنّ ثابتأ يأخذ كخط ترتيبء الوتر بأكمله» أي ضعف خط الترتيب 
المعتاد. وبالنتيجة» إذا كانت الإحدائيّات الأولىء المعنية بالأمرء متناسبة مع المربّعات 
المتوالية» فإنّ الإحدائيّات الثانية» أي خطوط الترتيبء الموافقة لها متناسبة مع الأعداد 
الصحيحة المتوالية» وبالنسبة إلى ثابت فإنّ أضعافها متناسبة مع الأعداد الزوجيّة المتوالية. 
يوافقء إذأ» تقسيم القطر 82 إلى قطع (عددها »م) مستقيمة متناسبة مع الأعداد الفرديّة 
المتوالية» تقسيم ثانٍ للمستقيم مص إلى أجزاء متساوية عددها م» وبالعكس. وقد استخدم ثابت 
التطابق العكسي في القضيّة .١4‏ 


القضيّة ١!/‏ - لتكن م قطعة من قطع مكافئ قطره 87. إذا أخذنا تقسيمة للقطر(8: 


86» ي6,6» ...» هر ى» بحيث يكون: 


66, _ 2+1 0 


م الا 
5 لكل مؤشر ع مع(2 - , > يم >0 
2+3 صب ع 6ب © 2 تت ١‏ 


(حيث ,6- 8 و ,6- «)» وإذا كانت 25 2,0 ...» ري © ل» 4126 خطوط 
الترتيب المواة فقة» وكان 79 العمود المسقط من 8 على 0م وكر نقطة التقاء 8 مع مر 
وإذا سميّنا ,ى مساحة المضلع 0 _م...8ي...,_#يرء يكون لدينا: 


87-7ظ- يو - 88 40 2. 
3 3 


ا١كك‎ 


584 
الحالة الأولى - القطر 87 هو محور تناظر القطع المكافئ ( 8# - م8؛ ”7ح ,6). 
استناداً إلى (1) وإلى القضيّة »١5‏ لدينا 


ملممظة_ علوظ لكل مؤ شر ع مع (1- م > + >]) 
262000042 2 


(حيث م - ,ىه او 2-0 ). 


واستناداً إلى القضيّة 7١»ء‏ لدينا ٠‏ 


1 لير + فرظا ب 
2( 80 0 0 ا ب 
2-0 


(حيث 8 - - و ). 


لكنْ كله أ كك 00 هي مساحة المربع المنحرف فل لذي الارتفاع 


60 2؛ فيكون 40.80 > - ل 00 ى» ونحصل على النتيجة: لأنّ 87ح ,6,6 و 
لد - برن 
2 


الحالة الثانية - القطر 87 ليس محور تناظر القطع المكافئ» فيكون 87 ع 820 . 
لتُخرج من النقطة ,ى العمود ,7,© على خط الترتيب ,,,,,.لء لكل مؤشر م مع 
(1-> +>0) وحيث يكون -,28. 


لكل مؤشر مم مع 1- »> + >0) » المثلثان ,,,,© ,© و 851 متشابهان» فيكون 


لي : 
)3( 81 عليه ر_ وللو0 لكل مؤشر 2# (1- > >0 
0 66 6,6 1 


ويكون 


يكيل 


1 
4 4 . 27 01 بقع 8 + ل )ب : 62ر2 


- 0-خ 
224 1 1 
عقب + م )00ر2 
2 5-0 
غير أن 
ارط 7 
05 و3001 عليه 
2 2*1 3 


نلاحظ أنّ بسط (أي صورة) الطرف الأيسر للعلاقة )4( هو المساحة ,5 للمضلع 
0_بكل... ...ركم . من العلاقتين (4) و(5)» نحصل على: 


ارك 7 
92 يدك 8246 


“لي 
2 


7 1 2:2 معي.مم" 
١‏ 6000 + ( وليب قل+ ). بع 00ر2 
(ا- 


لكن. استناداً إلى القضية ؟» فإن مقام (أي مخرج) الطرف الأيسر يساوي 1 


"قرم 7 
وفع .0 6ه لي 8< ايا 000 
فيكون : - خط يغ ومنها نحصل على النتيجة. 
الي 0 وات 
3 
ملاحظات. 


(١‏ من أجل شرح بناء مضلّع عدد رؤوسه1+ ,2 ومحاط بقطعة من قطع مكافئ؛ لأيّ 
قيمة للعدد ,م» يستخدم ثابت بن قرّة القضيّة ١5‏ بهدف تطبيق القضيّة ١‏ في البرهان. 

؟) يعطي ثابت بن قرة عبارة الفرق بين ثلثي مساحة متوازي الأضلاع المُرفق بالقطع 
المكافئ والمساحة ,5 للمضلّع المحاط. 

*) تشعالج الحالة الثانية مباشرة» بدون استخدام الحالة الأولى التي ليست سوى حالة 
خاصة منها حيث يكون 892 - 88ء فيكون ,6 -,8.. 

4) نلاحظ أن حاصل ضرب ©2840 هو المساحة 5 لمتوازي الأضلاع ذي القاعدة 0 
المُرفق بقطعة القطع المكافئ. وهو يتحدّد بواسطة خط التماسّ في النقطة 8 والخطّين 


١5مل‎ 


الموازيين للقطر والمارّين بالنقطتين )4 و©. حاصل الضرب #6( هو مساحة المثلث 


. 8 


القضيّة -١/‏ ليكن 280 قطعة من قطع مكافئ» 87 قطرها وى مساحتها. توجّدء عندئذ: 
لأي عدد عم (0<م)» تقسيمة ()0) للقطر (ربرء ”2 > > 0غ» (مع 6,8 و7- د ©)» 


تحفّق العلاقة 221 __سيكدك , وبحيث تحقّق المساحة بى للمضلع م المرفق بهذه 
2ج 2+1 


التقسيمة الثانية» المتباينة م > ,5- 5. 

لِيْقسّم المستقيم 40 إلى أجزاء متساوية عددها ”2» بواسطة النقاط ,8 و/'هرء 2*7 > 2 >0» 
حيث تكون النقطتان ,8 و:8ء لكلّ مؤشر ع» متناظرتين بالنسبة إلى النقطة 7 منتصف © 
وحيث «- ,8 و 4- ,8 و 2-0 ري8. نتخرج من كل واحدة من هذه النقاط المستقيم 
الموازي للقطر 982ء فنحئد الرؤوس ال 1+ للمضلع ,طرء ©..ي...هرم... ,5...ماء ولتكن 
.ى مساحته. 


نريد أن نجد ,م بحيث يكون 6 > ال ال 
لنين ىء الذي هو المثلث 90م ولتكن 0 مساحته؛ يكون لدينا: 5 < رقء فيكون 


عط> وى 
2 


58 


)١‏ إذا كان م > 25» يكون لدينا م > ,5-ىء ويكون 8 حلا للمسألة. 

ب) إذا كان م <5» نضاعف التقفسيمة» ونبني 5 ونسمّي مساحتته ,ى. إذا استخدمنا 
المقدّمة التالية: إذا كانت # الرأس الموافق للوتر 8د من قطع مكافئ: تكون مساحة 
المثّث وهم أكبر من نصف مساحة القطعة وج من القطع المكافئ» فيكون لدينا 
كي -5) 2< ,5 رىاء لكن (5ى-ر,ى)-(8-5) - يىدىء فنحصل على: 

ول > (و-ى)1> 5-ق؟ 
22 1 2 2 
أ) إذا كان م > كطل» يكون 2 حا للمسألة؛ 


ب) إذا كان م < ىلء نكرّر العمليّة ونبني المضلّع 2؛ وهكذا يكون لدينا على التوالي: 


5 0 -52( > 0 


كد >( ريكب -5) > الك ند 

ووفق القضية ١‏ من المقالة العاشرة من "أصول" أقليدسء لكل جع معلوم, يوحد عدت بر 
بحيث يكون ,> كلء فنحصل على م > ,5-5. 

المضلّع م الموافق هو المضلّع المطلوب. 

يبقى أن نبيّن أن المضأع 5 المحدّد بهذه الطريقة:؛ بالنسبة إلى ءٍ المعلومء يتوافق مع 
تقسيمة للقطر 87 إلى قِطع مستقيمة متناسبة مع الأعداد الفرديّة المتوالية التي تبدأ بالعدد .١‏ 

على القطعة المستقيمة /,2» تعطي النقاط ,8... ,8.._,..8 تقسيمة للمستقيم 24 إلى قطّع 
8ظ... ,28... )م متناسبة مع الأعداد الصحيحة المتوالية من ١‏ إلى 2*1 ؛ في هذه الحالة 


تكون القطع /8روء ... /8,8 ... 40 متناسبة مع الأعداد الزوجيّة المتوالية. وبما أن خَطي 


اا 


الترتيب للنقطتين ,5 و متساويان وهما ,28 و /28»ء فإِنْ ,5 يتوازى مع © وفق 
القضيّة 5 من المقالة الثانية من "مخروطات" أبولونيوسء» ويقطع 82 على النقطة ,جء لكل 
مؤر م مع (2*7> +>0)» فنحصل إذآء على النقاط 8» ,6» ...» ,66 ...» ,.ي©» على 
القطر 82. واستناداً إلى القضيّة العكسيّة للقضيّة :١5‏ تكون القطع ,66,280 ...» 
...©_,رت متناسبة مع الأعداد الفرديّة المتوالية التي تبدأ بالعدد ١؛‏ يكون لدينا إذأ 


2+1 ع6 ع6 


ل ل 
لكل مؤشر ع مع 2531-2١‏ > # >0). 
3+ 21 وبع بع 6 1 مع( ( 


القضيّة ١5‏ - لتكن 480 قطعة من قطع مكافئ وى مساحة متوازي الأضلاع ذي القاعدة 
0 المقترن بالقطع المكافئ. عندئذ» يوجّد لأيّ عدد م (حيث 0<م)» مُضدَّعٌ ص مساحته ,ى 
محاط بقطعة من القطع المكافئ بحيث يكون م > ,5-5-. 

لتكن 80إر قطعة من قطع مكافئ قطرها 2ه وقاعدتها 40 ليكن م عدداً ما (مع 0<م). 


استناداً إلى القضيّة 2١5‏ توجد تقسيمة , ...(.6) للقطر 80 (6-8© و  -2«‏ 2)6) بحيث 


5 9 


. .- و 55 5ك حي ان 
يكون. 2611 مع6ي2 لكل مؤشر + مع(2-> +>0) ؛ كما توجد متتالية قطع 
3+ 2 وبع بع 6 0 


مستقيمة (,77) لكل مؤثرٍ رمع (> ز  )1>‏ مع (40-,/)؛ بحيث يكون: 


درك[ 


27 -1/ ا ” 
برد ل لكل مؤشر ترمع (1- »> ترك 1) 

ادر 

وبحيث يكون: 
14 

ع ينل 

)00 لماكتت 
٠.4) 812 ٠-4)‏ 10 


١و‎ 


0 


لكن؛ استناداً إلى القضيّة »١5‏ يُمكن أن تتوافق التقسيمة ‏ ..(,6) مع متتالية خطوط الترتيب 


كه سرف 


(ل)ء صع :)4 ح فرظ ) بحيث يكون: 


15 
2 2# 


لكلّ مؤشر 2 ع 
1 21> 12 
2+ 2 بع قبع كل 51 مع بغ ( 


وبما أن 40 - ,ع - ,#رء وبما أنْ هناك من جهة أخرىء متتالية وحيدة (,7)؛ يكون 
لدينا ير - ورء فتعاد كتابة المتبايئنة 09 على الشكل التالي: 


فاك 


20( كت 
ل 812 81 


يكون لدينا إذأ م > 71ت ,0م فنحصل على م > 271 00 


ليكن 88 العمود المُخرّج من 8# على 40» ولتكن 7 نقطة التقائه مع #.ير؛ يكون لدينا 


006 > "أ ء فنحصل على ع > للك ترق > لكن, وفق القضية /ا١,‏ لدينا: 


ارو - رق وك فتحصل على ع > 5 


ملاحظة أولى 
)١‏ تؤمّن القضيّة :١5‏ 
أ) وجود التقسيمة ,...(6) وتناسب قطع المستقيم الحلاصلة مع الأعداد الفرديّة 
المتوالية التي تبدأ بالعدد ١؛‏ 


ب) وجود ووحدانيّة متتالية قطع مستقيمة | (,7) حيث 80- ,/,مء متناسبة مع 


و >1[ فق 
الأعداد الزوجيّة المتوالية ومحققة للعلاقة 


شل 


7 001 > 6 (1) 

؟) تبيّن القضيّة ١5‏ أنه إذا تحقّق البند أ)» فإِنّ حدود متتالية خطوط الترتيب (,,5)» 
المرفقة بالتقسيمة ()» متناسبة مع الأعداد الزوجيّة المتوالية التي تبدأ بالعدد ؟؛ بما أن 
ب80-8- جرعء فإِنْ وحدائنية 11 تسمح بإعادة كتابة المتباينة 10 وبذلك يكون 
ع > لظ 0 

2 

*؟) بواسطة تحديد إضافيّ من أعلى وبواسطة القضيّة »١1/‏ نحصل على النتيجة المطلوبة. 
ملاحظة ثانية - تبيّن القضيّة ١/‏ أنّ و راجحٌ على ,5 (أي أنْ ,ى محدود من أعلى بِ 

2 زا ” 

5-)ء ي غعدد [7, 

وتبيّن القضيّة ١9‏ أن ىَ هو أصغر راجح على ,5. فبالاستناد إلى القضيّة ,١١‏ لأيّ 
عدد برء يكون لدينا ٠‏ 4 - ,5 2 مع (0< ين)؟ وبالاستناد إلى القضية 2١5‏ لأيّ عدد 7 
(0<ع)» يوجد 7ر» بحيث يكون لدينا ع > يه >0»: لأيّ عدد بر مع 7( < م. 
ملاحظة ثالثة ‏ يُمكننا أن نتبين أنْ ثابتاً يستخدم الأعداد م بسهولة؛ فهو في الواقع» وانطلاقاً 

من أي قيمة مثبتة ل م» يُدخل /م بحيث يكون عدم مع عيروم ديم» وهكذا يسمح العدد 

0 


بج باستخدام القضيّة ١6‏ بطريقة فعَالة. 


القضيّة ٠١‏ مساحة القطع المكافئ لا متناهية» لكنّ مساحة أيّ قطعة منه تساوي ثلثشي 
مساحة متوازي الأضلاع المرفق بهذه القطعة من القطع المكافئ. 

لتكن ى مساحة القطعة من القطع المكافئ 2رء وى مساحة متوازي الأضلاع المرفق بهذه 
القطعة. 


إذا كان و كك يكون لدينا حالتان: 


تفن 


الحالة الأولى: <ى. في هذه الحالة نضع: 

00 5-6 كدي 

ويكون 0<ج. 

استناداً إلى القضيّة »١/‏ يوجد لهذا العدد يم عددٌ بز بحيثء لكلّ عددٍ 2 مع 7< م يحقّق 
المضلّع م ذي المساحة ,5 المتباينة : 

)2( م> بى-ى؛ 

فاستناداً إلى (1) و (2)» يكون > .5-[م +25 أ فنحصل على > 25 

لكن, استناداً إلى القضية ا يكون لديئا: و 

من هنا يبحصل التناقض» أي أنْ العلاقة دم مستحيلة. 

الحالة الثانية: كك >». في هذه الحالة نضع 


5-3-6 (3) 


فيكون 0<ع. 

استناداً إلى القضية 068 يوجد لهذا العدد ع عددٌ بر بحيثء لكل عدد ,م» مع <بم» يحقق 
المضلع م ذي المساحة ,؟, المتباينة 

25-5, > (4) 

استناداً إلى (3) و (4)» يكون لدينا : م> ,5-(م+ى)» فنحصل على ,5 > ى. 

لكنّ 2 محاط ب مء فيكون :> ,,.. من هنا يحصل التناقضء أي أنّ العلاقة 0 


من استحالة العلاقتين كك و كك>هى نستنتج أن 255-87 


١/4 


ملاحظة - تعود هذه المبرهنة إلى إثبات وحدانيّة الحد الأعلى وتستخدم في البرهان بشكل 
أساسي خصائص الحد الأعلى. 


في الواقع؛ نريد أن نثبت أنّ وى عِلما بأنّ : 
ور ,5).هناة عمعوط - ى (.صيرى وردروة يرمز إلى الحدّ الأعلى) 
؟) د( رك). متاو عممم - 0 
لنفترض أنّ وك عوى. لدينا الحالتان أ) و ب): 
أ 2 ّ 3 8 2 
( 5د<ىء فيوجد 0< بحيث يكون 6 -5-285. 
لكن استناداً إلى )١‏ ى هو أصغر راجح على .؛ إذاً للعدد م» يوجد ,ى بحيث يكون 
م-ى< ىء فيكون ,ى > 25 ؛ وهذا محال لأنّ ىع هو راجح على 6 وفق العلاقة (2). 

ب( 1 إذا يوجد 0< بحيث يكون م-8- 25 لكن استناداً إلى ؟) ىو هو 
أصغر راجح على ,ى؛ إذأء بالنسبة إلى هذا العدد مم» يوجد ,ى بحيث يكون 5-6 <رى؛ 
إذأ ,ى > ى؛ وهذا محال لأنْ ى هو راجح على ى» وفقأ ل ). 

وبديهيّ أننا لا ندّعي أن ثابت بن قرّة» أو أنّ أحداً من أسلافه؛ أو خلفائه حتى القرن الثامن 
عشرء قد عَرّف مفهوم الحدٌ الأعلى. لكن» وبالمقابل» يبدو لنا أنه استخدم خصائص الحدٌ 
الأعلى كفكرة هادية في دراسة مساحات المجموعات المُحَدّبة. 


اشحل 


-؟-” نص 


"كتاب في مساحة قطع المخروط الذي يسمّى المكافئ" 
لثابت بن قَرّة الحرّاني 


يشل 


١/4 


-١‏ *؟ اظ 
سد80ا#؛ ال 


01 لمن 


صدير 


: الأعداد المتوالية هي التي ليس ها بينها عدد اخخر. والأعداد الأفراد المتوالية هي التي ليس فيا 
بينها عدد فرد آخر. وكذلك الأعداد الأزواج المتوالية هي التي ليس فيا بينها عدد زوج آخر. 

والأعداد المربعة المتوالية أبضًا هي التي ليس فيا ينها عدد مريع آخخر. 
وأقول قولا حملا : إن المتوالية من كل الأصناف هي التي ليس فيا بينها من ذلك الصنف 


شي ء اخخر. 


0 الأشكال 


١ -‏ - كل عددين مربعين متواليين فإن فضل ما بينها عدد فرد. 
فليكن عددان مربعان متواليان عليها اب ج ء وليكن فضل ما بينها اد. 
فاقول : أن أد عدد فرد. 
| البسملة: تمد بعدها ووما ترفيق إلا باللهه [1] - 3-2كتاب ... الحرّاني : كناب ثابت بن قرة في ماحة قطع الخروط الذي يسمى 
المكافي' 11 بم - 3 الحرائي : كتب بعدها ورحمة الله عليده زق] - 4صدر: ناقصة [اء بع - 5فيا: قوق السطر [ا] / فيا: ناقصة 


ا. قع - 7 والأعداد: الأعداد زاء قع وهر صحيح لي (م] / أيفمًا: ناقصة [اء ق] - 8 الأصناف: الاشياء زاء قم - 
0 الأشكال: ناقصة [اء بم - 11 عدد: لاقصة بع - 13 متواليان: ناقصة [ء ىع]) - 3]١د:‏ شمد بعدها وعدد قرده [1] 


لحيل 


2 3 3-2 
وسسلاي يسمه لدم 3 سد يمه لسدشسيللش او 
هه للك د لد ههه 
إل 
لد سحي 


برهان ذلك : أنا جعل ضلع ١ب‏ عدد ه ووضلع ج عدد زء ونفصل من ه ومثل ز وهو 
وح. فأقول إن ه ح هو واحد. 
فإن لم يكن كذلك. فهو أكثر من واحد لأنه فضل ما بين عددين. فليكن الواحد منه ح طاء 
وليكن مربع عدد وط عدد ك. وعدد وط أكثر من ز وأصغر من عدد ه و. فعدد ك أكثر 
4 من(مربع» ز وأصغر من (مريع» عدد ه و. فعدد 5 أكثْرمن ج وأصغر من عدد ١‏ ب وهو عدد 
مريع . ففها بين عددي اب ج المربعين عدد مريع : وقد كانا متواليين. هذا خلفص. 
فإِذًا ح ه هو واحد. ومربع عدد ه ومساو للمربعين الكائنين من ه حم ح وعع المجتمع من 
ضرب ها ح في ح ومرتين. فاما المربع الكائن من وح فهوج . لأن وح مثل ز. وأما مربع عدد 
ه وفهوا ب. وفضل ما بينها ! د. فالذي يكون من ضرب ه ع ف ح ومرتين مع المربع الكائن 
0 من ه ح مساو لعدد ! د والذي يككون من ضرب عدد ه ح في ح وعدد ماء والذي يكون من 


ضرب ه ح في ح ومرتين عدد زوج. والمريع الكائن من ه ح واحد. وإذا زيد على الزوج واحد. 
كان المجتمع من ذلك فردًا. فالذي يكون من ضرب ها ح في ح ومرتين مع المربع الكائن من 


هداح عدد قرد. وهو مساو لعدد أ د: وذلك ها أردنا أن نبين. 


وقد تبي مما قلنا أنه إذا كان جح واحدا كان ١د‏ ثلاثة. 
و نب - كل ثلاثة أعداد مربعة متوالية فإن فضل ما بين أكبرها وأوسطها / يزيد على فضل ما 
بين اوسطها واصغرها ائنين. 
١‏ ز (التابة): 31 را] - 3الواحد: للواحد [1. ق) وهو صحيح في زمم - 4وط رالأول): رع [ا)م) - 54 قعدد ... هاو: 


ناقصة زبء قى] - 5ج وأصغر: عدد أصغر [1] / عدد : ناقصة [اء ب] /1 ب : كتب بعدها #قعدد كك أكثر من عدد أصغر من ابو: ثم 
شرب عليها بالقلم [ق] - 6 غفيا: فها [ب] / المربعين: والمربعين [ب) - 7 فإذًا: ف زاء ق] / واحد: الواحد [ب] "ره ح: ه ع [1] / 
حو جه [بمع - قحو هو[ام روح: هخ زع / لأن: ولأن [سع أ وح: ماح [ام / عدد: اقصة زاء ىع - 9 هو اه 
زب 9] والذي : غالذي رسع /؛ عدد (الأيل): ناقصة [1: 3] / والدذي: فالذي رسع - 1] واحد: واسدا وق / واحد: واحدا 
زف] اهن ذلك: ناقصة [ب] / فرذا: فرد [1] وعو صحيح لي [م] - 113د: تهد يعدها «تعدد فرده [س]. وريماكان الأصل «تعدد 
اد عدد فرده وسقطت ١د‏ من [س] رسقطت كل الحملة من المخطوطات الأخرى - 14 تبين: يتين [1] أ إذا: ان [ق] أذ [1] وعى صحبح فى 
[م] رج : ح [بع أركان: فان [بع] - 5! أكبرها: أكيرها [1: ق] أكثرها ب] وهو صحيح في [م] / وأوسطها: وأوسطها [1- ق] وعر 
صحيح في [م1 2 18 أوسطها وأصغرها: أوسطي وأصفرهما [1. ف وهو صحيح في [م]. 


ثرا 


دكككدو 


فليكن ثلاثة أعداد مربعة متوالية عليها اب ج د ه وأعظمها 1 ب. ولتكن زيادة ج د على 
ه عدد ج زوزيادة !ب على ج د عدد أو 


فأقول : إن ١‏ و يزيد على ج ز اثنين. 


ح كه ٍ ١‏ 0 3 
لد لس ياس + كك سس بيه 
3 5 9 3 1 د 
ولع ل سس ري لهم ين لعلشسخع 

َه 3-3 
وس للشعحجح 3ك 


برهان ذلك : : أنا نجعل ضلع اب اح ط ط وضلع ج دك ل وضلع ه م . ونفصل من ح ط 
مثلك ل وهوط ن: ومن ك ل مثل ع وهول س. ونبيّن كا بيّنا في الشكل الذي قبل هذا أن كل 
واحد من ك س ح ن واحد» وأن الذي يكون من ضرب ح ن في ن ط مرتين مع المريع الكائن من 
ح ن مساو لعدد او وأن الذي يكون من ضرب/ ك5 س في س ل مرتين مع المريع الكائن من 
كاس مساو لعدد ج ز, 

ونجعل ط ع مثل م2 فيبق نع مثل ك5 س ويكون نع واحدًا. ويكون المجتمع من ضرب 
نع في ع ط مرتين مع المربع الكائن من نع مساويًا لعدد ج ز. وقد كان المجتمع من ضرب 
ح ن في ن ط مرتين مع المربع الكائن من ح ن مساويًا لعدد أو ففضل ما بين عدد أو وعدد 
ج زمساو لفضل ما بين امجتمع من ضرب ح ن في ن ط مرتين مع المربع الكائن من ح ن وبين 
انمجتمع من ضرب ن ع في ع ط مرتين مع المربع الكائن من ن ع. فتسقط المربعين المتساوبين وهما 
المربع الكائن من ح ن «المربع الكائن من ن ع» فيبق فضل ما بين المجتمع من ضرب ح ن في 
نط مرتين وبين ا مجتمع من ضرب نع في ع ط مرتين مساويًا لفضل ما بين عددي اوج از 
ولكن ح ن مثل نع » فيبق فضل ما بين المجتمع من ضرب نع في ن ط مرتين وبين المجتمع من 


الدولتكن .. اى «وليكن زيادة اب على ج د عدم او وزيادة ج د على ج زه [ب]. ٠‏ ومن الواضح أن هذه العبارة هي العبارة نفسها 
مقلوبة وتقص ما و8 عدده - 2وزيادة ... 'و: ناقصة [ا) - 5اطان: طاس [ا - بع لكل : كات كل [ا] -- 6ك س: لاس د 
ب] اج ن: ح ن 1م رح ن: ح ن[ا] - 7ح ن: ح ط [ب] ح ن اع - 9 م: سل [ب] ل س [ق]ع دس ل [] / فق! بق 
0 2 اع دلق سع ذم افع : باع [1] - 10 نع (الثائية): ع ط [ب] باع [0] / ضرب : ناقصة زقع - 6 
جز[ انط بط ام اعت: ح ن [1] / مساوبًا: مساو [ا] وهو صحيح يٍ [م] / ففضل : وفضل [ق] قضل [] / عدد: عددي 
[1] - الء]!ج ر. لعدد: تاقصة زب - ا ضاب!؛ تامصة بهم - 3] تعط: ققط زيح - 15 وبين ... عرتين: ناقصة 
[1] / بين امحتمع : ناقصة [قى] اع ط : طاع [نبمع / مساويًا: مساو [ا] وهر صحيح ف [م] /ج ز: ع زلا] - 16 ولكن: لكن [1؛ ق] / 
ح 3: ع ز وسح ع ز[ا] / فق فضل : ففضل [ب]. 


ب قاناا 0 3" 


ضرب نع في ع ط مرتين مساويًا لفضل ما بين عددي !وج ز. والمجتمع من ضرب نع في 
ن ط مرتين أكثر من المجتمع من ضرب نع في ع ط مرتين بمثلي المربع الكائن من نع. فعدد او 
أكثر من عدد ج ز بمثلي المربع الكائن من ن ع. ومثلا المربع الكائن من ن ع هو الاثنان لآن نام 


واحد. فعدد أويزيد عل عاد جح زاثين؛ وذلك ما أردنا أن نين . / 


و -ج - فضل ما بين الأعداد المربعة المتوالية المبتدئة من الواحد هي الأعداد الأفراد المتوالية .- 0 , 
المبتدئة من الغلاثة, 
فلتكن الأعداد المربعة المتوالية ١‏ ب ج د ه ء وليكن 1 منها واحدّاء ولتكن الأعداد الأفراد 
المنوالية و زاح ط . وليكن عدد وملها ثلاثة. 
فأقول/: إن فضل ما بين ب وآ هو وء وفضل ما بين ج وب هو رز ء وفضل ما بين د وج هو لالظ 
0 حء وفضل ما بين د (و)ه هو طء وما بعد ذَلِك على هذا المثال. 


م ١‏ 
ومش ع [>كتتئن 
3-2 
2 ا ة1ة0تكاف0ك اك 
3 306 
8 3 
ك 0 3 05 


برهان ذلك: أن ! هو الواحد: فريادة ب عليه ثلاثة» وهي مساوية لعدد و. وفضل ما بين 
ج وب أكثر من فضل ما بين ١‏ وب باثنين: لأن أعداد ١‏ ب ج مربعة متوالية. ففضل ما بين ج 
وب مساو لعدد ومزيد! عليه اثنان وذلك هوعدد ز. وفضل ما بين د وج يزيد على فضل ما بين 
ج وب باثنين: وقضل ما بين ج وب هوعدد زء ففضل ما بين د وج يزيد على عدد ز اثنين؛ 
15 وعدد ح أيضمًا يزيد على عدد ز ائنين لأنها فردان متواليان. ففضل ما بين د وج هو عدد ح. 
وكذلك أبضئًا نين أن فضل ما بين ه ود هو عدد طء وما بعد ذلك على هذا المثال؛ وذلك ما 
أردنا أن نبيّن. 
ا مساويًا: مساو[ب] - 2 مرني زلأول): ناقصة [ب]' عثل! مثل [1 ق] دع: كتب يمدها دمرنينه [ق] ‏ 3 عمثل:_كثل 


كر ٠‏ ن]' دع : كب بعذها مرتسن» [3ق] با : ناقصضة ١[‏ ٠ق]‏ ادع : كتب بعدها ومرنين» [ق] ع [ب] / ذا اع [ب] - 1 
+ و[ب] - 9ب و1 . ب 1 زب] الوأوناقصة في هذا الشكل ء وإن نشي إلها مرة أخرى / ز ثرب] _- ونضمل. . 7 باضه 


الل ٠ق]‏ - 1! نيهي :7 مهي [1ء ٠ع‏ -12أ وب سا اإبع]/ا با ع: اما جاده زب] 13 نزسع - 4] بائنسن: اكنين 
[1] / ج وب : وب [1] / هر : نبا فرق الطر زا] / عدد رالأرل) : اقصة رق] ' اثنين: نائين [ق] . أكتب اسك [ب] بعدها دوهو عدد 
اح - 5 أبفسًا : أيفمًا كذتك [] 1 لسن بشين اد ]. 


ييل 


10 


ينبا على الولاء أعدادًا أفراد ا متوالة متدنة سن الخلذيةء فاشها أعداد فر بع متوالية مستدية 92 


الواحد. / 


- 3 - إذاكانت أعداد أفراد متوالية ميتدئة من الواحد وزيد على أعظمها واحد؛ ثم أل ب-+ - ط 
نصف ما اجتمم فشرب فى لفسهء فإن المجتمم مد ذلك مساو لتلك الأعداد الأنها 
نصف ما اجتمع فضرب بي نفسهء فإن امجتمع من ذلك و لتلك الا د الأفراد مجموعة. 
مساويًا لعدد وء فعدد وزوج لأن عدد ه فرد. فليكن نصف عدد وعدد ن وليكن المربع الكائن 


١ 8.‏ 
صعي يوسن 
3 ب 
هطعبن يك 
ل ع 
مد لم ع ست لوق 
30 
كْ 
ييل للدم لع ولعلبلبب ‏ و د 
ل 51 
لاا ل سح ب 0 لد 0 
ل 
2 2 
هر 2 
مو 2 تت تتأ 
الك 2 
3 
ل لس لس لاسن 
اب 
35 
2 
ب 


برهان ذلك: أنا تيد على ! واحدا فيصير زوجًا. وناخذ نصفل ما اجتمعء وهو وأحدء 
فنجعله ط . وتزيد على ب أيضنًا واحدً! فيصير زوبًا. وتأخذ نصف ما اجتمع فنجعله ك . وكذلك 
نستخرج من عند جم عدد ل ومن عدد د عدد م . ففضل ما بين كل واحد من اعداد أ با اد 
ه وبين العدد الذي يله اثنان» لأنها أفراد متوالية. وكذلك تفاضلها إذا زدنا عليها واحد! واحدً!. 
فإذا أخذنا أنصاف ذلك. كان تفاضل ما بين الأتصاف نصف الاثنين / الذي هو الواحد. ق ٠٠‏ 
1 أعدادا: ناقصة [1ء فى] / مشدثة : مترالية [ب] /كان: ناقصة [بع ١‏ 2يبا: ينها [بع / أعدادا: ناقعة [ب] أعداد [ا. ى| 
أمراذ!: أفراد [ا. ب . ف] / أفراد مترالية : أثنا لي الحامشى  ]1[‏ 4 ثم أخحد: رأخذ زاك قع] - 5 سسه: نصغه [1. ق] / مجموعة: 


امجموعة [1. ق] وهر مسيح لي [م] - 7عدد (الأيل) : ناقصة [1: ى] ل : ررق - 8 ن: ز[ق] رعدد: ناقصة [ا] اعدد: 
بقضة كك ] - 2 ها يين: ابيتا تحت السطر مم اصح [ف] 3 العدد : كب بعادها اللا العدذع 0 


لتيل 


فأعداد ط كا ل م ن هي أعداد متوالية مبتدئة من الواحد. فنجعل مربعاتها أعداد زسع 
ف ح وهي مريقات متواليات مبتدثة من الواحد. ففضل ما ينا مساو للأعداد الأفراد المتوالمة 
المبتدئة من الثلاثة وهى ب اج د ه . فعدد ح يزيد على عدد زر عددًا مساويً لأعداد ب جا د 
جمرعة» يكن زح لواحه يدل .كيد نشل ١‏ باح وذ زا م 1 مساويًا 


لأعداد ان ىك داه الأراد المبتدثة من الواحد: وذلك ما رونا أن بين . 
وقد تبيّن بما قلنا أن أنصاف أعداد الأزواج المتوالية هي أعداد متوالية. 


-ه ‏ إذاكانت أعداد أزواج متوالية مبتدثة من الاثنين؛ وبعذتبها أعداد أفراد متوالية مبتدثة 
من الواحد» فإن مربعات الأعداد الأزواج المتوالية إذا جمعت مساويةٌ لمريعات الأعداد الأفراد 
المتوالية مجموعة مزيدًا ليها نصث مريع أعظم الأعداد الأزواج وآحاد بعدة الأعداد الأفراد. 

فلتكن الأعداد الأزواج المتوالية البتدئة من الاثنين ١‏ ب ج د وأعظمها د: وبعدتها أعداد 
أفراد متوالية مبتدئة من الواحد مقارنة لها عليها ه و زح وأعظمها ح. 

فأقول : إن مربعات أعداد ! ب ج د إذا جمعت مساوية لمربعات أعداد ه و زح إِذَا 


جمعت وزيد عليها نصف مربع عدد د واحاد بعدة ه ودح. 


ؤ 
0 


برهان ذلك : لكل وفنا من أاد سج فزي على شه 


نا" اقصة [ب] ز[ق] «عرساب: مربعها [ب] أعداد ااقصة [سا] 0 زد نإن قم - 2ف : نقصة| ] اح : ناقصة [ب], 
وهي دقصة [1. ق] مريعات متواليات” مربعة مثوائية [1. ق] ربينا: ينا [1. قم - ذر :د [قم / ب ١ ١‏ بارا - # كن 
ناقصة [ا- فق] / اح وز: ح وبين ز [ب] ع وره [1] / ز جالثاية والثالة) ن[ق] / ساويًا: ماو[ب] 5ع وزواً: ن وح وعددن 
[ق] دح ورم سلو 1 [1] / م وز وآ كان ماويًا: وس وبين ز مزيدا على مساوه وهذه العبارة هي تكرا: ابره من العبارة السابقة كيا 
نفلها الناسخ [ب] - 6المحدثة سن الواحد: ناقهة زنع - 7 وقد .. مثوالة' باقفبة ('. ق] 8 مندلة إاكيةع: اقصة ا - 
0 مجمموعة: الجمرعة [1. ق] - 2! وأاعظسها: أعطسهه (ب) - 1| أعدام زالثالية): ناقصة بع 14 عدد! تاقصة [ب] 
كاكر: كان [') - 6اهب: ملو [1. ق]. 


ما 


جبيع ميات / أعاد وح الأقاد ل اع من ضرب الاح في جع ع أعداد م ور 
أعداد ه وزحء ومربعات الاحاد احاد. شربعات أعداد اج جو ال ات 
أعداد ه و زح مجموعة مثلي أعداد (ه» و زح مجموعة مزيدً! عليها احاد بعدتها. وإذا زدنا 
على عدد ح واحدًا ثم أخذنا تصف ما اجتمع وضربناه في نفسهء كان امجتمع مساويًا لجملة 
أعداد ه و زح لأنها أفراد متوالية مبتدئة من الواحد. فجملة مربعات أعداد ١‏ ب ج د / تزيد 
على جملة مربعات ه و زح بمثل المجتمع من ضرب نصف شيء في مثله مرتين» وهما عدد ح 
والواحد + مع أححاد بعدة م وذح عددح إذا عا لاد د . فجملة 
ات عدد في مله من اومن مسار لصف ميع عددة مع عاد ةد وزح. . فجملة 
مربعات أعداد آ ب جح د مساوية لجملة مربعات أعداد ه ورحمع نصف مربع عدد د ومع 
إحاد بعدة ه وزح؛ وذلك ما أردنا أن بين . 


- و- إذا كانت أعداد مربعة متوائية مبتدئة من الواحد وبعدتها أعداد مربعة أفراد متوالية 
مبتدئة من الواحدء فإن المربعات المتوائية المبتدئة من الواحد اذا جمعت وأضعفت مساوية لنصف 
المربعات الأفراد المتوالية إذا جمعت مزيدًا عليها أعظم المربعات المتوالية ونصف الحاد بعدة 
المربعات الأفراد المتوالية. 

فلتكن المربعات المتوالية المبتدئة من الواحد 1 ب ج د وأعظمها د وبعدتها مربعاتٌ أفراد 
متوالية مبتدئة من الواحد عليها ه وز ح. 


! القرد: المفرد [1: قع / فجميع: فجنمح [ب] - 2 أعداد: الأعداد [ب] / ه وازح: تاقصة [ب] / عثل: مثل [1ء قن] - 
5 مثلٍ . موعة : ناقصة [1ء ق] / مثلي : مثل [ب] أ عليها : أكتب بعذها وعلي أعداد هار زح ين [ق] / أحاد أعداد را 3-3 6خ: دادح 
[1] / ثم أخذنا : وأخدذنا زاء ف ع / ماوبًا: مساوية زيم - 8 يمثل : كمئل [1] / شبي»: ناقسة [اء ق] وترك الناسخ [1] لها مكائا - 
9-8 في مثله عرثير نْ. وما عدد حم والواجد : مسو ح والواحد في مثله مرتين [فا] - 10تريد: مزيد [ا) وهو محيم ل (م] / عثل : مثل [1: 
| - 11د ناقصة [ب] / مساو لنصف مربع : ناقصة [اء ٠ق]‏ عدج : ناقصة [ق] اه : ناقصة [ق] / مع أحاد بعدة ه و زح : ناعتبة 
[1. ب] كنب ناسح [ق] بعدها «والشمع من شرب نصف عد في مثله مرزئين مساو لنصف مريع ذلك العدده : : ويدوتا أن هذه العارة هي 
لأحد النساخح - 2! د (الثانية): ج [ا] / مم: ناقصة [ق] - 19 عليا: يعلييا [ق]. 


ما 


ب 94( دو 


د5١‏ اظل 


فأقول: إن مثلى مربعات 1 ب ج د إذا جمعت مساو لنصف مربعات ه و زح إذا 
جمعت مزيدً! عليها مربع د ونصض احاد بعدة أعداد ه وز ح. 


._ 


لمكا تت 
0 م 
ميم ل ااام صشيون 
ءءء 
7# _ لل 
- 
2 د 
لل ا ا ا ا لمحل ير 
يل 5 5 
يينع ممع يون 
سل 37 
ومو يم شع جمبن 
١ ِ :‏ 
3 3 
يبلي ساقم ”ندا ةو 
شّ ف 1 
سس ساي الل ست لل ل سي 
5-2 ت 
ك1 “1 لع زع 


برهان ذلك : أن تجعل أضلاع مريعات أعداد آ ب ب د أعداد ط كال م. فتكون أعداد 
ط ك ل م متوالية مبتدئة من الواحدء ولتكن أضعافها أعداد ن س ع ف. وإذا أضعفت 
الأعداد [الأفراد] المتوالية كانت أعدادا أزواجًا متوالية. فأعداد ن س ع ف أزواج متوالية مبتدئة 
من الاثنينء وكل واحد من أعداد ن س ع فل مثلا قرينه من أعداد ط ك ل م. فجملة 
مربعاتها أربعة أمثال جملة مربعاتها. مربعات أعداد ن س ع ف أربعة أمثال أعداد | ب ج د. 
وأيضا فإن (أعداد» ه و زح أعداد مربعة أفراد متوالية ميتدثة من الواحدء فلتكن أضلاعها 
أعداد ص ق ر ش فيكون ص واحدًا. 

فأقول: إن أعداد ص ف ر ش أفراد متوالية / مبتدئة من الواحد. 

فأما أنها أفراد فهو بيّنْء وذلك أنه لوكان فيها زوج لكان مربعه زوبًا. وأما أنها متوالية: فإنه 
إن أمكن ألا تكون متواليةء أمكن أن يقع بينها عدد آخر/ فرد. 

فليكن فها بين ص ق فرد وهوت وليكن مربعه عدد ث , وعددات أقل من عدد فق وأكثر من 
عدد ص » فربع ث أقل من مربع ووأكثر من مربع ه . وهو فرد لأنه مجتمع من ضرب عدد قرد 
في مثله. فمربعا ه والفردان ليسا يمتواليين. وقد كانا كذلك» هذا خلف. فأعداد ص فق راش 


اعثلي: ند ي عاعش [ب] عمط اخر داي ضعف المربعات الحوالية: - 2 مزيدًا: عزيد [1] وهو صحيح في [ء] - 3 أعداد: ناقصة 
[ب] / اعداد (التانية): عليها [1. قق] 4 مي نم ع س [قم - 5 أزوج: أزواحا [1] وهو صحيح لي [م]) - 1 فاقرل: واقرل 
إب) - اذاف : انه [س] ؟ انه: لأنه رقع ' روج ' روحًا زق] - 12 بيها: يها [ا. فى ) وهر صحيح ني [م] - 3| عدد زالايل): 
ناقصة رما أ عتا راث زا بع - 14 ود اق |1" لأنه : لا رام - 15 الفردان ل متو لبي : المرد إدن لستا نتوالبة [ق] الفرد اذن 


با متوالية []. 


ل اشخككث دير 


ب0- 1١84‏ |اظ 


الاك 


أفراد متوالية مبتدئة من الواحد. وقد كنا بيّنا أن أعداد ن س ع ف أزواج متوالية ميتدئة من 
الاثنين. وعدة ص ق ر ش كعدة ن س ع ف. فربعات أعداد ن س ع ف إذا جمعت 
مساوية لمربعات أعداد ص ق راش مع نصف مربع عدد ف واحاد بعدة أعداد ص فق ر ش. 
وعربعات أعداد ص ق رش هي أعداد ه وزح. شربعات أعداد ن س ع ف إذا جمعت 
مساوية لأعداد ه و زح مجموعة مع نصف مربع عدد ف والحاد بعدة أعداد ص ق رش . وقد 
كنا بيّنا أن مربعات أعداد ن س ع ف إذا جمعت كانت مساوية لأربعة أمثال جملة مربعات 
أعداد ط > ل مء وهي أعداد 1 ب ج د. فأربعة أمثال أعداد 1 ب ج د المربعة إذا / 
شٌ. ونصف همريع عدد ف مساو لثلي مربع عدد م لأن عدد ف مغل عدد م6 قار بعة أمثال 
أعداد آ ب جح د إذا جمعث مساوية لأعداد ه وزح مجموعة مزيدًا عليها مثلا مربع عدد م 
مع حا بعدة أعداد ص ق ر ش. ومربع عدد م هو عدد د. فاربعة أمثال أعداد ا ب جح د 
مجموعة مساوية لأعداد ه و زح مجموعة مزيدً! عليها مثلا عدد د واحاد بعدة أعداد ص قف ر 
ش . فإذا أخذنا نصف جميع ما ذكرناء تبيّن أن مثلٍ أعداد 1 ب ج د مجموعة مساو لنصف 
أعداد ه و زح مجموعة مزيدًا عليها عدد د ونصف أحاد بعدة أعداد ه و ز ح لأن عدتها كعدة 


ص ق ر ش ؛ وذلك ما أردنا أن نبيّن. 


- ؤ - إذا كانت أعداد أفراد متوالية مبتدئة من الواحد» فجمعناها وضربناها في واحدء ثم 
نقصنا من جملتها أعظمها وضربنا الباقي في النين» ثم نقصنا من الباقي العدد الذي يل الأعظم 
وضربنا ما بق أيضنًا في اثنين» ثم نقصنا من البائي العدد الذي بلي المنقوص» ثم ضربنا البائي 
أيضمًا في اثنينء ثم لم نزل نفعل مثل ذلك حتى انتبينا / إلى الواحد» واجملنا جميم ذلك» فإن 
هذه الجملة مساوية لنصف مربعات الأعداد الأفراد إذا جمعت مزيدًا عليه تصف احاد بعدتها. 

فلتكن الأعداد الأفراد المتوالية المبتدئة من الواحد أعداد 1 ب ج دء وليكن أعظمها عدد 
د ولتكن أعداد 1 ب ج د إِذا جمعت مغل عدد هاء وأعداد 1 ب جح إذا جمعت مثل عدد 


وء وعددا أ ب إذا جمعا مثل عدد ز وعدد ١‏ الذي هو الواحد مثل ح. 


3 مع : مججموعة مزِيدًا عليها [ب] / مربع : ناقصة [ب] / مع ...اش : ناقصة زا 4 ومربعات : فريمات (1] - 7 اعداد: ناقصة 
[ب] / وعي أعداد: هي [سب] ! أعداد: ماقصة [ما] )- #عربم: لاقصة زب 0|هئلا: مثلٍ [ف] اأعرا يمر[بع] - 
4 عب : عيه إبع - 15 ص ق . قد تقرأ «فيسء [بع - 16 متدتة: ناقصة ]١[‏ - 20 عيه: عيبا زب] - 23 [: د[اع]”/ 


عدد. ناقصة [ا. ق] 


الى دو 


15 ل ل 


فأقول : أنه إذا أجمل المجتمع من ضرب الواحد في ه مع المجتمع من ضرب الاثنين في ووف 
روني ح » كان جميع ذلك مساويًا لنصض مربعات أعداد آ ب ج د إذا جمعت مزيدًا / عليه 0 


تصف احاد بعة أعداد ١‏ نج د 


3 بغ كت 
0 بِ 
وي ل جع يلمج 
4446 ويل يي 
3 
0 د 
بحسي تت بت 


برهان ذلك : أن أعداد | ب ج د إذا جمعت مساوية لعدد ه . وأعداد ١‏ ب بج إذا 
جمعت مساوية لعدد و» وعددا | ب إذا جمعا مساويان لعدد ز. ففضل ما بين عدد ه وعدد 
وهوعدد د. وكذلك نين أيضًا أن فضل ما بين عدد ووعدد ز مساو لعدد ج ء وأن فضل ما 
بين عدد ز وعدد ح مساو لعدد نا وأعداد ح زْ وه هي أعداد مبتدثة من الواحد وهوح ء 
وفضل ما بينبا على الولاء هي أعداد ب جد د وهي الأفراد المتوالية المبتدئة من عدد ب الذي هو 
ثلاثة. فأعداد م ز وه هي الأعداد المربعة المتوالية المبتدئة من الواحد» ومربعات أعداد 1 ب 
ج د هي المربعات الأفراد المتوالية البتدئة من الواحد» وعدتبا كعدة أعداد ح ز وه . فتلا 
أعداد حم زوه إذا جمعت مساو لنصف مربعات أعداد 1 ب بج د إذا جمعت مزيدًا عليا 
عدد ه ونصف احاد بعدة أعداد ح ز وه . فتسقط منها جميعًا عدد ه . فيق عدد ه مع 
مثل أعداد ح ز ومساو لنصض مربعات أعداد 1 ب ج د إذا جمعت مزيدا عليها نصض احاد 
بعدة أعداد ا نس بج د. ومثلا أعداد ح ز وهوامجتمع من ضرب الاثنين في ح ز وء وعدد ه 
هو اجتمع من ضرب ه في واحد. فالمجتمع من ضرب ه في واحد مع المجتمع من ضرب أعداد ح 
ز وفي اثنين مساو لنصض مربعات أعداد ١‏ ب ج د إذا / جمعت مزيدً! عليه نصف آحاد بعدة ١-/-ظ‏ 


أعداد 1 ب ج د ؛ وذلك ما أردنا أن نيئن. 


رن :> أفصة زب] - 7مربعات: ذقصة [ن] عليه عليا [سا] ١‏ 4 برهث ذلك : برهاله [ا. ق] ' أن أعداد ١‏ مكررة [ف] 
5 حمف: حمعث [اء ق] ١‏ مسدوباك: مسوبة [1. - 65 سصل. 5! نقصة [0. ق] - 6تيين أيضمً: أيفا بين [بم - 
7 وأعد د: مأعداد [ت] | فى أعذاك: تقصة [1. ف] ١‏ 

#لاعدد ..عن: مكررة [) وليست مكررة في [م] 12 زاو: ور [ف] وو[ا] ىه (الثالثة): ده رام 1١‏ أعداد (الثانية): 
اقصة إب] - 14 يمثلا: ومثلي [اء ناد ق]/ وعدد؛ بعدد زب] 5 فانجتمم : والجتمع سم ل واحيد + الواحد زق] - 185عله: 


عليها [اء ف]. 


ف 
ح :اه [ب]- #أعداد: ناقصة [ب] رب : 1[ ب [ا]' وهي: تاقصة [اء ق] 


ليل 


اح - إذاكانت أعداد أفراد متوالة مبتدئة من الواحد. وبحياها أعداد مساوية لها أعظمها 
بحيال الواحد من الأول وأصغرها وهو الواحد بحيال أعظم الأول وما بين ذلك على توالٍ. وضرب 


كل واحد مما في الذي / بحياله. إن جملة المجتمع من ذلك مساوية لنصف مريعات تلك : 


الأعداد الأفراد (مجموعة» مزيدًا عليه نصف احاد بعدة الأعداد الأفراد. 

فلتكن الأعداد الأفراد المتوالية المبتدثة من الواحد أعداد | ب جح دء وبحياها أعداد مساوية 
فا يفي د وج اك ل وليكن ١‏ عل ل ودد سا مل اك وعد ج مثل زح وعد تمل 

ه و. وليكن المجتمع من ضرب | في ه وعدد م والمجتمع من ضرب ب في زح عدد ن واجتمع 
من شرب جا في ل عدداس اع من شرب د ف ل عدج 

فأقول : إن أعداد م ن س ع إذا جمعت مساوية لنصف مريعات أعداد آ ب ج د مزيدا 
عليه نصف احاد بعدتها. 


8 
. م لت صف ال 
باس شيع وص بي سبع سس نمق يوسن 
3 35 م يه 
وعمد 025252525252522 ص 2 اعوسد ل للح 000 
ل 5 ااهل 35 
0 بدا | ب سسا ل 
ا ١‏ 
. - د 
يسكت ممه لو ل بت اد 


برهان ذلك : أنا نجعل كل واحد من ه ف زص ط ق مثل ل الذي هو واحد. فتبق أعداد 
قك ص ح ف وازواجًا متوالية مبتدئة من الاثنين. ففضل ما بين كل واحد مها والذي يليه هو 
الاثنان. فنتقص من كل واحد من هذه الأعداد مثل قي الذي هو اثنان. والأعداد المنقوصة 
أعداد ص راف ش. فيصير أيضمًا عددا رح ش و زوجين متواليين مبتدثين من الاثنين. وننقص 
يضما من عدد ش والبائي عدذا مثل رح الذي هو ائنان وهوش ات ؛ فيبق ات واثنين. فالذي 
بكون من ضرب ١‏ في هاف وضرب ب في رص وضرب جد في اط فق وضرب د في ال مساو 
للمجتمع من ضرب أعداد [ ب / ج د مجموعة في الواحد. والذي يكون عن ضرب ! في فاش 
وضرب ب في ص ر وضرب ج في ق ك مساو للمجتمع من ضرب أعداد 1 ب ج مجموعة في 


2 وهر الراحد : اننا في الحامشى [1] / وضربه: فضرب [ب] - 3 ماوية: ساوزاء ق] / لك: ناقصة زب] - 4 نصف: ناقصة 
تسم 2 6عدد: ناقصة زاء ى|/ ط ىا 5ط [ب] / عدد: ناقصة [ا. قع / عدد: ناقصة ال قع - #طك: طل م - 
0 عليه: علين [1؛ ق] 1اطاق: ط وزع / فتيق أعداد: مكررة [1] ولت مكررة في [م] ‏ 2[ ق 2:5 5 (!]7 ففضل: رقفل 


لا 0 تاق : نئاك م / أثتان الاثنت زب] 4 نداش : م قب [ب] | راح شن و راث ل الما اد 5رح: ذحج 
جارح ر] يل: بق [1- ٠‏ ف] / اث ن” انان زاء ك] 16 صاب (الثاتيه والمثالثة وارابعة) : نافعة ٠ ١[‏ ف] 1 -8] والذي .. 


يانتمة زع | 17[عاش دش نا[قع - 18 صا : دقصةزق] صر رص إ[فى] ١‏ غرب: دقصةزق] 5:53 ق[سم. 


فل 


اعد 


سمه 


598 دو 


502 


الاثنين. والذي يكون من ضرب 3 في شات وضرب ب في رح مساو للمجتمع من ضرب 
عددي 1 ب مجموعين في الاثنين: وضرب ١‏ في ات ومساو لضرب ١‏ في الائنين. فأما امجتمع من 
ضرب ! في ه ف وني ف ش ولي شت وفيات وفهو عدد م. وآما المجتمع من ضرب ب في 
زص وف ص روفي رح فهوعدد ن. وأما اجتمع من ضرب ج في ط ف وف ق ك فهو عدد س . 
وأما امجتمع من ضرب د ي ل فهو عدد ع . فإذا ضربت اعداد | ب ج د مجموعة في الواحد 


وأعداد 1 ب ج مجموعة في الاثنين وكذلك عددا ا ب وعدد ا . وجمع ذلك كله كان مساويًا 


لأعداد م ن س ساع مجموعة. والذي بكون من ضرب أعداد ١‏ ب ج دفي واحد/ وأعداد 7 ب يل كحو اظا 


ج وعددي ! ب وعدد ! في اث نين إذا جمع مساو لنصف مربعات أعداد ١‏ ب ج د إذا جمعت 
مزيدًا عليه نصف احاد بعدتها. لأن أعداد أت باانى ج د أفراد متوالية مبتدثة من الواحد. فأعداد م 


ن س ع إذا جمعت مساوية لنصف مربعات ١‏ ب ج د إذا جمعت مزيدا عليه نصف أحاد 


بعدتبا؛ وذلك ما أردنا أن بسن . 


- ط - إذا كانت أعداد أفراد متوالية مبتدئة من الواحد. وبعدتها أعداد أزواج متوالية 
مبتدئة من الائنين. ووضعت أعداد آخر مساوية لفضل ما بين أعظ الأعداد الأزواح وبين كل 
واحيد من الأفراد . فإن هذه اللأعداد مسياوية للأعداد الأفراد . كل واحد لصاصية. 

فلتكن الأعداد الأفراد المتوالية المبتدئة من الواحد أعداد !1 ب ج د : وبعدتها أعداد أزواج 
متوالية مبتدئة من الاثنين مقارنة لها عليها هر وزح. ح. وليكن فضل ما بين عدد ح وعدد اعددط 


وفضلٌ ما بينه وبين عدد ب عدد ك5 وفضل ما بينه وبين عدد ج عدد ل وفضل ما بينه وبين عدد 


د عدد م 

فاقول: إن ط مثل د وإن 5 مثل ج وإن ل مثل ب وإن م مثل ١‏ 

3 ب 
3 3 لسسع هه 0 َس للم 
هع - د 

!| الاثتى: ناقصة [] ' والذي يكوب : وكذئك أيضنا اعسيع (ب] قرب (الكييةع ناقصية [1. ق) دعن مع لاع - 2 وضرب ] 
لالنين اواجتمع من صرب اماي الاثتين [] مقصة زب - 3 فهر رهرا] اناد اح [] - 4 ق35 اق ل[ا] - 5 مجموعة: 
مقصة [نا] 2ح قالاثيل: الين [0. ى] ' عدد: تاخصة [0. ق] - 8 عددتي” دقسة زاء ق] ضدذا زب | , عدد: ناقفسة [1. ق] عد 


[ب] ‏ 9عبيه: علي [ا. ق] / الراحد : الاثنين  ]1[‏ 11وبين: ومن [1. ق] 4 للأعذاد الأفراد : للأغراد بم ا 17 كه ذال 


|1" عدد رالخامة)! نائصة إمبا] - 8-17! وفضل (الثانية) ... م : ناقصة [1] 9 إن زالكائية والثالثة والرابعةع : باقسة زاء ق]. 


برهان ذلك : أن أعداد ١‏ ب ج د أفراد متوالية مبتدئة من الواحد وأعداد ه وزح أزواج 

متوالية مبتدئة من الاثنين. ففضل ما بي نكل عدد من أعداد ١‏ ب ج د وقرينه من أعداد ه ور 

ح هو الواحد. وفضل ما بين ح وبين د هو م » فعدد م هو الواحد. قعددا د م إذا جمعا / كانا 

مثل ح وعددا ج ل إذا جمعا ابضا مثل ح . فزيادة د على ج مساوية لنقصان م عن ل . 

5 وزيادة د على ج اثنان لأنها عددان فردان متواليان» فزيادة ل على م اثنان. وكذلك أيضما نبيّن 

أن كل واحدة من زيادات عدد ى على ل وعدد طّ على ى اثثان. فأعداد مل ك5 ط أعداد 

أفراد متوالية مبتدئة من الواحد» وكذلك كانت أعداد ١‏ ب ج د فهي إذن مساوية لها. أما آ 
فثل م وأما ب مثل ل واما ج فثل 5 وآما د فثل ط ؛ وذللك ما أردنا أن نبيّن. 


- بي - إذا كانت أعداد أفراد متوالية ميتدئة من الواحدء وبعدتها أعداد أزواج متوالية / 
ور مبتدئة من الاثنين» فإن مربعات الأعداد الأفراد إذا جمعت وزيد / عليها ثلث الحاد بعدتباء 
كانت مساوية لثلثي المجتمع من ضرب الأعداد الأفراد مجموعة في أعظم الأعداد الأزواج. 

فلتكن الأعداد الأفراد المتوالية المبتدثة من الواححد أعداد ١‏ ب جاد وأعظمها د وبعدتها 
أعداد أزواج متوالية مبتدئة من الاثنين عليها ه وزح وأعظمها عدد ح. 
فأقول : إن مربعات أعداد 1 ب ج د إذا جمعت وزيد عليها ثلث الحاد بعدتها مساوية لثلئي 


15 امجتمع من ضرب أعداد 1 ب ج د مجموعة في عدد ح. 


5 طش 1 
وم يي عون يمو 
ََ و ب 
لس سين و ةن مرج 
031 8 5 
وم مسي ها مس ع ع سس سي لاادااداا تت 
طّ 8 
جين كَ 2 0 مستا 


برهان ذلك : أنا نمجعل زيادة عدد ح على عدد د مثل ط وزيادته على ج مثل ك وزيادنه 
على ب مثل ل وزيادته على 1 مثل م. فتكون أعداد ط ك ل م مساوية لأعداد 1 ب ج د الي 
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رب) - 5سين: عبين وبم - 6عدد: ناقصة [0. نع , > : ل زم ل : ن زا /, عدد: ناقصة [ا. ق] ) 7إذن! اذا ريع - 
ع امزم د: نزم - 1-10| وزيد. . كانت: الب في الطامش [0 - !1 الأفراد: ناقصة [1. ىر جمرعة : المجموعة [1- ق] 
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زبادته : اناقصة [ب] / فتكون: يكرن ١1[‏ فق]. 


اس يرودو 


ع لهذا -2 2 


قح اباو دو 


ا 


2 


شي أفراد متوالية مبتدئة من الواحد وأعظمها م وأصغرها ط . فالذي يكون من ضرب أ ف م ومن 


عليه نصف آحاد بعدتها. ونجعل مربعات أعداد ١‏ ب ج د مشتركة. فيكون امجتمع من ضرب ! 
في م ومن ب في ل ومن ج في ك ومن دو في ط مم مربعات أعداد أ ب ج د مساويًا لمرة ونصف 


مغا مربعات أعداد 1 ب ج د مزيدا على ذلك نص احاد بعدة أعداد | باج د. واجتمم 
اسيية | الع 3 - م 5 ا 


من ضرب 1 في م مع المربع الكائن من م مساو للمجتمع من ضرب ١‏ م مجموعين لي م. 
وامجتمع من ضرب ب في ل مع المربع الكائن من ل مساو للمجتمع من ضرب ب ل مجموعين في 
ل. والمجتمع من ضرب ج في 5 مع مع المربع الكائن من مساو للمجتمع من ضرب جح كك 
بجموعين في 2. وامجتمع من ضرب د في ط مع امربع الكائن من ل مساو للمجتمع من ضرب 
د ط مجموعين في ط . فاجتمع من ضرب عددي ! م مجموعين في م ومن ضرب ب ل مجموعين 
في ل ومن ضرب جد كك مجموعين في كك ومن ضرب دا ط مجموعين في ط مساو لرة ونصف مثل 
مربعات أعداد | ب ج د (مزيدًا علييا» نصف أحاد بعدة أعداد | ب ج د. وعددا ! م إذا 
جمعا فهها مثل عدد ح . وكذلك عددا ب ل وعدداج > وعددا د ط . فالذي يكون من ضرب 
عدد ح في أعداد م ل كى ط مجموعة مساوية / لمرة ونصف مثل مربعات أعداد ! ب جا د 
مجموعة مزيد! على ذلك نصف أحاد بعدة أعداد | ب ج د. وإذا كان ذلك كذلك. فإن 
مربعات أعداد ١‏ ب ج د إذا جمعت وزيد عليها ثلث آحاد بعدتها مساوية لثلثي امجتمع من 
ضرب عدد ح في في أعداد م ل ك ط مجموعة. وأعداد م ل 5ك ط مجموعة مساوية لأعداد ا ب 
ج د (مجموعة)». فربعات أعداد ١‏ نس ج د إذا جمعت وزيد عليها ثلث احاد بعدتها مساوية 


مالغ 


اثلث النحتمء من ضرب أعداد ١‏ ب ح د في عدد ح ١‏ وذلك ما ردنا أن نبيّن. 
لجاتمع ١ ١‏ : 


- يآ - إذا كانت أعداد أزواج متوالية وها الاثنان: وأذت أعداد أيَهَا نصض أوْل تلك. 


ل فر مات مريم [نا] ك د زالثاية). اخصة ]١[‏ عساوب ماواب) 5 عل ذلك : علبه ['- ق] 18م ألوءزء 


فنع - 7 يال: ت ول رقع - 8 1:3 لإم/ 5 . اتصة رام / ى : ل زلر وك زقز - 9 انلزام /د: وق - ال دط- 
درط إقمدط. ربب والأيل) : ناقمة [1] / فاعتيع : واجمشمي [ب] / عددي ٠‏ ناقصة ١١|‏ ث1 - 11 (ا يل): كل رمز ' 


ساو: مماويا ات | 2] أعدافء تأقفة زب | / بصفب. ببعى ل / : تصيف أخجاد بعدةٌ أعداد ! با ع ال اناأقصية [أ ] وعدها 
وعدة زا - 13هها: شيارَا. فى]/ غددا: عده [ا] / وعددا: يعدد [1] ' وغعددا: وغدد ]١[‏ 145 عدد: اقصة [1. ل] ا - 
زامابع ناقسة ]١[‏ 5 غل دللك عيا [!. قي] ' 4إذا. راد [!] زهو سصبح ل [م] 6افموية' فماوإسا] 7| واعد د 


مجموعة ' سكررة [1] ولت مككررة لي [ه] مموضة نافضة [زن] - 8217| ما عاد تسابة إنا|] 0 أحذت' دقصة [ . ق]| 


حل 


1 


طُ 


والثاني منها نقضتتب الأول والثاني 1 جم وعاين ؛ والثالث لقسق الثاني والثالث موس :+ وما بعك ا 4ع كل 
ذلك على هذا المثال: فإن الأعداد المأحوذة هي أعداد / أفراد متوائية مبتدئة من الواحد. 0 ب-4م-ظ 
فلتكن أعداد أزواج متوالية عليها ؟ ب ج دء وليكن عدد 1 منها اثتين وليكن نصفه ه 


ونصفٌ عددي ا ب عدد وونصف عددي ب بج عدد ز ونصفٌ عددي بج د عده ح. 


5 فأقول: إن أعداد ه و زاح ح أعداد أفراد متوالية مبتدئة من الواحد. 
- ملو 
2 اليد 
و 5 - ك 2 ين 


برهان ذلك : أن عدد ! اثنان وعدد ه نصفه فهر واحد. وفضل ما بين أعداد ١‏ ب ج د إذا 
أخذت على الولاء هو الاثنان. فإذا جمعنا اثنين منها متواليين وأخذنا نصفهاء كان فضل ما بين 
النصى على كل واحد منبا واحدًا. فزيادة ب على وواحدء وكذلك زيادة ج على ز وزيادة د 
على ح. وأعداد / ب 5 د أعداد أزواج متوالية مبتدئة من الاثنين: فأعداد هو زح أعداد 


10 أفراد متوالية مبتدئة من 55 الذي هو واحد؛ ودلك ما أردنا أن بين 


- يب - إذاكانت خطوط نسبها بعضها إلى بعض» إذا أخذت على الولاء» كتسب أعداد 

أفراد متوالية مبتدثة من الواحد بعضها إلى بعضء وكان أوشا أصفرها؛ وكانت خطوط أخمر على 

عدتبا مقارنة خاء وكانت نسبها بعضها إلى بعض» إذا أخذت على الولاء: كنسب أعداد أزواج 

متوالية مبتدثة من الاثنين» وكان الأول من الخطوط الأول نصف الأول من الخطوط الآخرء فإنه 

14 إن ضرب الأول من الخطوط الأول التي هي على نسب الأعداد الأفراد» في نصف قرينه من 
الخطوط الأخرء وضرب الثاني من | ول 5 تلصف الأول والثاني من الخطوط الأخر مجموعين» / فق ب إباة دو 


[ الأول : الثائي [1] / والثافي : والثانث [1] / الثاني : الثالث [1] / والثالث : والرابع [1). - 2 ميددئة: ألبتبا فوق السطروب - 3 هها: 
ناقصة [اءا ى] - 4-3 ع د وليكن . .. عدديي 1 ب : مكررة [ب] - 6 برهات ذلك : برهانه [اء قع - 7 فإذا: وااذا (! ] واذا [م] / 
نصفها: تصقها [ا . قع - 8مبا: منها [اء ق] / واحدًا: واحد [1. ٠‏ ق] وهوضصحيح في [م] / و: ناقصة [ب] - 9أعداد أزواج ... من 
الاثنين : أعداد أفراد متوالية مبتدئة من الواحد [ب] / أعداد أزواج . هم و لاخ : : ناقصة [ا] - 11 نسيا: نسية [ق] نستها [1] كسب 
كنسبة زاء. ق] - 2| أخر: اخر [ق]»ء ولن تشير إليها فيا بعد - 13 نسبها: نسبة [] ناقصة [1] / كنسب: كتسبة [اء قا - 
4 الأ : الأول [1 قع - 15 الأعداد: ناقصة [1. قع) - 18 الأول والعاني: الغالي والثالت [اع]. 


رذدل 


وضرب الثالث من الأول في نصف الثاني والثالث من الخطوط الأخر مجموعين: وما بعد ذلك على 
هذا المثال» وجمع ذلك كله وزيد عليه سطوح مماو كل واحد مها للمجتمع من ضرب الخط 
الأول من الخطوط الأول في نص الخط الأول من الخطوط الأخرء عدتها مثل ثلث عدة 
الخطوط الأول: فإن الذي يجتمع مساو لثلثي المجتمع من ضرب الخطوط التي على نسب 
الأعداد الأفراد مجموعة في أعظم الخطوط التي على نسب الأعداد الأزواج. 

فلتكن الخطوط التي على نسب الأعداد الأفراد المتوالية المبتدثة من الواحد خطوط 1 باج 
د وأصغرها 1 ؛ ولتككن خخطوط أخر بعدتها مقارنة لحا على نسب الأعداد الأزواج المتوالية المبندئة من 
الاثنين عليبا ه و زاح. وليكن ١‏ نصف ه . 

فأقول: إنه إذا ضرب خط 1 في نصف خط ه وخط ب في نصف خطي ه و مجموعين 
وخمط ج في نصض خخطي و ز مجموعين وخط د في نصف خطي زح مجموعين وجمع ذلك كله 
وزيد عليه مثل ا مجتمع من ضرب خط ! في نصف خخط ه مرات عدتها مثل ثلث عدة خمطوط ١‏ 
ب ج دء فإن الذي يجتمع مساو لثلبثي المجتمع من ضرب خطوط | ب ج د مجموعة في خط ح 
الذي هوأعظم خطوط ه وز ح. 
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زقع - 3 الأفزاد ... الأعداد: ناقصة [سع مكررة [1] وليست مكررة في [م] - 7 أخعر: لاقصة [1 فىي] - 9 خط (الأولى والنانية): 
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['] ؛ مرات: عراها [سع]. 


ل 


ا" 


برهان ذلك: أنّا نجمل الأعداد الأفراد المتوالية المبتدئة من الواحد ط ؟ ل مء والأعداد 
الأزواج المتوالية المبتدئة من الاثنين ن س ع ف. وليكن نصف خخط ه خخط ص ء ونصف / 
خطي ها وخخط اق ء ونصف خخطي وازاخخطارء ونصضل خطي زاح خط ش . وليكن نصف 
عدد ن عدد ات ؛ ونصف عددي نْ س عدد ث » ونصىي عددي ساع عاد خخ وتنصفب 
عددي ع ف عدد ذء وخط ١‏ هونصف خخط ها . فنسبة خط | إلى خط ه كنسية ط إلى عدد 
نء ولذلك تكون نسبة ط إلى ات ء الذي هو نصف عدد ن» كنسبة خط ! إلى خط صء 
الذي هو نصف خط ه . وأيضًا فإن نسبة خط ب إلى ١‏ كنسبة عدد > إلى ط ء ونسبة ! إلى 
ه كتسبة ط إلى ن» ونسبة ه إلى وكنسبة ن إلى س. فنسب خطوط ب ١‏ ها وكنسب 
أعداد ك5 ط نْ س . ولذلك تكون نسية خط ب إلى ه وإلى ووإلى ه و يجموعين كنسبة عدد 
ك إلى ن وإلى س وإلى ن س مجموعينء ويكون نسبة خط ب إلى نصطل ه و- الذي هوق - 
كنسبة ك إلى نصف ن س الذي هوث . وأيضنًا فإن نسبة خط ج إلى ب كنسبة عدد ل إلى ك 
ونسبة ب إلى وكنسبة > إلى س ونسبة / وإلى زكنسبة س إلى ع . فنسبة ج إلى نصف وز- 
الذي هو ر - كنسبة ل إلى نصض س ع / الذي هوخ . وكذلك نبيّن أيضمًا أن نسبة د إلى ش 
كنسبة م إلى ذ. فنسب نخطوط 1 ب اج د إلى خطوط ص فق راش »ء كل واحد إلى نظيرهء 
كنب أعداد ط ك ل م إلى أعداد تا ث خ ذ كل واحد إلى نظيره. وعددات نصف عدد 
نْء وعدد ث نصف عددي ن س وعدد خ نصف عددي ساع وعدد ذ نصف عددي ع فء 
وأعداد ن س ع ف ازواج متوالية مبتدئة من الاثنينء فاعداد ت نث خ ذ أعداد أفراد متوالية 
مبتدئة من الواحد» وكذلك أعداد ط ك ل م. فأعداد تا ث خ ذ مساوية لأعداد ط ى ل م 
كل واحد لنظيره. وكذلك يكون خطوط ص ق راش مساوية لخطوط | ب بج د كل واحد 
لنظيره. فالذي يكون من ضرب ١‏ في ص - الذي هو نصف ه - مساو مريع خط ١‏ » والذي 
بكون من ضرب ب في فى - الذي هو نصف ه و- مساو لربع خط ب . والذي يكون من 
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مد ثيا؟؟ ساق 
ان م 2 
ف ون كل 


ضرب ج في ر - الذي هو نصف وز - مساو مربع خط ج ء والذي يكون من ضرب د في 
ش - الذي هو نصض زاح - مساو لربع د 

وأيضماء فإن نسب مربعات أعداد ط ك ل م بعضها إلى بعض كنسب مربعات خطوط [ 
ب جا د بعضها إلى بعضء فنسبة مربعات أعداد ط 5 ل م مجموعة إلى مربع عدد م كنسبة 
مربعات خخطوط ! ب ج د مجموعة إلى مربع خط د. ونسبة مريع عدد م إلى المجتمع من ضرب 
م في فل - التي هي كنسبة م إلى ف - هي كنسية مريع خط د إلى المجتمع هن ضرب د في ح 
الى هي كتسبة د إلى ح . فني نسبة المساواة» تكون نسية مربعات أعداد ط ك ل م مجموعة إلى 
امجتمع من ضرب م في ف كتسبة مربعات خطوط ! ب ج د مجموعة إلى امجتمع من ضرب د في 


أح. ونسبة ال من ضرب م في ف إلى المجتمع من ضرب أعداد ط ك ل م مجموعة في ف - 


الى هي كنسبة عدد م إلى أعداد ط كك ل م مجموعة - هي كنسبة المجتمع من ضرب د في ح 
إلى المجتمع من ضرب خطوط ١‏ ب ج د مجموعة في خط ح ؛ التي هي كتسبة خط د إلى خطوط 
1ب ج د مجموعة. لأن نسبة عدد م إلى أعداد / ط ك ل م مجموعة كنسبة خط د إلى خطوط 
أ ب ج د مجموعة. فق نسية المساواة. يكون نسبة مريعات أعداد ط ى ل م مجموعة إلى 
مجموعة إلى الجتمع من ضرب خطوط 1[ ب ج د مجموعة في خخط ح . وإذا أخذنا أضعافًا للمربع 
الذي يكون من ط الذي هو الواحد بمثل ثلث عدة أعداد ط ى ل م وأضعافًا لمريم خط ١‏ يمثل 
ثلث عدة خطوط 1 ب ج دء كانت نسبة الأضعاف / المأخوذة للمربع الذي بكون من ط إلى 
مربعات أعداد ط 5 ل م مجموعة كنسبة الأضعاف المأخوذة لمريم خط 1 إلى مربعات خخطوط ! 
ب ج د مجموعة» فيكون نسبة مربعات أعداد ط 5 ل م يجموعة مع مربعات كائنة من ضرب 
ط في نفسه عدتبا مثل ثلث عدة أعداد ط ى ل م إلى المجتمع من ضرب هذه الأعداد 
(جموعة» في عدد ف كتسبة مربعات خخطوط ١‏ ب ج د مجموعة مم مربعات كائنة من خط 1 


عدتها مثل ثلث عدة خطوط ١‏ ب ج د إلى المجتمع من ضرب خطوط | بج د مجموعة في 


آر: 2 [] ل خط: نقصة [اء ق] - 2 نصف: ناقصة وا] - 3 نسسب: نسية [ا ق] / "كنب : كنبة [اء فى - 7-6 مرب 
كتسية: ناقصة [1. ق] - 7 تكون: ناقصة [1. ق] - 1اهي: تاقصة [ا] ٠‏ 12 م (الأيل): ب [ب] - 13 ط : ناقصة 
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ب ١5#‏ ده 


فق - "الال دو 


خط ح. وقد كنا ينا أن مربعات خطوط 1 ب ج د مجموعة مساوية للمجتمع من ضرب 7 في 


نصف ه ومن ضرب ب في نصف ه وومن ضرب ج في تصف و ومن ضرب د في نصف زر 


مثل ثلث عدة (أعداد» 2-12 3 م إلى الجتمع من ضرب أعداد 522 23 (مجمرعة) في عدد 
5 ف كنسبة المجتمع من ضرب ١‏ في نصف ه ومن ضرب ب في نصف هم وومن ضرب ج في 
نصفن و ز ومن ضرب د في لصل زاح مع مربعات كائنة من خط ! عدتما مثل ثلث عدة 
(خطوط» ١‏ ب ج د إلى المجتمع من ضرب خطوط آ ب ج د مجموعة في خط ح. ولككن أعداد 
ط > ل م هي أعداد أفراد متوالية مبتدئة من الواحد وأعداد ن س ع ف هي أزواج متوالية 


ميتدئة من الاثنين. فربعات أعداد ط ك ل ام ذا / جمعت وزيد عليا ثلث احاد بعدتهاء 


م | 
1 كانت مساوية لثلبي اجتمح ص غرب أعداد 2 + ل م (مجموعة» في عدد ف . وثلث الاحاد 
الذي فيه أعداد ط 2 ل م هو مثل مربعات كاثنة من ضرب 2 في نفسه عدتبا مثل ثلث عدة 
(أعداد» ط > ل م - لأن المربع الكاء ن من اط واحد. فيكون المجتمع - من ضرب أ في 


نصف اه ومن ضرب ب في نصفاه وومن ضرب ج في نصف و زومن ضرب د في نصف رز 


ح إذا جمع وزيد عليه مربعات مثل / مربم خط ١‏ عدتها مثل ثلث عدة خطوط 1 نب ج دء ق 


15 كان مساويًا لثلثي امجتمع من ضرب خطوط | ب ج د مجموعة في خط ح. ولككن مربع | مساوٍ 
للمجتمع من ضرب ! في نصف ه . فالمجتمع من ضرب 1 في نصف ه ومن ضرب ب في نصف 
ه وومن ضرب ج في نصف وازومن ضرب د في الصف زاح - إذا جمع وزيد عليه مثل 
امجتمع من ضرب ١‏ في نصف ه مرات عدتها مثل ثلث عدة خطوط ! ب ب د - كان ذلك 
مساويًا لثلثي المجتمع من ضرب خخطوط ١‏ ب ج د مجموعة في خمط ح ؛ وذلك ما أردنا أن نيتن. / 


مد ا - إذاكانت خطوط نسيها بعضها إلى بعض . إذا أخذت على الولاء. كنب أعداد 
أفراد متوالية مبتدثة من الواحد بعضها إلى بعض . وكان أُوها أصغفرها. وكالت خطوط أخر مقارنة 


احس اقصة[] - سه لاقصة[ا]) والايل) + باقصة[!] ومن (الثانية)” من إب] - 4م ثلث - اثبنها مرق السطر [1] ناقصة 
زب] ١‏ لذن دقصة[ب] ها دقصة[ا] | 6للث: ناقصة [ما] | 7ولكي لككن [1 ق] - 8أعداد” ناقصة [1. ق)' 
متدلة- ألتبا في عامش  ]1[‏ ابعدتا: بعدة[) | 0[-1|اكانث .. فيه: دقصة إناع] - 1أهو: ناقصة [ما] مررمات كاثئة: 
المربعات الكائنة [فى] ' ثلث: نلثي [1. . فإ نقصة بم | 13 ووالأول): دقصةرزاء نع | 14 حسم: جبعت [ا.اق] عليه عي 
[لحاق] ؛ للت : ماقصة زسا] 5 خطرط : ناقصة [1- ق] 5 هالحتمع : واحجتمم [1] 7اى: نائقصة راع - 18 كان دللك: 
باقصة [ى] وذلث [ام - 198 ماويًا: ماو[ا. ى] - 20 نسما: نسبة [ق] نسبنا [ا] , كسب: كنسبة [1. ق]. 
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اهمهي باصي 


؟آيا؟ 


رين 


سد 


لها على عدتهاء وكانت تسبها بعضها إلى بعض» إذا أعيذت على الولاء: كنسب أعداد أزواج 
متوالية مبتدئة من الاثنين ولم يكن الأول من الخطوط الأول نصف الأول من الخطوط الأخرء 
فإنه إن ضرب الأول من الخطوط الأول؛ التي هي على نسب الأعداد الأفراد» في نصف قرينه 
من الخطوط الأخرء وضرب الثاني من الأول في نصف الأول والثاني من الخطوط الأخرء وضرب 
الثالث من الأول في نصف الثاني والثالث من الخطوط الأخرء وما بعد ذلك فعلى هذا المثال» 
وجمع ذلك كله وزيد عليه سطوح مساو كل واحد منها للمجتمع من ضرب الخط الأول من 
الخطوط الأول في نصض الخط الأول من الخطوط الأخرء عدتها مثل ثلث عدة الخطوط 
الأول فإن الذي يجتمع مساو لثلثي المجتمع من ضرب الخطوط التي على نسب الأعداد الأفراد 
مجموعة في أعظم الخطوط التي على نسب الأعداد الأزواج. 

فلتكن الخطوط التي على نسب الأعداد الأفراد المتوالية المبتدئة من الواحد خطوط 1 ب ج 
د وأصغرها " ولتكن خطوط أخر بعدتها مقارنة لها على نسب الأعداد الأزواج المتوالية المبتدئة 
من الاثنين عليها ه و ز حء ولا يكون ١‏ نصف ه . 

فأقول : إنه إذا ضرب 1 في نصف خط ه وضرب ب في نصف خطي ه وجميعًاء وضرب 
ج في نصفض خطي وزء وضرب د في نصف خطي زاحء وجمع ذلك كله وزيد عليه مثل 
امجتمع من ضرب ١‏ في نصف ه مرات عدتها مثل ثلث عدة خطوط ١‏ ب ج دء فإن الذي 
يتمع مساو لثلثي المجتمع من ضرب خطوط [ ب ج د مجموعة في خط ح الذي هو أعظم 


خطوط 7-0 واوح. 
5 م ١‏ 
ممم بن هقان 
5 3 ب 
ملسشكسبييوق همشتلبو مدوم 
ل 3 3 
لاسا ست سس يعس يون همس عه 
3 ع د 
210101055252525 يما ل تع لل لل سر 
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برهان ذلك : أنا ممعل خط ط مثل خط 1. ونجعل نسب تخطوط ط > ل م بعضها إلى ى- ع 

يعض إذا أخذت على الولاء. كنسب خخطوط ه وزح: إذا أخذت على الولاء. فنسبة ه إلى 
ط كئنسية وإلى 5 وكنسية ز إل ل وكنسبة ح إلى م وكنسب أنصافها إلى أنصافها فها. ولكن نسسية 
امجتمع من ضرب ! في نصف ه إلى المجتمع من ضرب ١‏ في نصفاط كنسبة نصف ه إلى 
نصف ط . ونسية المجتمع من ضرب ب في نصفاه وإلى المجتمع من ضربه في نصف ط 5 
كنسبة نصف ه وإلى نصف ط > . ونسية امجتمع من ضرب ج في نصف وز إلى امجتمع من 
ضربه في نصف كك ل كنسية نصف و زإلى نصف ك ل . ونسبة المجتمع من ضرب د في نصف 
زح إل انمع من ضربه في نصف ل م كنسبة نصف زاح إلى نصف ل م. 

فنسبة الجميع وهو امجتمع من ضرب / | في نصعل ه ومن ضرب ب في نصف هم وومن 1-10 ام 
ضرب ج في نصف و ز ومن ضرب د في نصف زح إلى المجتمع من ضرب | في نصف ط ومن 
ضرب ب في نصف ط ك ومن ضرب ج في تصل كك ل ومن / ضرب د في لصفل ل م كنسبة اب 6< ”م 
تصف خط ها إل تصف ححا 2 . ويسية م إل ل اكنسيةاج إل م لتسبةاح إل ع كنسية 
امجتمع من ضرب تخطوط ! ب ج د مجموعة في خط ح ح إلى امجتمع من ضرببا في خط م. فنسبة 
الجتمم من ضرب ١‏ في نصف ه ومن ضرب ب في نصف ها وومن ضرب بج في نصف و ز ومن 
ضرب د في نصف زح إلى امجتمع من ضرب ١‏ في نصف ط ومن ضرب ب في نصف ط كك 
ومن ضرب ج في نصض >5 ل ومن ضرب د في نصض ل م كنسبة امجتمع من ضرب خطوط ١‏ 
ب جد د مجموعة في خط ح إلى امجتمع من ضربها في خط م . وإذا بدلتاء كانت نسية اتجتمع 
من ضرب ١‏ في نصف ه ومن ضرب ب في نصفن ها وومن ضرب جد في نصف وازاء ومن 
ضرب د في نصف زح إلى المجتمع من ضرب خطوط ١‏ ب ج د مجموعة في خط اح كنسبة 
امجتمع من ضرب ١‏ في نصف ط ومن ضرب ب في نصض ط كك ومن ضرب ج في نصف كك ل 
ومن ضرب د في نصف ل م إلى المجتمع من ضرب خطوط | ب ج د مجموعة في خط م. 
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لحل 


وأيضاء فإن نسبة المجتمع من ضرب ١‏ في نصف ه إلى المجتمع من ضرب خطوط 1ب ىج 
ه إلى خط ح . ونسبة نصف ه إلى ح كنسبة نصف ط إلى م فنسبة المجتمع من ضرب 1 في 


نصف ه إلى المجتمع من ضرب خطوط ١‏ ب ج د مجموعة في خط ح مؤلفة من نسبة / خط 1 فى - 


إلى خطوط ١‏ ب ج د مجموعة ومن نسبة (نصض» ط إلى م . والتسبة المؤلفة من هاتين النسيتم 
هي كنسبة المجتمع من ضرب ١‏ في نصف نخط ط إلى المجتمع من ضرب خطوط ١‏ ب ج د في 
خط م. فنسية امجتمع من ضرب خط ! بي نصف خط ه إل المجتمع من ضرب خطوط ١‏ ب 
جاد مجموعة في خط اح كنسبة المجتمع من ضرب ! في تنصل خط ط إلى الجتمع من ضرب 
خطوط ١!‏ ب جد د مجموعة في خط م. ولذلك تكون نسبة المجتمع من ضرب خط ١‏ في نصف 
خط ه مرات بعدة (ثلث عدة» خطوط ١‏ ب ج د إلى المجتمع من ضرب تخخعطوط ١‏ ب جد اد 
مجموعة بي خط ح كنسبة المجتمع من ضرب خط ١‏ في نصف خطاط مرات بعدة (ثلك عدة» 
خطوط 1 ب ج د إلى المجتمع من ضرب خطوط 1 اب اج د مجموعة في خط م. 

وقد كنا بيّنا أن نسبة المجتمع من شيراب أ في نصف ه ومن ضرب ب في نصف اه وومن 
ضرب ج في نصف وز ومن قرب دفي نصف : زح إلى المجتمع من ضرب خطوط ١‏ ب جاد 
مجموعة في خط ح كنسبة امجتمع من ضرب ١‏ في نصف ط ومن ضرب ب في نصف ط كك ومن 
ضرب ج في نصف ك ل ومن ضرب د في نصف ل ع إلى المجتمع من ضرب خطوط ١‏ ب جا د 


مجموعة في خط م. فنسبة فنسبة امجتمع من ضرب ! في لصف ه ومن ضرب ب في نصف ها وومن 


ضرب ج في نصطل و ز ومن ضرب د في لصفل زاح مع الجتمع / من ضرب 1 في نصفاه 
مرات بعدة إثلث عدة» خطوط ١‏ ب ج د إلى المجتمع من ضرب خطوط 1 ب ج د مجموعة في 
خط اح كنسبة المجتمع من ضرب ١‏ في نصف ط ومن ضرب ب في نصف ط كك ومن ضرب ب 
في نصف ك ال ومن ضرب د في نصف ل م مع امجتمع من صرب 3 في نصف ط مرات بعدة 
(ثلث عدة» خطوط ١‏ ب ج د إلى امجتمع من ضرب خطوط ١‏ ب ج د مجموعة في خط م. 
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ونسب خطوط 1[ ب ج د بعضها إلى بعضء إذا أخذت على الولاء: كنسب أعداد أفراد 
متوالية مبتدئة من الواحد بعضها إلى بعض . ونسب خطوط ط ك5 ل م بعضها إلى بعض كتسب 
أعداد أزواج متوالية مبتدئة من الاثنين بعضها إلى بعض. لأنها كدسب خطوط ه و زح بعضها 
إلى بعض. فامجتمع من ضرب ١‏ في نصف ط ومن ضرب ب في نصف ط كك ومن ضرب جد في 
نصف ك5 ل ومن ضرب د في نصف ل م مع المجتمع من ضرب ١‏ في نصف ط مرات بعدة (ثلث 
عدة» خطوط ١‏ ب ج د مساو لثلني لثلثي المجتمع من ضرب خطوط ١‏ ب ج د مجموعة في خط م. 


ولذلك يكون المجتمع/ من ضرب | في نصف ه ومن ضرب ب في لصفا وومن شرب جح / ق 


ف نصف و زومن ضرب د في لصف زاح مع المجتمع من ضرب | في نصف ه مرات عدتبا 
كعدة (ثلث عدة» خطوط ١‏ ب ج د مساو لثلثي المجتمع من ضرب خخطوط 1[ ب اج د مجموعة 
في خط ح + وذلك ما أردنا أن نبيّن. 


- يد -- إذاكان مقداران وكانت نسبة أحدهها إلى الآخر معلومة. فقد يمكن أن نحد أعدادًا 
افرادًا متوالية مبتدئة من الواحد وبعدتها أعداذًا أزواجًا متوالبة مبتدئة من الاثنين» تكون مبى 
أذ نا احادًا بعدة الأعداد الأفراد منباء كانت نسيتها إلى امجتمع من ضرب تلك الأعداد الأفراد 
مجموعة في أعظم الأعداد الأزواج التي أحذت» أقل من النسبة المعلومة. 

فلتكن النسبة المعلومة نسبة 1 إلى ب . فإن كانت لمقدار ا نسية إلى مقدارب . ققد يمكننا أن 
نضاعفه حتى تصير أضعافه أعظم من مقدار ب . فلتكن أضعافه الي هي أعظم من ب هي 
مقدار ج . ونجمل ما في عدد د من الاحاد مساويًا لعدد ما في ج من أمثال ! . وليكن مثلا عدد 
د عدد ه . فيكون عدد ه زوجًا. وتجمل الأعداد الأزواج المتوالية المبتدئة من الاثنين المنتبية إلى 
عدد ه أعداد و زه . ونتقص من كل واحد منها واحدّاء ولتكن الأعداد الباقية أعداد ح ط 


018 فتكون أعداد ح ط 5 أعدادا| أفراد! متوالة عيتدئة من الواحد وعدعبا كعدة أعداد وزه 5 


الأزواج. وليكن 5 عدد 5 احاد بعدة أعداد - ط 3 
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برهان ذلك : ان أعداد ح ط ك أعداد أفراد عتوالية مبتدئثة من الواحد وأعظمها عدد ك . 


وعدد ه أعظم من عدد ك5 بواحد. ربع تصض عدد اه / مساو لأعداد ح ط كك مجموعة. -6 -ط 
١‏ عه ا ع 


فنسبة نصف عدد ه إلى مربعه كنسبته إلى أعداد ح ط 5ك مجموعة. ونسبته إلى المجتمع من 
يٍ 


نصف عدد ه إلى المجتمع من ضرب تنصف عدد ه في أعداد ح ط ك مجموعة أقل من نسبته / ى - وى ظَُ 


إلى مربعه. ونسبة نصف عدد ه إلى مريع نصف عدد ه كنسبة الواحد إلى نص عدد ه . 
نسية تصن عدد ه إلى امجتمم من مرب نصن عدد ه فى أعداد حم ط ك مجموعة أق| م 
فنسبة نصف عدد ه إلى امجتمع من ضرب نصض عدد ه ثي اعداد ح ط ك مجموعة اقل من 
نسبة الواحد إلى نصف عدد ه ١‏ الذي هوكنسية ١‏ إلى ج . فنسبة نصضي عدد ه إلى المجتمع 
من ضرب نصف عدد ه في أعداد ح ط ك مجموعة أقل من نسبة 1 إلى ج . فأما امجتمع من 
ضرب نصف عدد ه في أعداد ح ط ك مجموعة فهو أقل من المجتمع من ضرب عدد ه في 
اعداد ح ط ك مجموعة. واما مقدار ج فهو اعظّم من مقدار ب . قنسية نص عدد ه إلى 
لمم ام د ه فى أعداد ح ط 5 مجموعة أق| كثرام: نسة 1 إلى ب . وأعداد وز 
جتمع من ضرب عدد ه في اعداد ح ط 5 مجموعه اقل كثيرا من نسية | إلى ب . واعداد وز 
ه أعداد ازواج متوالية مبتدئة من الاثنين» ففضل ما بين كل واحدٍ منبا والذي يليه هو الاثنات. 
فق عدد ه أمثال للاثنين بعدة أعداد وزه . وفي نصض عدد ه احاد بعدة أعداد وزه. 
وكذلك في عدد ل من الاحاد. فنسبة عدد ل إلى المجتمع من ضرب عدد ه في أعداد ع ط 5 


مجموعة أقل من نسبة ! إلى ب ؛ وذلك ما أردنا أن نبيّن. 


اك 5 [ا] الك ان 5 كمسيته إلى ' كنسبة إساع - 7 مجموعة (الأول): مجسوعها [1. ق] 5-] | سسعه 
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- به - إذا كان مقداران وكانت نسبة أحدهما إلى الآخر معلومة » وكان خطان معلومان: فقد 
بمكننا أن نقسم أحد الخطين أقسامًا تكون نسب بعضها إلى بعض. إذا أحذت على الولاء. 
كنسب أعداد أفراد متوالية مبتدئة من الواحد. وأن تؤنخذ مع الخط الآخر خطوط . تكون عدتما 
معه كعدة أقسام الخط الأول. ويكون أعظمها ذلك الخط الآخر. وتكون نسب بعضها إلى 
بعض . إذا أذت على الولاء. كنسب أعداد أزواج متوالية مبتدئة من الاثنين. وتكون نسبة 
امجتمع من سرب أصغر/ أقسام الخط الأول في تصف أصغر الخطوط المأخوذة مع الخط الثاني 
مرات عدتها كعدة أقسام الخط الأول إلى المجتمع من ضرب الخط الأول في الخط الثاني أقل من 
نسية احد المفدارين المعلوبي النية إلى المقدار الاخخر منها. 

فليكن مقداران عليها ١‏ ب ولتكن نسبة ! إلى ب معلومة. وليكن خطان معلومان عليها ج د 
ه . فإذًا ردنا أن نقسم ج د أقسامّاء تكون نسببا بعضها إلى بعض . إذا أخحذت عل الولاء. 
كنسب أعداد أفراد متوالية مبتدئة من الواحد. ونأخذ خطوطًا تكون عدتما مع / خط ه كعدة 
أقسام خط ج د. وتكون نسيها بعضها إلى بعض. إذا أذت على الولاء: كتسب أعداد أزواج 


؟. 


متوالية مبتدئة من الاثنين. ويكون أعظمها خط ه ء وتكون نسبة / المجتمع من ضرب أصغر ىق 106 , 


أقسام خط ج د في نصف أصغر الخطوط التي مع ه مرات بعدة أقسام خط ج د إلى المجتمع 
من ضرب خط ه في نحط ج د اقل من نسسبة ! إلى ساء فإنا ناخد اعدادا افرادا متوالية مبتدئة 
من الواحد علييا و ز ح والواحد منها و. وبعدتها اعدادا ازواجًا متوالية مبتدئة من الاثنين عليها 
ط ك ل . والاثنان منها ط . ولتكن نسبة الاحاد التي بعدة أعداد و زح إلى امجتمع من ضرب 
أعداد و زح مجموعة في عدد ل أقل من نسبة مقدار | إلى مقدارب. وتجعل نسية مقدارج م 
إلى مقدارج د كنسية وإلى أعداد و زح مجموعة. ونجعل نسبة م ن إلى م د كنسبة زْ إلى عددي 
زح مجموعين. فيكون قد قسمنا خط ج : على مثل نسب أعداد و زح إذا أخذت على 
الولاء. وأصغر نر أقسامه ج م. ونجعل نسبة ه إلى س كنسبة ل إلى 'ك ونسبة مى إلى ع كنسبة كك 
إلى ط . 
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برهان ذلك : أن نسب أعداد و زح بعضها إلى بعض. إذا أخذت على الولاء. كتسب 
خطوط جام من ن د بعضها إلى بعض . إذا أخذت على الولاء. فنسبة و إلى أعداد وذح 
جموعة كنسبة خط جام إلى (خط» ج د. ولذلك تكون نسبة ا مربع الكائن من و إلى مريع 
أعداد وازاح مجموعة كنسبة مربع خط ج م إلى مربع خط جا د. ونسبة مريع أعداد وازاح 
مجموعة إلى المجتمع من ضرب أعداد و زرح مجموعة في عدد ح كنسبة مربع خط ج د إلى 
امجتمع من ضرب جد د في ن د. فني نسبة المساواة تكون نسبة المربع الكائن من وإلى المجتمع من 
ضرب أعداد و زاح مجموعة في عدد ح كنسبة مربع خط ج م إلى المجتمع من ضرب جا د في 
ن د. وعدة أعداد و زاح كعدة أقسام ج م م ن ن د. فإذا ضوعف امربع الكائن من و. الذي 
هو الواحد. مرات بعدة أعداد وزاح . كانت نسبته إلى امجتمع من ضرب أعداد و زاح مجموعة 
ضرب خط ج د في ن د. 

ونسبة ج م إلى ع إما أن تكون كنسبة و إلى ل وإما ألا تكون كذلك. فلتكن أولاً مثلها. 
فتكون نسبة المجتمع من ضرب وء الذي هو الواحد» في نصف ط . الذي هو أيضا واحد. إلى 
المربع الكائن من وكنسبة المجتمع من ضرب ج م في نصفع إلى مريع ج م. فنسبة إحاد بعدة 
أعداد وزح إلى الجتمع من ضرب أعداد و زاح مجموعة في عدد ح كنسبة الجتمع من ضرب 


جام ب ( نصف ع هرات بعدة أقسام خط جد د إلى المجتمع من ضرب ج د في ن د. وابضًاء فإن 
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في عدد ح كنسبة مريع خط جد م إذا ضوعف مرات بعدة أقسام / خط ج د إلى المجتمع من و 


١ 


20 


نسبة ح إلى وكنسبة ن د إلى ج م / ونسبة و إلى ط كتسبة جام إلى ع ونسبة ط إلى ل كنسبة ع 
إلى ه . فنسبة ح إلى ل كنسبة ن د إلى ه . فاما نسبة ح إلى ل » فهي كنسبة امجتمع من ضرب 
أعداد وزح مجموعة في عددح إل الجتع من ضرها في عدد ل . وأما نسبة د إلى ها فهي 
كنسبة المجتمع من ضرب ج د في ن د إلى المجتمع من ضرب ج د في ها فنسبة انجتيع من 
غرب أعداد و زح مجموعة في عدد ح إلى المجتمع من ضربها في عدد ل كنسبة المجتمع من 
ضرب ج د في ن د إلى المجتمع من ضربه في ه . وقد كنا بينا أن نسبة الاحاد الي بعدة أعداد و 
زح إلى المجتمع من ضرب أعداد و زاح مجموعة في عدد ح كنسبة المجتمع من ضرب جام في 
نصف ع مرات بعدة أقسام خط ج د إلى / امجتمع من ضرب ج د في ن د. فت نسبة المساواة» 
تكون نسبة احاد بعدة أعداد و ز ح إلى المجتمع من ضرب أعداد و زح مجموعة في عدد ل 
كنسبة المجتمع من ضرب ج م في نصف ع مرات بعدة أقسام خط ج د إلى المجتمع من ضرب 
جا دفي ه, وقد كانت نسبة الاحاد الي بعدة أعداد و زح إلى المجتمع من ضرب أعداد و زح 
(مجموعة» في عدد ل أقل من نسبة 1 إلى ب » فنسبة المجتمع من ضرب ج م في نصف اع مرات 
بعدة أقسام خط ج د إلى المجتمع من ضرب ج د في ه أقل من نسبة ١‏ إلى ب . 
وأيضمًاء فإنَا لا مجعل نسبة جام إلى ع كنسبة و إلى طاء ولكن نسبة جام إلى ف كنسبة و 
إلى ط . ولتكن نسب خطوط ف ص اق : إذا أمذت على الولاء. بعضها إلى بعض كنسب 
أعداد ط ك ل بعضها إلى بعض إذا أخذت على الولاء. فتكون نسبة المجتمع من ضرب جام في 
نصف ف مرات بعدة أقسام خط ج د إلى المجتمع من ضرب ج د في ق أقل من نسبة ! إلى 
وأيضًاء فإن نسبة المجتمع من ضرب / ج م في نصف ف إل المجتمع من ضربه في نصفاع 
كنسبة نصف ف إلى نصف ع ء التي هي كنسبة ف إلى ع . ونسبة ف إلى ع كنسية فق إلى ه , 
لأن نسب خطوط ع س ه بعضها إلى بعض كنسب خطوط ف ص ق بعضها إلى بعض. 
فنسبة الجتمع من ضرب ج م في نصف ف إلى المجتمع من ضرب جام في نصف ع كنسبة ف إلى 
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ه. ونسبة ق إلى ها كنسبة امجتمع من ضرب ج د في ق إلى الجمع من ضرب جد في ها 
فنسبة الجنمع من ضرب ج م في نصف لل إلى امجتمع من ضربه في نص فح كنسبة امجتمع من 
ضرب ج د في ق إلى المجتمع من ضربه في ها . وإذا بدلناء كانت نسبة المجتمع من ضرب جام 
في نصض ف إلى امجتمع من ضرب ج د في فى كنسبة امجتمع من ضرب جم في نصف ع إلى 


ق أفل من نسبة 1 إل تج فنسية امجتمع من ضرب جم في نصف ع مرات بعدة أقسام خط 
10 ج د إلى الجتمع من ضرب ج د في ه أقل من نسبة ! إلى سب ؛ وذلك ما أردنا أن نبيّن. 


يو- إذا أخرج في القطع المكافئْ قطر من أقطاره وخطوط ترتيب على ذلك القطرء فكانت 
نسب أقسام القطر التي تقسمه بها خطوط الترتيب» إذا أحذت على الولاءء كنسب أعداد أفراد 
بعضها إلى بعضء إذا أخذت على الولاء: كتسب أعداد أزواج متوالية مبتدئة من الاثنين: إذا 
5 أتحذثت على الولاء, 
فليكن القطع المكافئ ١ب‏ ج وب د قطرمن أقطاره» وليكن في القطع خطوط الترتيب على 
القطرعليها ه وزح طك ل م ن ١‏ د جء ولتكن أعداد س ع ف ص أفراد متوالية مبتدئة من 
الواحد. ولتكن نسب ب ووط طم م د بعضها إلى بعض» إذا أخذت على الولاء كنسب 
أعداد س ع ف ص إذا أخذت على الولاء. ولتكن بعدتها أعداد أزواج متوالية مبتدئة من الاثنين 
0 عليها ق راش نت., 
فأقول : إن نسببا بعضها إلى بعض/< إذا أخذت على الولاء» كنسب تخطوط ه وزح طاكى 
ل من أدج بعضها إلى بعض إذا أحذت على الولاء. 
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برهان ذلك: أنّا نمعل عدد ث مساويًا لعددي من ع مجموعين» ونجعل عدد خ مساويًا 
لأعداد من ع ف مجموعة وتجعل عدد ذ مساويًا لأعداد مى ع ف ص مجموعة. فأعداد س اث 
خ ذ مبتدئة من الواحد وزيادة بعضها على بعض» إذا أمذت عل الولاء؛ أعداد ع ف ص التي 
هي افراد متوالية مبتدئة من الثلاثة» فاعداد سن نث خ ذ هي مربعة متوالية مبتدئة من الواحد. 
ونسبة س إلى ع كنسبة ب وإلى وط» فنسبة / س إلى س ع مجموعين كتسبة ب وإلى ب ط. 
ولكن س ع مجموعين مثل عدد ث » فنسبة س إلى ث كنسبة ب وإلى ب ط. وقد تبيّن في 
الشكل العشرين من المقالة الأولى من كتاب أبلونيوس ف الخروط معمًا في / آخر الشكل الحادي 
والخمسين مها أن نسبة ب و إلى ب ط كنسية مربع خط ه وإلى مربع طح ط. فتسبة س 
إلى نث كنسبة مربع خط ه وإلى مربع خط ح ط. 

وكذلك أيضنًا نبيّن أن نسبة ث إلى خ كنسية مربع خط ح ط إلى مربع خط ل م وأن 
نسبة خ إلى ذ كنسبة مريع خط ل م إلى مربع خمط آد. فنسب مربعات خطوط ه وح ط ل م 


2 س اع اف ... الأعداد: ناقصة زبا] / س انث شات [ا] - 3 أعناد: هي أصاد زبع ' الني : لبي [1] 4س اث داش 


نت [ا] أ عي : ناقصة [ب] / مربعة : مربعاات [ب] ١‏ 5 مجموعين: مجمرعة [1. ق] - 6 ولك : فلأب [ق] اساط: و 01 قد: 
نائسة [به] - 5ق الشكل الحادي والفسين: كل كشا زاء.ى] - 8ح ط: شاع 0 


لا 


ور 20 


ب ةل 


15 


'د بعضها إلى بعض كنسب أعداد س اث خ ذ بعضها إلى بعض. وقد كنا بيّنا أن أعداد س اث 
اخ ذ أعداد مربعة متوالية مبتدئة من | لواحد. فتسب مريعات تخطوط ه وحرط ل ماد بعضها 


إلى بعض . إذا أحذت على الولاء. كنسب أعداد مربعة: متوالية مبتدئة من الواحد. فلذلك تكون 
نسب الخطوط أنفسها بعضها إلى بعض كنسب أعداد متوالية مبتدئة من المواحد. وأضعاف هذه 
الأعداد إذّاكانت أعدادا أَزواجًا متوالبة مبتدئة من الاثنين: فهي أعداد ف راش ات ء وأضعاف 
هذه الخطوط التي ذكرنا هي خخطوط ه زح ك ل ن ١‏ ج. فنسب الأعداد الأزواج المتوالية التي 
علييا ق رش ات بعضها إلى بعض . إذا أخذت على الولاء. كنسب خطوط ه زح ك / ل ن 
اج بعضها إلى بعض . إذا أحذت على الولاء؛ وذلك ما أردنا أن نبين. 

وهتالك استبان أنه إن كانت نسب خطوط ه زرك لل ن آج بعضها إلى بعض . إذا 
أخذت على الولاء. كنسب أعداد أزواج متوالية مبتدئة من الاثنين» فإن نسب ب ووط طام 
م د بعضها إلى بعضء إذا أخذت على الولاء. كنسب أعداد أفراد متوالية مبتدثة من الواحد 
بعضها إلى بعض. 


يز اذا أخرج شي قطعة من القطم المكافئْ قطرها وخطوط الترتيب على ذلك القطر. 
فكانت نسب أقسام القطر التي تقسمه ببا خطوط الترنيب بعضها إلى بعض . إذ! أحذت على 
الولاء. كنسب أعداد أفراد متوالية مبتدثة من الواحد بعضها إل بعض ؛ وكات أصغر تلك الأقسام 
القسم الذي يلي رأس القطم » ووصلت فيا بين أطراف خطوط الكرتيب التي في جهة واحدة وفها 
بين رأس القطع أيضئًا وطرفي الخط الأصغر من خطوط الترتيب التي أخرجت خطوط مستقيمة . 
فإن الشكل المستقي الأضلاع الحادث في تلك القطعة من القطع أقل من ثلثي السطح المتوازي 
الأضلاء م قاعدته قاعدة تلك القطعة وارتفاعه كارتفاعها ممثل اجتمع من ضرب العمود 
الواقع من رأس القطع على أصغر خطوط الترتيب التي أخرجت في ذلك القطع في (نصض» 

ذلك الخط | الأصتر مرات عدتها مثل ثلث عدة أقسام القطر. 


اكسا ا كسة[]ع ص رلاين) لزاع ال افة[!د قع ‏ 3عدلث: ونذلث وم 5 وأصعافف: قأضعئف 
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ي' دفصة زنع قبلمة: قطم [1. ق] , الرئيب: ترثيب سا - 4! خشوط : الخطوط [1] 16 القم: من القسم إب] ايل! 
دقصه زب] - 20 القطم : القطر [ا. ف] 


فى الانا؟ دو 


الى 


فلتكن قطعة من القطم المكافئئ عليها | ب ج وعلى قطرها ب د وعلى قاعدتها ! ج. ولتكن في 
هذه القطعة خطوط الترتيب على قطر ب د عليها ه وزح طك اد ج. ولتكن نسب خخطوط 
ب ووط ط د بعضها / إلى بعض» إذا أحذت عل الولاء» كنسب أعداد أفراد متوالية ميتدئة 
ونخرج خطي اس ج ع موازيين لخط ب دء ونجيز على نقطة ب خطنًا موازيًا لخط اج عليه 
سع. 

فأقول: إن شكل احه ب زك ج المستقيم الأضلاع أقل من ثلثي سطح اس ع ج 
لمتوازي الأضلاع بمثل المجتمع من ضرب العمود الواقع من نقطة ب على خط ه زفي نصف ها ز 
مرات عدتبا مثل ثلث عدة ب ووط ط د. 


برهان ذلك : أن نسب خخطوط بس ووط ط د بعضها إلى بعض» إذا أخيذت على الولاء؛ 
كنسب أعداد ل م ن الأفراد المتوالية المبتدئة من الواحد. فنسب خطوط / ه زح ى ١ج‏ بعضها 
إلى بعض» إذا أخذت على الولاء» كنسب أعداد أزواج متوالية مبتدثة من الائنين./ وإذا كان 
ذلك كذلك» فإن المجتمع من ضرب ب وفي نصف ه زومن ضرب وط في تصعل ه زاحى 
ومن ضرب ط د في نص حك اج مع المجتمع من ضرب ب وفي نصف ه زمرات عدتها مثل 
(ثلث» عدة أقسام قطرب د مساو لثلثي المجتمع من ضرب ب د في اج. 
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ب - 1# دو 
ادممس ال 
و لابب هل 


وأيضاء فإن خطوط الترتيب؛ إما أن تكون أعمدة على قطر ب د وإما ألا تكون كذلك. 
فلتكن أولا أعمدة عليه فيكون المجتمع من ضرب ب وفي نصف ه زمثل مثلث باه زء 
اس ع ج. وقد بِيّنا أن المجتمع من ضرب ب وفي نصف ه زومن ضرب وط في نصف هاز 
حاون قراط 3 في تصفح7 اعدامع لجسم عن شريد ب وق قد م مام هدها 
مثل ثلث عدة أقسام قطر ب د مساو ثلثي المجتمع من ضرب بد في اج. فشكل 
اح ه ب زك ج المستقيم الأضلاع أقل من ثلني سطح ١‏ سع ج المتوازي الأضلاع بمثل 
امجتمع من ضرب ب وفي نصف ه زمرات عدتها مثل ثلث عدة أقسام قطر ب د. 

وأيضًاء فإنا مجعل خخطوط الترتيب ليست أعمدة على قطرب د. ونخرج من نقطة ب إلى ه ز 
عمودًا عليه ب ف ومن نقطة و إلى حك عمودا عليه وص ومن نقطة ط إلى خط اج عمودًا 
عليه ط قٌ ومن نقطة ب إلى 1ج عمودا عليه ب ر. فتكون مثلثات ب وف وط ص ط دق 
ب د ر قائمة الزواياء فزوايا ب وف وطا ص ط دق ب در متساوية لأن خطوط الترتيب 
متوازية : فالمثلثات متشابهة. ولذلك تكون نسبة ب ف إلى ب وكنسبة وص إلى وط وكنسبة 
ط ف إلى ط د وكنسبة ب رإلى ب د وكنسبة المجتمع من ضرب ب ف في نصف ه زإلى المجتمع 
من ضرب ب وفي نصف ه ز وكنسبة المجتمع من ضرب وص في نصف ه حك إلى المجتمع 
من ضرب وط في نصف ه حك وكنسبة المجتمع من ضرب ط ف في نصف حك 1ج إلى 
امجتمع من ضرب ط د في نصف حك اج وكتسبة المجتمع من ضرب ب رفي ١ج‏ إلى الجتمع 
من ضرب ب د في اج. وإذا جمعناء كانت نسبة المجتمع من ضرب ب ف في نصف ه زومن 
ضرب وص في تصش ه زح5 ومن ضرب طق في تصف ح3 1ج إل الجتمع / من ضر 


ب وفي نصف ه ز/ ومن ضرب وط في نصفل ه زح ك ومن ضرب ط د في نصف حك آج 
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ا 


وض شاه 


في -جلاؤ در 


كنسية المجتمع من ضرب ب رفي اج إلى المجتمع من ضرب ب د في اج . والمجتمع من ضرب 


0 


ب ف في لصف ها زومن ضرب وص في الصل ه زاح ك ومن ضرب اط اق في لصف حك 
اج هو مثل شكل اح ه ب زج الستقي الأضلاع. فسبة شكل أح م ب رك ج 
المستقيم الأضلاع إلى الجتمع من ضرب ب وفي نصف ه زومن ضرب وط في نصف ه زحكد 
ومن ضرب ط د في نصف حك أ ج كنسية المجتمع من ضرب ب رفي 1 ج إلى المجتمع من ضرب 
ب د في اج . ونسبة المجتمع من ضرب ب ري [ج إلى امجتمع من ضرب ب د في اج كنسية 
اجتمء من ضرب ب ف في نصف ه زمرات عدتها مثل ثلث عدة أقسام قطرب د إلى الجتمع 


من ضرب ب وفي لصف ه زمرات عدتبا مثل ثلث عدة أقسام قطرب د. وإذا جمعنا» كانت 
نسبة شكل 1ح ه ب زك ج المستقيم الأضلاع مع المجتمع من ضرب ب ف في نصف هاز 
مرات عدتها مثل ثلث عدة أقسام قطرب د إلى المجتمع من ضرب ب وفي نصف ه زومن ضرب 


وط في نصف ه زح ك ومن ضرب ط د في نصف حك أج مع المجتمع من ضرب ب وي 
نصف ه زمرات عدتها مثل ثلث عدة أقسام قطرب د كنسية المجتمع من ضرب ب رق أاجء 
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لال 


الذي هو سطح اس ع ج . إلى المجنمع من ضرب ب د في 1 ج. وإذا بدلناء كانت نسبة شكل 


اه ب زكج المستقيم الاضلاع مع امجتمع من ضرب يناف في نصل ه زمرات عدتها 


مثل ثلث عدة أقسام قطرب د إلى سطح اس ع ج كنسبة امجتمع من ضرب / ب وفي نصف 
ه زومن ضرب وط في نصف ه زح ومن ضرب/ ط د في نصف ح5 أ ج مع الجتمع من 
ضرب ب وي نصف ه زمرات عدتبا مثل ثلث عدة اقسام قطر ب د إلى المجتمع من ضرب 
ب د في اج. وقد كنا بيّنا أن امجتمع من ضرب ب وفي نصف ه زومن ضرب وط في نصف 
ه زحكى ومن ضرب ط د في نصض حك آج مع المجتمع من ضرب ب وفي نصف ه زمرات 
عدتها مثل ثلث عدة أقسام قطر ب د مساو لثلثي امجتمع من ضرب باد في اج فشكل 
اح هاب زكج الستقم الأضلاع مع الجتمع من ضرب باق في نصف هار مرات عدتا 
مثل ثلث عدة أقسام قطرب د مساو لثلثي سطح ! س ع ج. فشكل اح ه ب زك ج المستقيم 
الأضلاع أقل من ثلثي سطح ١س‏ ع ج بمثل المجتمع من ضرب ب فء الذي هو عمود عل 
ه ز. في نصضاه زمرات عدتها مثل ثلث عدة أقسام قطر ب د التي هي ب ووط طد؛ 


- يح - إذا كانت قطعة من القطع المكافئ معلومة وسطح معلوم: فقد يمكن أن نخرج في 
تلك القطعة من القطع خطوط ترتيب على قطره تقسم القطر أقسامًا نسبها بعضها إلى بعض» إذا 
أخذت على الولاء: كنسب أعداد أفراد متوالية مبتدثة من الواحد» ويكون أصغرها الذي بل 
رأس القطع. وإذا وصل فها بين أطراف خطوط الترتيب وفها بين رأس القطع وطرفي / الخط 
الأصغر من خطوط الترتيب التي أخرجت : خطوط مستقيمة » فحدث من ذلك في القطعة شكل 
مستقي الأضلاع يحبط به القطع : كانت زيادة تلك القطعة من القطم على الشكل الذي تحيط 
به أقل من السطح المعلوم. 

فلتكن قطعة من القطع المكافئ معلومة عليها اب ج وقطرها ب د وقاعدتها اج وسطحٌ 
معلوم عليه ه . 
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١‏ - غم دو 


لااراة لظ 
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الل 00 2 


فأقول : إنه يكن أن نخرج في قطعة ١‏ ب ج من القطعم خطوط نر تيب نقسم قطر ب د على 
نسب أعداد أفراد متوالية مبتدئة من الواحد؛ وتكون زيادة قطعة ا ب ج من القطم على الشكل 
الحادث فيباء إذا وصلت خطوط <مستقيمة» فيا بين أطراف خطوط الترتيب وفها بين رأص 


برهان ذلك: أنَا نصل خطي 1ب ب جاء فإن كانت قطعتا وب ب زج من القطع أقلّ 
من سطح ها ء وإلّقسمنا خطي د د ج بتصفين نصفين على نقطتي ح ط . وأخرجنا من هاتين 
النقطتين خطين موازيين لقطر ب د عليها ح وط زء ووصلنا خطوط ١‏ ووب ب ززجء وأجزنا 
على نقطة و خط مماسًا للقطع عليه ك ول» وأخرجنا / من نقطة ١‏ خطنا موازيًا لقطرب د عليه 
ال. وخط ح وقد كان موازيًا لقطر ب د. وقد بيّن أبلونيوس في الشكل السادس والأربعين من 
القالة الأولى من كتابه في الخروطات أن ذلك إذا كان كذلك» فإن ح و قطر من أقطار القطم . 
يي أ لاح تتعصية اع إفم 7 ويد اح مطرح حفط اع حل مب نط جرع 
من أقطار القطع وقد قسم أ ب بنصفين. وقد بين أبلونيوس في الشكل ه من مقالة ب من كتابه 
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تدزنا 


ق-إلباؤز -و 


في الخروطات أن ذلك إذا كان كذلك. فإن خط ك ول مواز لخط ! ب . لأن خط ك ول مماس 
لقطعة أ وب من القطع على نقطة والتي هي رأس قطرها وخط آل مواز لخط ب5» فسطح 
بك ل متوازي الأضلاع وهو محيط بقطعة ١‏ وب من القطم . فهر اعظم مابا. ومثلث ا وب 
هو نصف سطح ١‏ بك لء فثلث أوب أكثر من نصف قطعة وب من القطم. 


وكذلك نبيّن أن مثلث ب زج أكثر من نصف قطعة ب زج من القطع. فإن كانت قطع 


ان ووس ب باع ززف ج عن القطع أقل من سطح ه . وال قسمنا أيضمًا أقام اح ح د 
دط ط ج بنصفين نصفين على نقط ص ق ر ش وأترجنا من هذه النقط خطوطًا موازية لقطر 


فا ج. ونبيّن كا ينا انفا أن مثلثات ان ووس ب باع ززف ج أكثر من نصف قطع انو 


| التخروطات: المخروط بع , ك ول (الأيلع: فى زف اع - 2 خط ال: وال زقع عاو[ / لضط ب:5! د با5 وك قمع ” 
سطح: فشكل . قم 3اوس (الثانية): لوز [ا] - 4اوب (الأول والثانية): أو ز [اح ؛ أكثر: أكبر. وان نشير إليبا فها بعد 


[فف] - هذا الشكل لى في المخطرطات ‏ 35نبين: أيف يبي [ب] / ب زج : بازد [ب] ؛ قطعة: قطر [ا] / باز ب زد 
[ب] ؛ فرن: فإذا [ق] / قطه : ناقصة زب - 16 نو: ١ب‏ و[ا] ,وس بب: رس ب [1] /, تكرر في النص مشل هذا البناء وستتركه كا هر 
درن أن تين عراب الشرط , فالمفصود دقإذ كانت ... ذكان ما أردنا» وإلا ...؛ وستضيت الجواب في الترجمة فقطاء ولن نسق عليها فيا 
بعد 7 ص : لاقصة إبع - # صن ن: ص ل [ب] صن ه [1] / ف من: تدس [1] ( رع ... وس : تاقصة [ب] اش ف ووصلنا 
خطوط : ناقصة [1] ' نو: بو [ا) - للع ززفا فج : ب د زا] ‏ 9ونيين: وقد بينا [ا. ق] / أنقًا: ناقصة [ا. ق] / أن مثلنات: 


نقصة [ب] ا انزو اباو[ ب باع 1 زفاح: اقصة [1] / فاج : فاح إن كانت [سع ران و: اب و [ا, 
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وس ب باع ززف ج. فإن كانت قطع أن ووس ب ب ع ززف ج الباقية من القطع أقل 
من سطح ه : وإلا فلا بد من فعلنا مثل هذا الفعل مرارًا كثيرة حتى ننتبي إلى قطع نفضل من 
هذه القطعة من القطع أقل من سطح ه . لأن كل مقدارين يكون أحدهما أعظم من الآخر 
ويُتقص من الأعظم منها أكثر من نصفه وما تبق منه أكثر من نصفه وبما تبق من ذلك أكثر من 
نصمّه ؛ وما بعد ذلك على هذا المثال فلا بد من أن ننتبي إلى شيء يفضل من الأعظم أقل من 
الأصغر. فليكن الذي يفضل من القطع ويكون أقل من سطح ه قطع ان ن ووس ساب 
03 مل عطوط مي ورك قد لفكطا فوس وم موززياة اريم 
وخط ق د مثل خط رد فخط س ت مثل خط تاع. وقد تبيّن ما قال أبلونيوس في شكل ه من 
مقالة ب من كتاب الخروطات أن/ ذلك إذا كان كذلك؛ فإن خط سع خط ترتيب على قطر 
ب د. وكذلك أيضا يتبيّن أن خطي وزن ف خطا ترتيب على قطرب د وخطوط ترتيب سح وز 
نف مساوية لخطوط ق رح ط ص ش كل واحد لنظيره. وأيضًا : فإن أقسام 1ص ص ح 
ح فق ق د متساوية؛ فنسب خطوط دق دح دص دا بعضها إلى بعض» إذا أخذت على 
الولاء: كنسب أعداد متوالية مبتدئة من الواحد. وإذا أخيذ مثلا كل واحد منهاء كانت نسب 
الأضعاف المأخوذة لها بعضها إلى بعض» إذا أخذت على الولاء؛ كنسب أعداد أزواج متوالية 
مبتدثة من الاثنين: لأن كل واحد من هذه الأعداد مثلا نظيره من الأعداد المتوالية» ومثلا د ق 
فورق يبنلا قرع قوط ح بيبللا فاع كن فى وي0.د] ج ان فنسب رق ط ح ش ص ج أ 
إذا أخذت على الولاء: كتسب أعداد أزواج متوالية مبتدثة من الاثنين. وقد كنا بيّنا أن خنطوط 
رق ط ح ش ص مساوية لخطوط س ع وزن ف. فنسب خطوط س ع وزن فء إذا أخيذت 
على الولاء: كنسب أعداد أزواج متوالية مبتدئة من الاثنين. ولذلك تكون نسب خطوط بات 
ناث ث اخ خ دء إذا أخذت على الولاءء كنسب أعداد أفراد متوالية مبتدئة من الواحد. وقد 


اباعززفاج افع هب (7 / لانن قلع حفن يفيك أب و[1] أن نو[ب» ف] / وس ب .. . زاف ج: : دس 


[ب] 5 ٠‏ #وبقص : وقص [ب] / تق : تقا [1] / منه: ناقصة [1. ف] 5 504 اي من ذلك كترم تسافه: ناقصة [1. ق) ب 
5 من (الأيل) : ناقصة [1: ق] - 7رع: دع [ب]/باد:ا باج [ا] - 8 فى د: اد [ا) / خط : نافسة (: ق] /رد: ج د [!]/ 
فخط ساث: وس ب [1] وات [ق] / خط : اقصة [1: ق] / شكل : ناقصة [ب] - 9مقالة: ناقصة [ب] / كتاب : كتابه [ب] / 
امخروطات: في اتروط زب]_ - 00 يتبين:_تبين [1: ق] /وزنف: ب ووت [1] / وخطوطٍ ترتيب : : وخطوط سات [1: ف وز: ون 
اسع - ااير 6 رزق] عق كن :عل عن 1 - امح حعق: ص ح حم ف [1) - 2] دص: وص ['] - 
1م ود رع يد اسيل كفم : مها ا* 5 / | تسب لمطال ق) - 6اهو سح ف] / رف: ل 


ا 0 كم - قفنب ,, ل عاج اماه ههه ذه 1 لست كر نم - 20 
امحة :. لتينة 11 18 


فى - وباؤ اظ 


بدمم1 داظل 
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عمل في قطعة ١ب‏ ج شكل أن وس بع زف اج المستقيم الأضلاع الذي تزيد عليه قطعة 
أب ج من القطع أقل من سطح ه ؛ وذلك ما أردنا أن نبيّن. 


- يط - إذا كانت قطعة من القطع المكافئ معلومة وسطح معلوم؛ فقد يمكن أن نعمل في 
تلك القطعة من القطع شكلا مستقيم الأضلاع؛ يكون نقصانه عن ثلثي السطح الذي قاعدته 
قاعدة تلك القطعة وارتفاعه كارتفاعها بمقدار أقل من السطح المعلوم. 

فلتكن قطعة من القطع المكافئ معلومة عليها اب ج وقطرها ب د وقاعدتها ١ج‏ وسطح 
معلوم عليه ه . وليكن سطح قاعدته ١ج‏ وارتفاعه كارتفاع قطعة أ ب ج عليه ١‏ وزج. 

فأقول: إنه يمكن أن نعمل في قطعة آب ج من القطع شكلاً مستقيم الأضلاع تحيط به 
القطعة وينقص عن ثلثي سطح ١‏ وزج بمقدار أقل من سطح ه . 


برهان ذلك: أن نسبة سطح ه إلى المجتمع من ضرب ب د في ١ج‏ معلومة» وخطا ب د 
اج معلومان. فنقسم ب د أقسامًا يكون نسبباء إذا أذت على الولاء»/ كنسب أعداد أفراد 
متوالية مبتدئة من الواحدء ويكون أصغرها مما بل نقطة بء واإنجد خطوظًا» تكون إذا أنعذت 
مع خط 1ج خخطوضًا على نسب أعداد أزواج متوالية مبتدئة من الاثنين وكان أعظمها خط اج » 
وكانت نسبة المجتمع من ضرب أصغر اقسام خط ب د/ في نصف أصغر الخطوط الماخوذة مع 


نوس باعزفاج: ابوس نع زفاج [1] - 4 شكلاً: شكل [ا: با ق] - 6 وقطرها: ناقصة [ب] / ب د: ناقصة 
[ب) - 17اج: اد ؤب] /عليه ورج : أثبيا في الفامش [0) - 8 خكلا: شكل زاء بب ق] - والقطعة : الفطع [1؛ ق] / عن: 
على [1 - 10 قرب : ناقصة [ب] -. !1 ففنقم: يفم [ف] / نسبا؛ نسبتا [ق] - 12 نقطة : ناقصة [1 ق] - 13 الاثنين: 
كتب بعدها «علييا ك ل» [قع / اج : ل [ق] ل د [1] - 4ا وكانت: كانت [اء ب] / أقام؛ الأقام من [!؛ ق]. 
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قل عمدو 


اح 8 حي 


خط اج مرات بعدة أقسام خط ب د إلى المجتمع من ضرب ب د في ١ج‏ أقل من نسبة سطح 
ه إلى امجتمع من ضرب ب د في أج. 


ولتكن أقسام خط ب د خطوط ب ح ح ط ط دء والخطوط المأخوذة مع ١ج‏ خخطا ك ل 
وأصغرهها ك . ونجيز على نقطتي ح ط خخطين من خطوط الترتيب الواقعة على قطر ب د عليها 
ط د بعضها إلى بعض» إذا أخذت على الولاء؛ كنسب أعداد أفراد متوالية مبتدئة من الواحد 
بعضها إلى بعض » ونسب خطوط م ن س ع ١ج‏ (بعضها إلى بعض»» إذا أخذت على الولاء؛ 
كنسب أعداد أزواج متوالية / مبتدثة من الاثنين؛ وأعظمها خط أ ج. وكذلك كانت نسب 
خطوط ك ل اج. فخطا م ن س ع مساويان لخطي ك ل كل واحد لنظيره. فنسبة المجتمع من 
ضرب ب ح في نصف خط > مرات بعدة أقسام قطرب د إلى امجتمع من ضرب ب د في اج 
أقل من نسبة سطح ه إلى امجتمع من ضرب ب د في آج. فنسبة الجتمع من ضرب خط باح 
في نصف خط م ن مرات بعدة أقسام قطرب د إلى امجتمع من ضرب ب د في [ ج أقل من نسبة 
سطح ه إلى امجتمع من ضرب ب د في أ ج. ولذلك يكون المجتمع من ضرب خط باح 
نصف خط من مرات بعدة ثلث أقسام خط ب د أقل من سطح ه ء فإن كان ب ح عمودا 


00 


| بعدة: بعدة ثلث [ف] / نسبة: ناقصة [ب] - هذا الشكل ليس في المحطوطات - 3 ولتكن: فليكن [ب] / ب د: دب [بع - 
4 أمغرهما: أصفرها [ى] / الراقعة: الواقع اء قع - كمحن: مح ر[ا] /عج: عرفج [م - 6طد: طب[ ق) - 
7[ونسبة : نسب [ب] - 8 تحط : ناقصة [1: قع] - 9فنسبة: ونبة [ب]) - 0! خط : ناقصة [اء ق] / بعدة: بمدة ثلث [ق] - 
13-1 فلبة... في أج: ناقصة زء قع م - 11 خط: ناقصة [1. قم - 12 خط: ناقصة [اء. قع] - 14اللث: ناقصة إباء .]١‏ 
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ب #4 دو 


على م ن وإلاً فإن العمود أقل منه. فالمجتمع من ضرب العمود الواقع من نقطة ب على م ن في 
نصف م ن مرات عدتها ثلث أقسام قطر ب د أقل من سطح هاء (إن كان ب ح عمودًا على 
ع نء وإلا» فالمجتمع من ضرب العمود الواقع من نقطة ب على خط من في نصف خط من 
مرات عدتبا مثل ثلث عدة أقسام قطر ب د أقل كثيرًا من سطح ه . وشكل اس م ب نع ج 
المستقي الأضلاع أقل من ثلثي سطح أ وزج بمثل المجتمع من ضرب العمود الواقع من نقطة ب 
على خط من في نصف خط م ن / مرات عدتها مثل ثلث عدة أقسام قطرب د. فنقصان شكل 
١س‏ م ب نع ج المستقيم الأضلاع عن ثلثي سطح ! وزج بمقدارأقل من سطح ه ؛ وذلك مأ 


اردنا إن رك 


 -‏ - القطع المكافيئْ لا نهاية له» ومساحة كل واحدة من قطعه مساوية لثلنى مساحة 
السطح المتوازي الأضلاع الذي قاعدته كقاعدته وارتفاعه كارتفاعه. 

فليكن الفطع المكافئ اإبادء ولتكن قطعة منه د ب هء وليكن غطر هذه القطعة ب و 
وفاعدتها د وه. وليكن سطح قاعدته د وه وارتفاعه كارتفاع قطعة د ب ه من القطع عليه 


درحه. 
فأقول: إن القطع كله لا نهاية له: وإن مساحة قطعة د ب ه منه مساوية لثلثي مساحة 
مطح دزحاه. 


2 عدنرا: بعدة [1. ق) عدتا كمدة [ب] / ثلث: ناقصة [ا. بع - 3 خط (الأول): ناقصة [1: قع -- #4عدئا: بعدة [ا. فى] / 
مثل: ناقصة ؤفى] أثبتا فرق السطر [1) / ثنث: ناقصة [ب] - 3 مطح: ناقصة [اء ي] / نقطة : ناقمة [اء في] - 6 خط (الثانبة): 
ناقصة [ق) / عدتبا : ناقصة (اء ىع - 9 ك : تاقصة [بء ف - 10كفاعدته : قاعدته [ا. بع] - 2! وقاعدتا: وفاعدته [ا. ق] / 
دوه: ح وه [1] / سطع ... القطع : ناقصة [آب] / د وه : أ [1] داه [ق] - 3 زحه : كتبها د زح ه في كل الشككل [ا] 9 
4 منه: افصة [1ء ت] / مساوية لثلثي: منه ثُلقي [بب],. 


ق اما اظ 


برهان ذا لك: أن قطع آاب ج يرج إلى ها لا نهابة» ولا يلتق خطا ب ١‏ ب جح من ناحية 
اجء فيحيطان بسطحء فليس للقطم المكافئ نباية. 

وأقول : إن قطعة د باه منه مساوية لثلني سطح د زح ه. 

فإن ل يكن كذلك فهي أكثر من الثلثين أو أقل منها. فلتكن أولاً أكثر من الثلثين: ولتكن 
زيادتها على الثلثين مثل سطح ط . فقد يمكن أن نخرج في قطعة د ب ه خطوط ترتيب تقسم 
القطر عل نسب اعداد افراد متوالية مبتدثة من الواحد. وإذا وصل فيا بين اطرافها خطوط 
مستقيمة وفها بين رأس القطع وطرفي أصغرهاء حدث في هذه القطعة من القطع شكل مستقي 
الأضلاع تزيد عليه قطعة د ب ه مقدار أقل من سطح ط . فلتكن خخطوط الثرتيب التي ذكرنا 
كال من سع ده ؛ والخطوط الموصلة خطوط د من س م م 5ك 5 ب ب ل ل ن نعاعاه. 
فشكل دس مك بال نع ه المستقي الأضلاع مزيدًا عليه سطح ط أعظم من قطعة د باه 
من القطع. وقطعة د ب ه من القطع مساوية لثلثي سطح د زح ه مزيدًا على ذلك سطح طاء 
فشكل دس مك ب ل نع ه المستقيٍ الأضلاع مزيدًا عليه سطح ط أكثر من ثلثي سطح 
دزحه مزبدا على ذلك سطح ط. فلنسقط المشترك وهو سطح طاء فيبق شكل 
دس م5 بال نع ه المتقيم الأضلاع أكثر / من ثلثي سطح د زح ه. وقد تبين فيا تقدم 
من الأشكال أنه أقل من ثلثيه: هذا خلف. فليست قطعة دباه بأكثر من ثلثي سطح 


درح ها 
وأقول : إن قطعة دب ه ليست بأقل من ثلني سطح د زح ه. 


اباس :اج رزاع / من: 2 ن حيط من قا - 3 وأتيل: فاقرل 1 قى] / قطعة : قطع 1 با. ق] - 4 نهي: نهر [ا: 3] ' 
الثلثين: لني السطح 1 ]أ منبا: منه زبع 'ر أولا: تاقصة ا قيقع - 5عتل: مثل وب] / في : من [س) ؟ ترتيب : ناقصة زا“ ق] 
6 نسب: نسبة [1 ق] ١‏ 7 من القظم : ناقصة [1. ق] - 9«الموصلة: الموصولة [1. ب. ق] / خطرط : خط [بح / م5 هك 
3م - 3 فشكل ... ذلك سطم م نائصة [ب] 2 أكثر: تاقسة 11 7 وقول : نأقوك [1]. 
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ادوم اظ 


فإن كان يمكن / فلتكن أقل من الثلثين عقدار سطح ط ٠‏ فقد يكن ل أن يعمل فى هذه القطعة 
من القطم شكل مستقي الأضلاح/ تخبط به القطعة؛ ويكون نقصانه عن ثلني سطم هرح 2 
عقدار أقل من سطح ط؛ فلبكن ذلك الشكل شكل دس مك بال نع ه. فشكل 
دس م5 بل 3ع ها مع سطح 1 أكثر من ثلثي سطح د زح ه.. ولكن قطعة داب ها مع 
سطح عل مساوية لثثي سطح د زح ه. فشكل داس ع5 بال تع ها مع سطح ل أعظم 
من قطعة دباه مع سطح ط. فسقط المشترك وهو سطح طاء فيبقق شكل 
دس مك ب ل نع ه المستقي الأضلاع أعظم من قطعة د ب ه من القطع ؛ فهو أعظم منبا 
وهي ميط به. هذا خلف. فليست قطعة د ب ه بأقل م ن ثلثي سطح د زح ه . وقد كنا بيّنا أنها 
ليست بأكثر من ثلثيه. فهي إذن مساوية لثلني سطح د زح ه ؛ وذلك ما أردنا أن نييّن. 


تم كتاب ثابت بن قره الحراني 


في مساحة قطع المخروط الذي يُسمى المكافئ. 
هنا الك ليس ف النطرطات - | بعمل: تعمل [ق] - 4ولكن: ولبكن [11 - 5 فشكل : وفشكل [قع] - 8 تحيط : عيطة 
بسع ' بأقل : اتا مل زاء ]1 9 باكر بأكبر [قع / إذن: إذا زب] ' بعن: كتب بعددها اوالله أعلم واحمد لله وحده والصلاة واللام على 


س0 لا بي يعدده وعلى كله له وأصصاية بشيعته أجمعين» زق] - 0 كتاب: فول [ب] / الحرافي : ماقصة زب] - 0[ -ااثابت ... المكام : 
مسبيجة القته له “نكافئ لانت ي: ار هم ارال ٠.‏ وتكبء بعدها ااوحتمه ه الله عله ؛ في لله بر صباحها عن تار الجمعة الشروافء ثاي عترادي القعدع 
لسنة قسع وتحمسين ومالة بعد الألف بقلم أضعف الضعناء صدلي الحاج مصطق بن صالح كتخدا غفر الل فيا ولجميع الْسَلمضي جاه تبيّه الأمون 


عيلواتث الله وسالافة عليه بعل اله واصحعابه أجمعين وى [ق] سىس اف كُّ امكافيي : جد تعد هأ «وهر عشروك شكلة والمك لله بت العالمين 
سل الثد على عدمك والفع [صا], بي مساحة القهيه ع المكافيئ [ [1]- وتمد بعدها ب«وهو ١‏ لكلا والحسد لله رت المائين بالمللاة عل مسد حاتم 
النبيين. [1]. 
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١#‏ ال 


ل اما و 


"-" مساحة المجمتم المكافئ 

1-9-9 تنظيم وبنية كتاب ثابت بن قرّة 

هل كان ثابت بن قرّة عندما كان يُحرّر كتابه "في مساحة القطع المكافئ" قد بنى» 
أو على الأقل قد تصّوّرء كتابه "في مساحة المجسّمات المكافئة" ؟ السؤال يفرض 
نفسه بشكل طبيعي تماماً عند قراءة الكتاب الأول» إذ نجد نفس الأفكار ونفس اللغة» 
إلا أنّ الكتاب الثاني يتناول المجسّمات بدلا من المستويات. بالإضافة إلى ذلك» يذكر 
ثابت بوضوح. في الكتاب الأول؛ ثلاث قضايا من الكتاب الثاني. سنتوقتف قليلاً عند 
هذا التشابه في المسارء الذيء كما سنرى لاحقأء هو أيضاً تشابه في البنية. ولذلك 
سنتتبع ثابت بن قرّة وهو يقوم بتحديد حجم المجسم المكافئ. 

يتألف هذا الكتاب من ست وثلاثين قضيّة تتوزع على عدّة مجموعات. تتضمّن 
المجموعة الأولى القضايا الإحدى عشرة الأولى التي تتناول» جميعهاء متساويات 
عدديّة خاصة بأعداد صحيحة. وقد أثبتها ثابت بواسطة مقدّمتين وقضيّتين من نفس 
النوع» استعارها من كتايه "في مساحة القطع المكافئ". هذه المجموعة من القضايا 
الحسابيّة» هي في أساس القضيّتين الثانية عشرة والثالشة عشرة اللتين توسّعان نتيجة 
القضيّة الحادية عشرة إلى المقاديرء أي التي تعمّمها على الأعداد الحقيقيّة. وهذه 
النتيجة المعمّمة هي التي ستئستخدم في القضيّة الثانية والثلاثين. 

يُقدّم ثابت بن قرّة بعد ذلك» مجموعة قضايا حسابيّة تتناول هذه المرّة متباينات 
عدديّة» تحضيراً لإدخال مسلمة أرشيمدس ولتحديدات من الأعلى ضروريّة. وتنقسم 
هذه المجموعة المؤلّفة من إحدى عشرة قضيّة إلى ثلاث مجموعات جزئيّة. تتناول 
القضاياء من الثانية والعشرين إلى السابعة والعشرينء المتباينات العددية؛ وتوسع 
القضاياء من الثامنة والعشرين إلى الحادية والثلاثين؛ هذه المتباينات إلى المقادير أي 
إلى الأعداد الحقيقيّة (تدرس القضيّتان الأخيرتان متتاليتتي الأعداد الحقيقيّة: متتالية 
تزايدية في القضية الثلاثين ومتتالية تناقصيّة في القضية الحادية والثلاثين) 
وتستخدمان مسلّمة أرشميدس. وتشكّل القضيّة الحادية والعشرون» وحدهاء مجموعة 


جزئيّة من القضاياء وتتناول متساويتين بين أربعة مقادير. 


املا 


هاتان المجموعتان _الأولى من القضيّة ١‏ إلى القضيّة ١١‏ مع القضيّتين ١7‏ و 
7 والثانية من القضيّة ١‏ إلى القضيّة 7١‏ تشكّلان» وحدهماء مستويين في الرسم 
البياني لهذا الكتاب: يتناول الأوّل» الذي يتضمّن القضايا الحسابيّة» متساويات أو 
متباينات؛ أمَا المستوى الثاني؛ المبني على الأوّلء» فهو مكرٌّسن للمقادير» ويتعلّق أيضاً 
بإدخال مسأمة أرشيمدس. 


تأتي بعد ذلك مجموعة مقدّمات ضروريّة بالنسبة إلى المستوى الأخير من الرسم 
البياني» وهي تتضمن القضايا من الرابعة عشرة إلى العشرين. وتحضر هنا القضيّة 
الرابعة عشرة لتأمين احتياجات الحساب في القضايا الثلاث التالية» من أجل تحديد 
أحجام جذع المخروط وجذع المخروط الأجوّف وجذع المعيّن المجسّم. وتلستخدّم 
نتائج القضايا الخامسة عشرة والسادسة عشرة والسابعة عشرة في برهان القضيّة 
الثانية والثلاثين. وتثستخدم القضيّة الثامنة عشرة لدراسة إحدى خواصّ خط تمان 
القطع المكافئ. في القضيّة التاسعة عشرة يبيّن ثابت أنّ المجسّمين الناتجين من 
دوران متوازيّي أضلاع لهما ارتفاعان متساويان حول قاعدتهما المشتركة:» متكافئان. 
وهكذاء فإنّ أسطوانة "جوفاء" - سمّاها ابن الهيثم لاحقاً "منخرطة"- تكون مكافئة 
لأسطوانة قائمة. أخيرأ» يدرس ثابت في القضيّة العشرين حجم المجسّم الناتج من 
دوران متوازي أضلاع حول خط مواز لإحدى قواعده؛ وهذا المجسّم يدعى "حلقة". 
وتستخدم نتائج القضايا الثامنة عشرة والتاسعة عشرة والعشرين في إثبات القضيّتين 
الثالثة والثلاثين والرابعة والثلاثين. 

بعد تقديم هذه القضاياء يُصبح كل شيء جاهزأً لإثبات القضايا الأساسيّة من 
المستوى الثالث في الرسم البياني للكتاب» ولتحديد حجم المجمسّمات المكافئة. 

نرى من خلال هذا الوصف السريع _ وسنتحقّق من ذلك لاحقا_ أنّ بنية الدلالات» 
في هذا الكتاب أيضاء تتطابق مع البنية التركيبيّة» وهما مشابهتان للبنيتين اللتين أمكننا 
رؤيتهما في حالة القطع المكافئ. لكننا نلاحظ أيضاً نفس المّيل إلى التحسيب 
(الاستخدام المكثتف للحساب).؛ وإلى الاستفادة من خصائص الحدّ الأعلى لمجموعة 


شين 


محدّبة ومن وحدانيّتها أيضأء كما نلاحظ استخدام القضيّة الأولى من المقالة العاشرة 
من "أصول" أقليدسء بعد تعميمها بحيث تتلاءم مع حالة المجسّم المكافئ. باختصارء 
سنبيّن (في الفقرة 8-7-7-7» أدناه) التماثل بين الطريقة المستخدّمة في حالة القِطع 
المكافئ وتلك المستخدّمة في حالة المجسّم المكافئ؛ وهذا ما سيُوضّح هذا التشابه في 
البنية. 

لقد عرف كتاب ثابت بن قرّة هذا مصيرأ تاريخيّء حيث أنه أسّس تقليداً في البحث 
ساهم فيه القوهي' ؛ ثمّ ابن الهيثم . 

إذا عمدنا إلى التحليل التفصيلي لهذا الكتاب؛. سنجد في البداية تعاريف المجسّمات 
المكافثة المختلفة. وهكذاء يبدأ ثابت بتمييز مختلف أنواع المجمسّمات المكافنة 
الدورانيّة. يتناول في البداية مجموعة أولى» حيث يكون محور الدوران قطراً من 
أقطار القطع. ويحدّد حينئذ ثلاثة أنواع من المجسّماتء وفقاً للحالة التي تكون فيها 
الزاوية» الواقعة بين القطر ونصف الوتر المعني بالأمرء قائمة أو منفرجة أو حاذة. 
وفي الحالات الثلاث يسمّى المجسّم الناتج من الدوران "قبّة مكافثئة"؛ رأسها هو 
النقطة المشتركة بين محور الدوران وقوس القطع المكافئ المستخدمة. يكون لدينا إذأ 
على التوالي قبّة "معتدلة الرأس"», وأخرى "ناتئة الرأس"» وثالثة "غائرة الرأس". 

في المجموعة الثانية» يكون محورٌ الدوران قاعدة قطعة القطع المكافئ» أي وتراً 
من القطع المكافئ. ويسمّى المجسّم الناتج "الكرة المكافئة", ويكون طرفا الوتر 
الثابت قطبّيه. وهناك صنففان من الكرات المكافئة: الأوّل عندما يكون الوتر عموديّاً 
على محور القطع المكافئ - وتسمّى الكرة المكافئة "الشبيهة بالبطيخة"؛ الثاني عندما 
يكون الوتر كيفما اتفق- وتسمّى الكرة المكافئة "الشبيهة بالبيضة". 

أخيراً يُعرّف ثابت "المخروط الأجوّف" و"المعيّن المجمّم". نحصل على 
المخروط الأجوّف بواسطة دوران مثلث ذي زاوية منفرجة حول أحد ضلعَي هذه 
الزاوية» أي أننا نحصل على الفرق بين مخروطين لهما نفس القاعدة؛ في حين أن 
دوران مثلث حول أحد ضلعَي إحدى زواياه الحادّة: يُنتِجٍ المجسّم الذي يسمّى "المعيّن 


' انظر الفصل الخامس: القرهي. 
" انظر المجلد الثاني؛ الفصل الثائني؛ ص. ٠١7‏ وما يليها. 


ادحل 


المجسّم"» أي مجموع مخروطين قاعدتهما مشتركة. ثم ينتقل ثابت إلى القضايا 
الحسابيّة» مع التذكير بأنّ هذا الكتاب يتضمّن سبع عشرة قضيّة تتئاول الأعداد 
الصحيحة. 


يد 


قَنْةَ معتدلة الرأس قَبْهَ ناتئة الرأس 


جذع مخروط دوراني 


لنذكّر بالخصائص التي يستخدمها الكتاب» وهي خصائص يأخذ ثابت معظمها 

كمسلّماتء ونشير إليها بالحرف /؛ اثنتان من بينها هما مقدّمتان مُثبتتان بواسطة 
برهان الخكلفء ونرمز إليها بالحرف 5. أمّا القضايا التي يستخدمها ثابت بن قرّة هناء 
والتي توجد في كتابه السابق حول مساحة القطع المكافئ» فنرمز إليها بالحرف م. 

م: الفرق بين عددين صحيحين متتاليين هو .١‏ 

4: الفرق بين عددين زوجيّين" متتاليين هو ؟. 

ر: الفرق بين عددين فرديّين” متتاليين هو ؟. 

و4: بين عددين زوجيين متتاليين» يوجد عدد فردي. 

,: حاصل ضرب عدد صحيح ب" هو عدد زوجي. 

و: كل عدد فردي يُضاف إليه ١‏ يعطي عدداً زوجيًا. 

م: مربعان متواليان هما مربّعا عددين صحيحين متواليين وهي مقذمة مثبتة في 
رم (أي في القضيّة الأولى من الكتاب السابق) وهنا في القضيّة الأولى. 

47: يكون المربّع فرديّاأ إذاء وفقط إذاء كان مربّعَ عدد فردي. 

م: مربعان فرديّان متواليان هما مربّعا عددين فرديّين متواليين - هذه مقدمة 
مثبتة في مم (أي في القضيّة السادسة من الكتاب السابق). 

و: يكون المكعّب فرديّاً إذاء وفقط إذاء كان مكعب عدد فرديّ. 

مرل: مكعبان متواليان هما مكغبا عددين صحيحين متواليين. 

رر: مربعان_مربّعان متواليان هما مربّعان لمربّعين متواليين. 

يظهر جليّاً استخدام هذه الخصائصء في النصًّء كما في القِطع التي تمثّل الأعداد 
(انظر الشكل في أسفل الصفحة 776 على سبيل المثال)» إلا أننا لا نذكرها إلا في 
الحالات التي يُشير إليها المؤلّفٌ نفسه. 

لنلاحظ أيضاً أنّ ثابت بن قرّة يستخدم المتطابقات: 

2 برج بود2 + 2 يد -( برج )»2 برج بووو2 - 2 جد 2( بر م)ء 2 ير ة يود ( بر ج)( برج )ء 


* العدد "الزوجي" هو عدد "زوج" (جمعه "أزواج") بحسب تعبير ثابت (المترجم). 
** العدد "الفردي" هو عدد "فرد" (جمعه "أفراد") بحسب تعبير ثابت (المترجم). 
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مصطلحات الرسم اليياني: ا"ا : مقثمة؛ة |-” : اقضية مبرهنة ضمن "في مساحة القطع المكافى:؟ :2 : قضية, 
ملاحظة: :و :34 لا تشقلان سوى قضيّة واحدة؛ كما أن براهين * ؛ | اا مستقلة ومستخرّجة من *, 


7-7-7 الشرح الرياضي 
١-7-5‏ القضايا الحسابيّة 


القضيّة -١‏ ا -س2 - “1 -م)- تس للع م . 
هذه القفضية هي رج نفسها. يثبتها أبن قرّة باستخدام 57 
القضيّة ١‏ [(-مج) :45 +(1--1-2)2+ (1-س2)] (*الء م . 
ادمع 
يستنتج ابن قرّة هذه النتيجة من القضيّة »١‏ مستخدماً رك و ,4 و ,م التي تعطي 
مجموع الأعداد الفرديّة. 
القضبّة -٠7‏ 
| م6 لخدم إلسم)ة -(2-1)+ دم (*1ع 972 . 
[دمر 
يستخدم البرهان المسلمتين + ووم ويُستنتّج مباشرة من القضية ”, وذلك بواسطة 
ضرب جميع الحدود ب 1-,2. 
القضيّة ؛- [“(1-»)- “م2 -(1-م2)+ '(1-م2)] (“الء م . 
نحصل على هذه النتيجة من تحويل كتابة الطرف الأيمن من القضيّة ". فإذا أخذنا 
بعين الاعتبار ,مء يكون لدينا: 
| *“(1-*)1+2- »2 |(1- »2)2 - 0 م1+25:)2- 1 00 
1 
لكن. وفقاً للقضيّة »١‏ لدينا: "(0-1)- 2-1-2 » فيكون: 
"(1-م) جنم 0-1(5) 2-12 
غير أنََ : 1 )- 4م - | (1- +2م || *(1- )-2]ء فنحصل على النتيجة. 


يستخدم البرهان إذأ القضيّة " و و4 و ررك وكذلك القضيتين ومرو مم. 


1 ؟ 


ملاحظة لغاية الآن يُعبّر ثابت بن قرّة عن مجموع الأعداد ال ,م الأولى الفرديّة 
بواسطة مربّع نصف العدد الزوجي الذي يلي أكبر هذه الأعداد؛ ويُعيّر عنه هنا 
بواسطة مربّع بم» أي مربّع العدد الصحيح ذي الرتبة نفسها. 


القضيّة © ممه و-ممية مم (*لء 9 . 


ا 
يُطبق ثابت بن قرّة القضيّة 4» من م -1 إلى مع ». 
4 - بى جح 2.14 -1+ :1- رى 
4 - رق+ به - ره+ رى- يه ج (*1- 2)24 - (2.:2-1)+ 2:2-1(5) - رد 
4 - ود+ ي0 2 وول + ,ىك يه ج ( 2034-24 - (2.:3-1)+ )2١3-1('‏ - رى. 
لنفترض أنه لدينا “(1- م)2 - _بى» حتى الرتبة 1-م؛ عند ذلكء بما أن لدينا: 
| “(1- م)-؛4م |2 -(1-م2)+ (1- م2)- ىع نحصل على: *4م2 - ,5+ ريه - ره. 

تكون النتيجة إذاً صحيحة بالنسبة إلى أيّة رتبة مء فيكون لدينا “,,2- بى؛ لكن وفقاً 


8 


للقضيّة رم لدينا: 0 م26 - “بر؛ فنحصل على النتيجة المطلوبة؛ انطلاقاً من 
القضضية 3 وص 5 
يعمل ثابت بن قرّة بطريقة استقراء تكراري'؛ فيبيّن» من خلال استنتاجه ل .م من 


ربىء أنّ النتيجة المُثبتة بالنسبة إلى , .م صحيحة بالنسبة إلى ,». 


القضيّة 5- [0-مميق)»-(ف د متاة)زد-متابة (*الع وى 


احم 


" انظر ر. راشد 
اعمط بهن «وماكا دمر مطتء 4م ,«اة 'اتمتموك-قة - 223([1خ31-1 :016 1اهسسمغطاهدد ممتاء دلصانل» ,لعطدقة .1 
1-7 .مم ,(1972) 1 ,9 ,كمعجدواعن 


الذي استعيد في 
.مم ,(1984 ,ناعة2) كعطهجه :6721102 نهم كعك ع«رأمائجط] جيرى ومطع مع عع[ «ع«طغج[ه أت :1 1[7:6ه 117116 


.71-0 
584 ؟ 


تلسئنتّج هذه النتيجة مباشرة من القضيّة ©» إذا ضربنا الطرفين ب 3 وإذا أختزلنا 
العامل (1- م2) الذي هو مشترك بين '(1- م2) و (1- م2)» وهذا ما يرجع إلى 
استخدام و4 


القضيّة ا | “(احس2) د 1جمة.(2-»2) | 9175 . 


البرهان مباشرء وهو يستدعي ,4 و و4. وهذه القضيّة السابعة هي مقدّمة للانتقال 
من القضيّة ١‏ إلى القضيّة 6. 


القضيّة / - متاق أ»- وم ره-متامازدمتا.ء (*127ء 9 . 


وفق القضية لاء لكل عدد صحيح مء حيث ,> م > 1» لدينا: 
“(1- م2) -1+ م2١(2-‏ م2) ؛ 
فيكون: [1+ '(1- م2) |3-3+ *(1- م6-3)2+ م2(:2- م3)2. 
ونستنتج: 1 + 1 -م2) |(1- -م2) د - ]6+ م2١(‏ 2- -م2) )13 -م2) م 


لذلك» ووفق القضية 2 يكون 


)01( | -م2) دم -] 6+ م2١(2-‏ م3)2 |(1- م2 . 


دم 


لكن بالنسبة إلى 1- م لدينا: 6 -[6+ م2١(2-‏ م1(]3)2- 


يمكن إذأً كتابة (1) وفق الصيغة التي أعطاها ثابت: 


|(دممخ 13 -| 6+ م2١(2-م3)2‏ |(1- م2) 3 +6. 


القضيّة -١‏ | 4+(2--3.2)2- (2)20-2+ ت(2)+ “(2-2) |(2ء 0 . 


58 


تتستنتحج هذه النتيجة من المتطابقة “(م- ()+ 5م2- 82+ 2مء بإضافة (ه إلى 


الطرفين» مع 21-2 - 0ج و 2 دامء فينتج 5-4-2 (وفقا ل ر). 


-٠١ القضيّة‎ 


ِ (-م )نظ |4 - (2+(- مامه “(مع)+ ”(2-مع)(- مم نير .+ “ال 9 . 
وفق القضية 5» لديناء لكل مء» حيث > م>[ء» 
4--م2)م 2-302 +(2-م2)م2 + (م2)+ (2-ثم2) 


ويمكن إذأً تقديم القضيّة / على شكل القضيّة .٠١‏ 


القضبّة ١١‏ لكل عدد صحيح #» (*2ء م)» لدينا: 


لم22 | [(2-مم)مة+ "زم )+ *(2-م1())2-م2) | ٍ 296 


احم احم 


- 2 )2(* 2:)28-1( 


يمكن كتابة القضيّة ٠١‏ على الشكل التالي: 
)01 0 ماه -|2+(2- م2) م2+ “(م2)+ *(2-م2) |(1- )2 
لأنّ لدينا إذا كان 1- م: 


6- [2+(2-م2) م2 "(م2) + *(2- م2) | (1- م2)؟ 


لكنٌ *(م2).. - م-(1-م30)2 (وفق ,م)» فيكون: 


(- م0 .207 - | مم0 6. 


-1 


إذا قسمنا طرفي (1) على 3» نحصل على النتيجة المطلوبة. 


حرق 


7-9-9-9 التعميم إلى متتاليات قطع مستقيمة 
القضيّة ١١‏ لتكن , (,5)» حيث ,> م > ]ء متتالية قطع مستقيمة متناسبة مع 
-ر2 
الحدود ذات الرّتب نفسها من متتالية الأعداد الفرديّة المتوالية ,..(1- م2)» ولتكن 
و[م) متتالية قطع مستقيمة متناسبة مع الحدود ذات الرّتب نفسها من منتالية 


الأعداد الزوجيّة المتوالية ,. (م2)؛ إذا وضعنا 0-,ه وافترضنا 2 رز يكون لدينا: 


ىر 1 372 2/4 1 ., 
وه وهس - وظر2 12 :دم + به | «“ب2ج ) 7 
دم دم ادر 


وبرهان ذلك هو التالي: يكون لكل عدد صحيح مء حيث , > م > 1» 


- 1 ذىي . [1- ىر .اه 
7 عثى 1-ضهة _ مد مع اساكا فيكون 22-1 -_ع' ؛ من جهة أخرى 
2 ,© 1 4 2 22 ج04 
خحطة دمهك و 22+2_سمة 
22 2 22 م2 ١‏ 
لدينا إذأ 
[ (مه)+(2-من)مة+ (2-م2) |(1-م2) _ (يمجيهدرره + ئه)٠‏ رذ 
(م2) 2 


3 3 
(حيث ل 1- مء 2-0- م2 وحيث 0- ,ه)؛ لكن لدينا 2 
7 4 


و م د ©» فيكون : 
(1- ص2)رغ (20) ١20‏ :6 


)01 | *(م2)+(2 3 م2). 1 '(2- م2) |(1- م2) _ ( 62+ م06 16 ديّه) و8 
(1- )ب (20) م بغ :6 


ويكون» من جهة أخرى: 


0 (1- 20)ر92 0 


5 


إذا رمزنا ب 4 و '4 ((4)6,4 -40 ) على التوالي إلى الطرف الأيسر لكل من 
العلاقتين (7) و *2) (في القضيّتين ١١‏ و ١١).ء‏ فإِنْ (1) و (2) تعطيان: 


4 4 
(1-م5')2 #(م2) 50 2 
ادم ادم 


,_1 : ٠ 6 1 كه 15 ل‎ ١. 6ه أأقطث‎ , ٠ 
7 20, لدينا: (1-م2:)2 *(20) 4-2 ؛ فيكون‎ ١ ١ لكن وفق القضيّة‎ 


ملاحظة إن الفرضيّة 2 © - ,م تعادل اختيار قطعة مستقيمة مأخوذة كوحدة وهي 2 
عند ذاك يمكن التعبير عن قطع المتثتاليتين بواسطة ,ق» ,1(5- م2)- ,5 و 
٠.© - 25-8‏ م - رم فيكون: 
م 1 2 1 3ع_, 
و26 :6 - (1 -م2 ا ( (202 8ح م. قح '4 


لكنّ ثابتأ لم يسلك هذا المسار» بل أسند برهائه عل متساريات بين السب قصب 


فرضيات القضية. لدينا: 2- 2-حطة دمة و 0 اعف/ ع ء والمقامان م2 قف 22 


22 ,4 22 و 
هما نفسهما في النسبتين. 
لكي نحصل على النسبة 2» ننطلق من النسبتين -2---27. و 22-22-1؛ 
م4 2 ,© 1 5 


5 1- 2 نعو ع ده . .لت 
فيكون سمت .عد وإذا وضعنا ل أي 2د رزء نحصل على النسبة 
1 1 


2 


22-1 - 22 ؛ حيث يكون المقامان ,ه و م2. 
م2 ,© 7 


هذا ما يفسّر اختيار الشرط 5- ,نز من أجل تطبيق مباشر للقضيّة .١١‏ 


القضيّة -١7‏ النصّ هنا يستعيد نصّ القضيّة »١١‏ ويصل إلى النتيجة نفسهاء لكن هذه 


نضسض 


لتكن إذأ المتتالية ... (.ء)» المحدّدة ب 5- م و 228 © يكون لديناء 
3 2 
و 
2 مم6 6 لكل 15 
3- لح م مع # ع مر >1 
6 م6دم© م© 


2/477 1 
1 و2 2 4+ ١*6‏ _م6+ | 0 4 3 | 


22 لدم دم 
© 2/7 1 
1 ,28 6 2 6+ ر06 رم + ع ,2-88 

2 21د 3 


لكن» ووفق القضيّة *١»ء‏ فإِنٌ المقام ("المخرّج") يساوي: 1 ؛ فنستنتج أن 
التسط ("الصورة") يساوي: 2 


نجد إذأ نفس النتيجة الحاصلة في القضيّة .١١‏ 


ملاحظة ‏ ترتكز الطريقة المستخدمة أيضاً على متساويات بين النسّب. 
يُنسّب هنا الحدّان ,5 و ,ه إلى قطعتين مأخوذتين كوحدتين مختلفتين» ,5 و ,». 


يُدخْل ثابت في هذه الحالة المتتالية (,ء) بحيث يكون 3 7 0-5 


في هذه الحالة تحقق المتتاليتان (,5) و(.») شروط القضيّة ؟١»,‏ فيكون 


,2308 2-(,ة)'ل ؛ حيث نرمز ب (4)5,4 -'4 إلى الطرف الأوّل من المعادلة *م) 


للقضيّة ١١‏ فيكون لدينا : :© _ (6 412 ؛ فنحصل على : ,2328 1-(ه, 


به (»45,4 > 
والتمييز بين الحالتين 2 - و 2 م ليس ضرورياء وبالإمكان إعطاء برهان 


واحد. 


يمكن كتابة القضيّة ١١‏ على الشكل التالي: لكل عدد صحيح +؛ (*27ء 0 » لدينا 


نضق 


مم 2055 - رمم نل 2+ رمم + ثم+ *(1-م) |(1-مة) ر3 4 . 


ادم 


يمكن كتابة فرضيتي القضيتين ١‏ و١١‏ على الشكل التالي: لكل عدد صحيح مء 


> جرع 1: (1(5- م2) - رقو 22-4 - ,م26 أي .م - ,م؟ فنستنتج: 


[*م+(ا-م).ءم +*(1- م) |(1- م2) رق به رقي - [ 2+ ره ,»+ ر2ه] 0 
مم م - ب | 
(1-م2)ب8 :ب - 94 
من هناء إذا ضربنا طرقَئْ العلاقة (+) (في القضيّة )١١‏ ب 3 . .5 يكون لدينا: 


ل م 2 ذم 
و28 ع 3 و28 5-36 1 و4 + م6 ' م6 7 - | 50 ١‏ 
3١ 2/ 52 2 2‏ 1م 3 


القضبّة 3 ١‏ إذا كان ثمطة خمسة مقادير 4 4ع 6 ,6غ به» بحيث يكون 


5_4 245و و > ,© »6 عند ذاك يكون (يه+ يه)( » - يه) - (يه- ,4) ,©. 
و48 وي يا 


تؤذي الفرضيّة رم > ,ه إلى ,م > به> به. يكون لدينا: -#_- #45 _-_كء 


امسا عمسا سسا 


فيكون اك 5 ؛ ويكون بالتالي: ( (يه+ يه)( »- يه) - (يه- ره) ,©>. 
وا وق - ك2 


ملاحظات - 

)١‏ لم يحذدد المؤلّف طبيعة المقادير. من الضروري أن نأخذ © و يه من نوع 
واحدء وذلك لأنّ الفرضيّة تثدخل نسبتهما والنتيجة تثدخل الفرق بينهماء كما أنه من 
الضروري أن نأخذ أيضاً به» ,ه و,ه من نوع واحدء للأسباب نفسها. فإذا كان» على 
سبيل المثال» ,» و ره طولين و ,م» ,م» ,م مساحاتء فإِنٌ النتيجة تتناول الأحجام 
(ستكون هذه حالة القضايا ١5‏ و5١‏ و17١).‏ 
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)١‏ تعدخل الفرضيّة رم > ,ه في عبارة الفرقين ,»- يه و ,ه- ,ه. وإذا كان ,ه< ,ه» 
تكون النتيجة (يه+ يه)(يه- به) - (,ه- يه) ,». 

") إذا رمزنا ب ' (140-*1ء +» إلى القيمة المشتركة للنسّبء. يكون لدينا 
ع - 28 ب ح- ,6 » ب©” + - 0 وتتستخرج عندئد نتيجة القضية من المتطابقة: 


(1+ غ)(1- 4)-242-1, 


؟-"*-7-" أحجام المخروطات. والمعيّنات المجسّمة؛ ومجسّمات أخرى 

المجمّم الدوراني موضوع الدرس في القضايا ١6‏ و5١‏ و7١‏ هو الفرق بين 
مجسمين متحاكيّين» حيث تكون نسبة التحاكي مساوية لنسبة القطرين اللذين 
نفترضهما معلومين. وبما أنّ حجم المخروط الدوراني معروفء فإِنّ الحجم 
المطلوبء يُعبّر عنه في الحالات الثلاث بمجاميع أو بفروق أحجام مخروطات 
دورانيّة» والصيغة هي نفسها في الحالات الثلاث. 


القضيّة -١١6‏ حجم جذع مخروط دوراني 

الشكل مرسوم في أحد المستويات المارّة بمحور المخروطه ويكون المركزان 2 و 
د للقاعدتين الدائريّتين لجذع المخروط مُتسامتين مع النقطة > التي هي نقطة 
التقاطع للقطعتين 42 و 88 المُمَدُدتين على استقامة. 

حجم جذع مخروط دورانيء ارتفاعه م ونصفا قطري قاعدتيه الدائريتين م وجء 
يكون (2م+ 0+ )لج - 1 

الحجم المطلوب هو (48؟) 7-(28*) +7- 2ز." إذا وضعنا رج - #رء يكون 


2 - #- يم. يكون لدينا 6د لأنّ ميد / مع . يُدخل ثابت دائرة إضافيّة 


* الآن وفي مايلي؛ نرمز ب (7)480» إلى حجم مخروط رأسه إر وقطر قاعدته 0؛ ونرمز ب (7)5 أو أيضاً ب (01.)2؟ 
إلى حجم أي مجمتم 7 (المترجم). 
مرق 


2 


. عسي ,8 5 5 , 0 . ٠0‏ # دقر ص" 7 ص 
نصف قطرها م » حيث يكون #عي. - م؛ فيكون لدينا 2 00 عر 


#سسر تسج هر 


2 - د # كي 
7ج جم 11 


وبتطبيق القضيّة 5 ١‏ يكون لدينا: ( مج تمس) ,د زتمج- تع)(- 8). 
واذا أضفنا إلى الطرفين 2 ميرجمء يُصبح لدينا: 


(82ج+ #ورعم + “جم ) بر - 0 3 - 2 راع ؟ 


فيكون (822ج+ فج 7 


ملاحظة. التحا | 2.» ]» يعطينا بالفعل: 28-7 كر فكىه 8-8 م 
كي | ,كر ا يعطينا بالفعل: > -ء فيكون 2 - 2-2 


ويكون إذأ :2 ير ير 4:4 ير فيكون: 
ص قر عر 


دي _3 
2+ 8م 82). .جل - ست 5000 7 
3 بسر اك 3 


وهكذا تحلٌ القضيّة 4 ١‏ محل المتطابقة: كبوا 
ع 


القضيّة -١5‏ حجم المخروط الأجوّف,؛ وحجم جذع المخروط الأجوّف 

الشكل مرسوم في أحد المستويات المارّة بمحور المخروط. والنقاط التالية: الرأسان 
وج ومركزا الدائرتين ونقطة التقاطع مد للقطعتين المستقيمين 4م و ججء كلها 
متسامتة؛ فضلاً عن ذلك لدينا 28/ 8م و 46/27 (انظر التعريفات في 
المقذمة). نص القضيّة هو التالي: 
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حجم جذع مخروط أجوّف طول محوره ع ونصفا قطري قاعدتيه الدائريتين و 
1 
هو: ترب ررب 73 ).جر د يآ 
هو ) +77 ( 4 
يبدأ ثابت بحساب حجم المخروطين الأجوّفين: 
العو - تجز. كازج ط- تجز. ك1 د - (طنتشلة) س, 
-,8)ج 2 - ١2‏ اوم كن لاعس - ( 08 1لة) 4 
حيث يكون 1/8 - ,#. فيكون حجم جذع المخروط الأجوّف: 
(2+-8()82- 7 بتع بور 1 - 7آ 
7 © 3 3 
إذا وضعناء كما في القضية 16 ور ةسه يكون لديئا: 


8-7 7س اجر وس 0 جر تبر ل قر 
4 لمي 11 


ننهي الحسابء, كما في القضيّة 2١6‏ بتطبيق القضيّة 5 .١‏ 


القضيّة -١١/‏ حجم معيّن مجسّم, وجذع معيّن مجسّم 
يما أن المعيّن المجسّم هو بالتحديد مجموع مخروطين قاعدتهما واحدة: فإِنّ 
الطريقة المستخدمة هنا هي نفسها الواردة في القضيّة 17: كما أنّ الصيغة التي 


تعطي الحجم هي نفسها: (2+ 0+ 87) .+ - 7. 


القضيّة -١١‏ لتكن ورم قوسأ من قطع مكافئ قطره 02.» ولتكن م وب نقطتان من 
القوس ورمّ. نئخرج من 4 و5 و” »ء ثلاثة خطوط مستقيمة متوازية فيما بينها 
وتقطع قطر القبطع على النقاط © و 7 و على التوالي؛ ونخرج من جهة أخرى؛ 
ثلاثة خطوط مستقيمة موازية للقطر تقطع خط التمامن في النقطة م على النقاط عر 


يضف 


و و :2 عللى الت والي. إذاكان م يرع - برع - 44 ؛ يكقون 
(277- -- - كيم. [انظر الشكل؛» ص. 55؟] 
يكون لدينا:. 7/26 و 34م /ى2» فيكون بوى- 2ر؛ كذلك كورجم 2 و 
46/ععء فيكون كج جرم. يكون لديناء إذأء يم برع - بع-مرء أي 
(46+71) 2- يلق أي (30© +46 ) ل فتكون النقطة ى منتنصف يىردء ويقطع 
الخط وم الخط جيم في منتصفه /د. لكن 27// كظاء فيكون 5 القطرّ المرافق للوتر 
يء ويكون ري موازياً لخط المماسّ في 8. يكون لدينا إذأ 

(68-0) - (97+0) 0611-1 - ”لذ - 01 - 5(1- قلق - 8ل( - لآ - كز 

في الحالة الخاصة حيث تكون النقطة جم مندمجة مع 2» يكون لدينا 0- 8 و 
>- عق» فإذا كان -- كمد » يكون لدينا : 

(2- 980) ء - (05- 040) 2 - علا - طنط 

ملاحظتان - 

)١‏ لا تتعلق النتيجة المثبتة بالاتجاه المشترك للخطوط 406 و يرك و 7م. 

ا( المتساوية ( 014+ 0 5 تعني أن القطرين الخارجين من لم وير 


متوازيان ومتساويا البعد عن القطر الخارج من مر. 


نف 


لننسُب القطع المكافئ إلى الْمَعْلَم (برن ,تح ,ن) الذي يكون أصله في النقطة ح والذي 
يكون فيه القطر 70 محور الإحداثيّات الأولى» ويكون خط التماس في النقطة ح 
محور الإحدائيّات الثانية. ولتكن مم- 2برء معادلة القطع المكافئ حيث يكون» 
الضلع القائم المُرفق بالقطر 20. يكون لدينا: 


0 - ج 7ح رز ء 0ن + جرح وز و معحدة_ بء 
3 1 1 لم 1 بيع 
لكن (222+ ويرة)- - (مّبر+ وب)-- رع رع فيكون (ته+ وَير)-- شكحف - برعا 


3 > - 1 
ولكن 2ر1 - ,+ء فيكون 2م. <- يزر4 - ,ع- ,- 5(7. 
4 4 


لأيّة قوس #رمّ من قطع مكافى؛ يُحدّد إذأً خط التماسّ الموازي للوتر #ير؛ على 
القطرين المارّين بالنقطتين م وي_ء قطعتين مستقيمتين متساويتين: 


(«دع0 يرم 7 
4 1 


القضبّة 6 "إذا كان لمتوازيي أضلاع م486 و «صعبجمم قاعدة مشتركة ررم 
وإذا كانت قاعدتاهما 80 وم على خط واحد ى مواز ل «يء فإنهماء بدورانهما 
حول و » يولدان مجسّمين لهما حجمان متساويان". 

يعطي الشكلء: الموجود في النصّء النقاط على م وفق الترتيب جعجم. لدينا 
جرم - عقء فيكون برم- جمر. ويولد المثلثان 8يمرم و 2020ء بواسطة الدوران حول 
ن» مُجسّمين ذويّ حجمين متساويّين» فيكون: 

(0017)-01+- ( طنظط) ام - ( 802ل )امو " 
( 415ل ).01+-( 8112ل ٠ ) 4511 ( - 01٠)‏ آم 


. 01١) 48 02 ( - +01١) فيكون: ( لك‎ 
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الآن وفي ما يلي» نرمز ب (7)28؛ أو ب (58)< أو ب (01.)8< إلى حجم الجسم 77 (المترجم). 


كرض 


ملاحظتان - 

)١‏ قد يكون ترتيب النقاط جرء وء #ء ©» على وء مختلفاً عن ترتيبها الوارد 
في النص. ولكنء» في جميع حالات الشكلء يتوافق المثلثان 76م و 8ه في 
الانسحاب المحثد بالعُتجه 5يرء ويولدان إمَا معيّنين مجمسّمينء وإمّا مخروطين 
أجوّفين» متساويّي الحجم. 


1) ش )1 م‎ 
١ 
١ 
١ 
١ 


؟) الحجم المونّد من كل من متوازيّي الأضلاع هو إمًا أسطوانة قائمة وإمًا 
مخروط أجوّف؛ مكافئ لأسطوانة قائمة. في جميع الحالات» هذا الحجم هو 
7 وير - > حيث تكون + المسافة بين المستقيمين 42 و ىء أي ارتفاع كل من 
متوازيّي الأضلاع. 
القضيّة -٠١‏ ليكن 4802 و 5507 متوازيّي أضلاع واقعين في مستو واحد ومن 
جهة واحدة بالنسبة إلى المستقيم م الذي توجد عليه القاعدتان 80 و جم؛ إذا كان 
م- عقء فَإِنٌ دم متوازي الأضلاعء وتحقّق المجسّمات المولّدة من دوران 
متوازيات الأضلاع الثلائة حول م العلاقة: 

(85678) 1ه -( )48 )٠1م‏ - ( 4288 )١1م‏ , [انظر الشكل» صس. 15؟] 

الطريقة المستخدمة هنا هي نفس الطريقة المستخدمة في القضيّة 6 حيث يجري 
العمل بواسطة مجاميع الأحجام أو فروقها. من الواضح أنْ رباعيّي الأضلاع جره 
و ©2586 متساويانء لأنّ وص يستنتتج من #جيرو بواسطة الانسحاب المحدد 
بالمتجه 80 . والمجسّمان المولدان من دوران هذين الرباعيين للأضلاع حول ه؛: 
يتوافقان في نفس الانسحاب» وبالتالي فإِن حجميهما متساويان: 


' نشير إلى أنّ ابن الهيثم يسمنيه 'الأسطوانة المنخرطة". 
ان 


(©008) 701 - ) 00 06 م0 
لكنٌ: 


١) 84 18180 ( -701:)01080 ( - +01١) 48 22 ( + 701-)4101817 (‏ ام 


701١) 841580 ( - 01.) 4811 ( - +01١) ( 


فيكون 
(1.)48020ه-( +01١)‏ - ( 41815 )١1م‏ 

ملاحظة ‏ في الشكل الموجود في النصء تكون ,زء مسافة 7 إلى ه أكبر من '/, 
مسافة جرم إلى ى فيكون: (1.)4802ه+ < (01.)5702+ء وتئكتب المتساويات وفقاً 
لهذه الفرضيّة. ولكن يمكن أن يكون ', > بزء فيكون (01:)4805> (850727) :701 » 
وتكون النتيجة العامّة إذاً: 


01١) 4178 ( - |؟01١)‎ 480 (- 1١) 1510627( 


؟-*-4-7 خاصيّة القطع المستقيمة الأربع 
القضيّة 511" "إذا كانت م م6 م 7 أربع قطع مستقيمة بحيث يكون + و م6 


يكون 7هه< *5(4+»)-(4ء+ 42+ 2 ) ز+ :مم 


ولكن» وفق الفرضية لدينا 0 <5» فيكون 2-2 7 وبالتالي 2/< مءم؛ فيكون 
+24 < *4+8(.6)+ 52 وإذا طرحنا 42.م من الطرفينء» يكون لدينا 
7ه < 2هه- ( هم + تم) + تمع ؟ فنحصل على النتيجة: 
7 < 0+8(47)-(42+ 4+ 2 ) 5+ تمه 


الل 


ملاحظة ‏ 
تناول ثابت الحالة الخاصة التي يكون فيها 2-3و 2-2 وهذه هي القيم التي 
تدخل في القضيّة 37”. لكن هذه القيم العدديّة لا تدخل إِلَا للتعبير عن الشرطين: 


24 م 07 م 
)0 22 02 ->--ب]., 
(0) 4حثة و م0 كعك 


القضيّة إذاً صحيحة في ظلّ الفرضيّتين (1) و(2)» وهما تتضمّنان فرضيّة النصّ 
كحالة خاصّة. ونلاحظ أن لكل عدد صحيح يم؛ 2< بره فإِنّ النسبتين , - 4 و 
0 


2-2-1 تحقّقان الشرطين (1) و(2). 


5-7-9 القضايا الحسابيّة 
القضيّة -١١‏ [م2+زا-م)+ “(1-م) -(ا+م)م] (*لء م . 
برهان هذه القضيّة مياشر. ويستخدم ثاأبت هنا الخاصة م4 المتعلّقة بعددين 


القضيّة ؟١-‏ | 2+((1+م)+ (1-م)م - *(1-م)+ ‏ (1+م) | 1 م0 . 
إذا وضعنا 1-م-م2ء م-قء 1+م-ءء يكون لدينا: 
1+م-عء فيكون +٠‏ م - 2م 
1+م-قء فيكون ع+ 2م- هوخ 
2 +(ه جع )نح (ه-ء)جوط دم - ثعب أ 
(باستخدام وك ). 
الفرضيّات في القضايا 4" و 75 و7709» هي نفسهاء وتتناول ثلاثة أعداد صحيحة 
منتالية 1- م- 8ء م- ©» 1+م - 5 وترفق بهذه الأعدادء الأعداد الفرديّة رو 


وكرء على التوالي: 1-(1-م)2- مر 1-م2- 06 2 12-(1+م)82-2. 


جين 


نلاحظ أن العددين 1- 4 و 1- # اللذين ذكرهما ثابت لا يظهران في البراهين. 
وهو لا يدخلهما إلا ليوضّح أنه يتناول هنا متتالية الأعداد الصحيحة الطبيعيّة ومتتالية 
الأعداد الفرديّة» والاثنتان تبدآن بالعدد »١‏ بحيث يكون للأعداد بر 22 م من جهة: 
وللأعداد مرء م» بم من جهة أخرىء على التوالي نفس المراتب» في كل واحدة من 
المتتاليتين التي توجد فيها هذه الأعداد. 


<(1+ م)مة+ز(ا+م)+(ا-م))(1-م2)م 
*لا-دم)2+ز*(ت+م)+ ‏ (ا-م))(1-م2) 


لنسمٌّ 1 و 7 طرفي المتباينة؛ إذا أخذنا بعين الاعتبار القضيّتين 7١‏ و7729, يكون 
لدينا: م4 + (1- م)2 + *(1- م)2 +(1- م2)2 - | *(1- م) + *(1+ م) |(1- م2)-1؛ 
لكن: م2 -(1- م2)2- م4 +(1- م)2» فيكون م2 +7 -1»؛ ويكون بالتالي 1 < 1 


(وقد تم استخدام وك و بكل). 


القضيّة 755 (177ء م7 


7١١6 القضبّة‎ 


<[(ا+م)ءمع *(اجم)+ تم )(اجم2)+ [(ا-م)ءم+ ةم+ (1-م))(1-م2) |, 


(لإلجص) + قو )| ا 
يمكن كتابة القضيّة 4 ١‏ على الشكل التالي: 
لاجم)(!-م2)+ *(1-م)(ا+م2)< (ا+م1()2+م)م +(1-م 1()2-م)م ؟ 
وإذا أضفنا إلى الطرفين العبارة: | *(1+ م)+ م |(1+ م2)+] *م+ *(1- م) |(1- م2)؛ 


نحصل على النتيجة المطلوبة. 


القضيّة 5" تمد ا+(1+م)(1-م) ,*لاء ولا. 


هذه القضيّة هي مقدّمة وبرهائها مباشر (باستخدام م). 


4 


القضيّة /ا١-‏ 


(للجم)ءمع “(تجم)+ ثم)(+م2)+ [(ا-م).م + ثم+ *(1-م))(1-م2) 


(1-م)- *1جم) <ز “(اجم)+ (اجم)(ا-م)+ *(1-م))((1+م2)+(1-م2))- 
ننطلق من القضيّة 75 التي نحوّل الطرف الثاني منهاء أآخذين بالاعتبار القضيّة 


5” والمتساوية: “(1-م)- *(1+ م)- مه - (1+ م2)+(1- م2)» التي تلستنتّج مباشرة 


ا18ء م 


من و0. 


؟-"-5-7 متتالية القطع المستقيمة والتحديد من الأعلى 

القضيّة /2- لكل عدد مع + > م > 1ء لتكن (,م) متتالية قطع متناسبة مع ال م أعداد 
الصحيحة المتتالية» ولتكن (,0) متتالية قطع مستقيمة متناسبة مع الأعداد الفرديّة 
المتتالية 1- م2. إذا افترضنا ,- ,م » يكون 


2 


2 2 2 2 

مر + يرم ©* ,6 + م يبوظ+ أ و4 + نم6١‏ ,6 + ده 86 
2 2 2 2 

ديه _- 0 > ,2+ لم6 م6 + »)+ ره)- 


يكون لديناء لكل عدد مي م > م>1: 4-41 و ه52 مع ,5- ى» فيكون: 
هر ,#4 1-م2 ,6 


ص 


202-22-1. يكون لدينا أيضاء إذا وضعنا 0-بمء 27-1 جه2 و 2+1 انك 


رِ م4 4 و4 4 4 
2 
فنستخرج: [*م+(1- اخ (1(|)0-1- 0 (يمخمية يك خدتها رف 
07 و0 
| “1+ م)+(1+ م). ل “م |(1+ م2) _ ,62+ لدم" مو8+ م( م8 1 
3 0 3 
و ج24 
| “لاجم)+ زاعم)(ا-م)+ *(1-م) |[(1جم2)+(1-م2)] ( 2ه + م6 . دمه+ية©)(برق+ 07 
رتت ل تب 
2 ج46 


. 0 3 6 
وكذلك يكون: مدا ده_ل. 
(1- م)- (1+ م (2ه- 06 4 


>52 


إذا رمزناء إذأء بِ 4 إلى الطرف الأيسر من المتباينة التي نبحث عنها وب ' إلى 
الطرف الأيسر من المتباينة في القضيّة /07؟؛ يكون لدينا: 


2 4 ؛ 
(1-م)- ‏ (1+م) (ميه- ببيه)رة 


لكن» وفقاً للقضيّة /17١ء‏ لدينا: (1- م)- 7( +م) <'يرء فيكون معناء إذأ 


© ىن شه) ,5< 4ل . 
القضيّة 374- النصّ هنا هو نفس نص القضيّة 76» لكن نفترض أنّ ,مع ». 


يدخل ثابت, لكلّ عدد بي « > م >1» المتتالية (, )» بحيث يكون 5 لخداو 


و6 ك6 


,8- ,م؛ فتحقق المتتاليتان (,) و(,() متباينة القضيّة /7: 
(مع +6٠‏ معأ برظه+( ع هر + ردء) رة 
دوع برم2) رظ< لرروء + برمر6* نم6 دمّء)(ررظ + م,8)- 
لنرمز ب © و 2 إلى طرفي هذه المتباينة و ب 4 و 8 إلى طرفي المتباينة التي 


ال اعوعو 
نستخرج من العلاقة _ 2» التي يُحققها كلّ عدد م مك م ك!: 
م6 6 
4 ها 4 ره 4 4 و 7 0 
[جم” [نسم 1+ص _و و اسم 1+م - 1م لاه د 
2 2 2 
ندم©” لم© ‏ كبم © م© ‏ م6 يمة© إبمة© ‏ يم م6 


فنحصل على: 2 ج؛ لكنّ لدينا م< ©2» فيكون 8< ل. 
ملاحظة نستطيع أن نستنتج القضيّتين 7 و 71 من القضيّة ١17‏ بدون أن نميّز بين 
الحالتين ب8- هاو وعد ع. وذلك» لأنه. لكلّ عدد يو 2 > صرك 1 (إذا وضعنا 0-,»)ء 


. 2 2 2 8 5 
يكون لدينا: 2--دمء 22 1م لم - بم 2-- 1- م2؛ نش - 1+ 2 . 
42 


4 م 1 1 
إذا أدخلنا هذه التعابير في متبينة " القضيّة /71”. تُبرز 2م,م كمت في العدرة. الأيسر و 
المطلوبة (ثرى هنا تماثلاً مع القضيتين * 355 ). 


حثين 


ولكننا إذا قمنا بالاستدلال هندسيّأء ندرك أنّ ابن قرّة قد فصل ما بين الحالتين» 
الأولى منهما تندخل تحاكيأء في حين أن الثانية تُدخِلُ تآلفاً. 
القضيّة "٠‏ "لتكن م» وةز» وء ثلاثة مقادير ت تحفّق العلاقة م> 4>8. نفترض أنّ 
نسّب هذه المقادير معلومة ثناءً. نأخذ المتتالية التزايديّة , (,ه) المحددة بالعلاقة 
ع2 


1 04 3 8 
ا مع م - م و8- ,م؛ عند ذلك يوجد عدد ,بر بحيث يكون ع< ,,يه". 


خم 
إذا كانت النسبتان > و © معلومتين» فإنّ النسبة “2-4 هي أيضاً كذلك. ولدينا 
04 4 04 


4 00 ينا 
م> > ج» فيكون 8-4<ه-ءم؛ يوجد إذا عدذء م 1< م» بحيث يكون 


#-ء< (ه- 8)ض. 


يكون لدينا من جهة أخرى دع فيكون كم 4-ش2؛ لكنّ رم>هيء فيكون 
4 


الكل م4 


رمء بالنسبة إلى كل مء حيث 2 < مء وبالتالي يكون: 


م-م> 4- 


©-ء< (#ه- 8)» < (ره- ريه) 87 +ه-ة 


دم 


فيكون : م-ع< 4- نيه فد ©< نيك 


* 5# 


الخلاصة: إذا كان م-ء<(ه-6) مء فْلْن »< ر..ه. 
ملاحظات ‏ 

)١‏ ينتج وجود العدد ,م من مسلمة أرشميدس. إذا كان ,, أصغر عدد صحيح يشكل 
حلا للمسألة» يكون لدينا ,مه > ع> يه. 

') يتعمد المؤلّف إلى عمليّة تكرار (عند افتراضه أنْ 3-»). 

") حدود المتتالية التزايدية دلبه) هي في تناسب متصل 


2 
02 


22- 
4 


حيث تكون © القيمة المشتركة للنِسّب؛ لذا يكون 


0 | دسم مع 22-4>1؛ 
م ع 


[جوىي 


ويكون لدينا التكفز: | > [2) [(30<1)ء [ء< ررم] (لندهة)؛ 


ساس 2 0 50 0 
والمتتالية |2 )- ,ءه هي متتالية تناقصيّة و 0- مهنا . 


لنذكر بأنّ مسلمة أرشميدس تأخذ شكلين: الأول جَمعي والثاني ضّربي. قَصٌ 
الشكل الأوّل يُعادل التالي: "إذا كان »م و م مقدارين من نفس الصنفء فإِنّه يوجد 
عدد صحيح م بحيث يكون م <2م"!؛ و نَصٌ الشكل الثاني يعادل التالي: "إذا كان 


م» واؤء» وء مقادير من الجنس نفسهء وكان م< (» فإِنّه يوجد عدد صحيح م بحيث 


يكون © < 2 . نستنتج الشكل الثاني من الأوّل عندما نضع 1+6 2 أو ©“-2-م 
041 04 


2 7 
وعندما نبيّن أن 1+6< "(1+6)؛ فيكون لدينا: 
2< 1+6 < '(1+6)- 10 بمجرد أن يكون م-ء< ه06 . 
2 2 
يعمل ثابت بالطريقة التالية ليثّت القضيّة :٠‏ يبن أنَ: (ه- 6) <٠‏ م- 


1+ و0 


لكل عدد ,,ء كبير بما يكفيء لأنّ المتتالية (,م) مُحدّدة بالعلاقة العامّة: - كل 


1دم 
يؤدذي بذاعء هذه المتتالية الهندسية إلى الشكل الضربيء» في حين أن الشكلٌ الجمعي 
يبرز عندما نأخذ الفروق ,م- ,.ه والمتباينة م 5< ,م- ,,ره التي تأتي من: 


و 2< ©. 
2 7 32 


2 
" نرمز ب ,يو رمخ[ إلى حدّ المتتالية ,..(.:) عندما تسعى ير إلى ما لا نهاية؛ أي أن يه تسعى إلى الصفر عندما تسعى بم إلى ما لا 
نهاية (المترجم). 

4 ؟ 


يمكن التعبيرعن هذا المسار المطبّق على 6 +1 < '*(1+6)» على الشكل التالي: 
(*(0+)- “(مج) ل -1- "(مجل)ء 0<6 ”م +جا)- ”(م+)- "”(مج). 
0-دم 
يبيّن هذا الشرح أنّ ثابتاً استطاع الانطلاق من القضيّة الأولى من المقالة العاشرة 
لأقليدسء التي هي أكثر حصراأء لأنها تفقترض أنّ <> 2؛ بينما لا يستخدم ثابت 


سوى الفرضية 1 


القضيّة "١‏ لتكن المقادير جييرء وصع» ويم وج بحيث يكون 2< 48 و 


8 > 76 > م_. إذا طرحنا من 48 المقدار بر بحيث يكون ع < دك» وإذا طرحنا 


٠‏ الباق ١‏ جر وري)ء المقدات عر بحيث يكون م ىد قغء واإذا تابعنا على هذا 
من الباقي [, 1 رَ ,ع بحيث يكون 6 عر قا بعنا على 


المنوال» نصل بالضرورة إلى باق أصغر من 07. 
لتكن النقطة ع على جيج بحيث يكون م - #ن والنقطة , على امتداد مم 
المستقيم من جهة م بحيث يكون: 7-1 7 3 يكون لدينا: مع< ره و 


07 _ 81ح 826 _ آلطع رشها_ لمم 
35 2/2 6 مع" 


ويُمكن أن يكون لدينا: )١‏ 07> هم > مه أو ") هم > > صن. 


)١‏ إذا كان مم < 7 لدينا 0 قل ؤ 26 42؛ فنأخذ النقطة 
( ن 8م < ع»ء يكون - > 1 » فيكون 0 > -- 


: على 48 بحيث يكون: 22-27 » فيكون إذا 227 لك » فيكون إذاً 


67 8م 


فيكون 27> ]ي؛ وتكون 7 هي القطعة المستقيمة المطلوبة. 
)١‏ إذا كان 8ي > 7 > 25» نستطيع انطلاقاً من القضيّة ."١‏ أن نجد مقادير بنِسَب 
متصلة:؛ تبدأ ب مح و أن وتَصِل إلى مقدار أكبر من 8: 


م2 ؟” 


مك _..._ ق_ _ك_ دل حيث 8م < ع0 
١ 2000000 6‏ اا 


لنفقرض أنّ المستقيم مح يستجيب لهذه الشروط مع ين > ير ؛ فيكون 
© 2_2 . لتكن النقطتان + و ,د على 8م بحيث يكون: 


7 26 26 
كج 82 
0 34-6 
و 
)2( قط 
6 14 
فيكو' 2, فنحصل 
فيكون 77 1ل على: 
(3) _آلا_ علا عاط 
26 7/2 اك 
)4) اللا لالط 
06 را 
. 1" 0 لك ن. فلآ لهك 8 _ غلآ آ8 _ فلل 
4 تستحر اج الكى لك كن قلط لك بلاط _ الل علط _ قارط 
من (4) © ورم للد لكن 2+ 1 47 لل ل 6م 


5 ل على 1 25 2 د كل وولكن كلا -_ _ 8“ » ففحصل على: 


شأ ن)اط ‏ خازر مر © 02 


عله 1 _ 006 يكون إذا: 


7170 7170 
(5) 1 
27 7 الا 
5 24 | 
فنحصل على وم < عب تيا 
6 4ك 4ه 
امع - مج" 
ل إذا كان 0 - حك يكون مع» يدير» لأننا افترضنا أنّ جح > وهر» يعون 


,ر» عندئذء الباقيّ المطلوب. 


+ .0 لآل مه - زلة 0 غك _ 814 
٠.‏ إذا عا 32ج 22م توجد بر على 9 ار بحيث يكون 
١‏ دك 49 3 0002 0 


فيكون ,ثم < بدم. لكن 84 < عجز» فيكون «رم > 17م ويكون ررم > 4131 ؟ 434 هو 
إذأ الباقي المطلوب. 
ملاحظات ‏ بعد إثبات (3) و(4) يقول ثابت: "ومن ذلك يتبيّن أنّ نسبة بم إلى ام 
ليست بأقلّ من نسبة كد إلى د ج "؛ فهو إذاً ينتقل دون برهان من (3) و (4)إلى(؟). 
ولقد أردنا الانطلاق من (3) و(4)» كما أشار ثابت. 

لكننا نستطيع الانتقال مباشرة من (1) و(2) إلى (6) دون أن نستخدم (3) و (4). 


وذلك أنّ لدينا بالفعل: 71ح لك ى _2 مالظ و 111 كلك , _2 . اذا 
0م قث 76 م 0 لظ 0م مط 


فنحصل 1 41 2ن 69 اقل 22 ا 
على 20 لكت ييح 0 فيخون يرح ذأ 


لدينا إذاً. 20 444 ٍ 
يكون د 3 فيكون: 


)6 ها 
0 267 


ولنقم الآن» في الختامء بما أشار إليه ثابت. 
تكمن أهميّة هذه الطريقة يقة الثانية في إمكانية تعميمها على الحالة التي ينبغي فيها 
تناول النسبة المتصلة حتى الرتبة م للحصول على وري < _عن. يكون لديناء في هذه 


الحالة: 2-2 
عه ,ع0 


,44 هو الباقي المطلوب. 


لم يبيّن ثابت دور القوى المتتالية ل -22» والمرتبطة بالحدود المتوالية ن؛ عزم؛ 
4 


...» ين للنسبة المتصلة» في حين إِنّه استخدم مثل هذه القوى المتوالية في برهان 
القضيّة .٠‏ ربّما اتتبع في القضيّة ١‏ أسلوباً في الكتابة أكثر بدائيّة. 

يأخذ ثابت» في صيغة القضيّة» مقدارين 48 و مع» حيث مع < 48 وآخرّين م 
وج بحيث يكون ورم> جم م. تلستخدم الفرضيّة جم_ء # لتحديد النسبة 


1> + لكن الشرط ورم > ج56 لا يدخل في الاستدلال. 


يمكننا إذأ طرح المسألة على الشكل التالي: 


"ليكن م وخ مقدارين» >4» ولتكن + نسبة معلومة مع1> +؛ إذا أخذنا 


المتتالية (.,م) المحدّدة ب ... .م < عل« .,.. ,+< 2 <1 بغ <2 1» يوجّد عندئذ 
م 7 
إظرح -5 


عدد برء *لزء بم» بحيث يكون: ع > 8-88" 


1-1 


ليعن 04 مقداراً محدّداً ب #ل مك فيكون ساس 5 مانا 
#-1 24 يم -1 2 


٠‏ إذاكان ؤ< .م + مء يكون (ز-خ<عمء لكن نزخ < ز»ء لذا يكون م-م<4؛ 
ونحصل إذاً على النتيجة المطلوبة بأخذ 1- ». 
ه إذا كان > رو+ع» نأخذ المتتالية (مه) المحددة ب 


04 
4 ح بن ؛* و0 + 4 ح 4 و كٌ اشاس 
دوق ات 


ووفق القضية ٠‏ يوجد عدد وم» *لزء بم» بحيث يكون به > 53> به. لأكن 


7 5 7 و 
لظ شه كات فيكون م1[ - وذلك لكل مؤشر م >آم > [؟ 
44 


و4152 ج ادم 


فنستخرج من هذا أنّ: '(+-1)- 6 )مع 4-4 


0 


1م 


يكون لديناء من جهة أخرى وفق تحديد المتتالية (,م)» #-1> 6 ذج خغ< 


ها 
ع 


"(1-2) > جع< هك 


(ومخطاحةى عب (وطخيقا-ة 7 
7 0 بطش م 


لنفترض أنٌّ هذه النتيجة صحيحة حتى المرتبة (1- م)؛ أي أنّ 


1م 
5-5 


0 1-4 > كتب., 


4 
فيكون لدينا بالنسبة إلى الرتبة مرء 
,8-28 5 
)2( ل ار 


23 
ومن (1) و (2) نحصل على (غ-1) > -اعل. 


تكون النتيجة إذأً صحيحة للمرتبة مء حيث ,م > م >1»ء وبالتالي للمرتبة ,,- م» أي 


- لم 0 
أن لديناء. © تت »ء لأنْ - *ز+ج-)؛ ولكن لدينا: 5< ,,,م» فيكون 


ادم اج 
8 
©> ,28 -8. 
1:1 
ملاحظات - 


)١‏ بناء المتتالية (.م) يتم بواسطة برهان تكراريء لكنه أقل وضوحاً من البرهان 
التكراريّ الذي طبّقه ابن الهيثم (أنظر المجلد الثاني). 

؟) لم تحدّد الحدود ,م بطريقة وحيدة» إذ يجب أخذ كل حدٌّء .ن» في فسحة محدّدة 
انطلاقاً من _.مء كما يلي: 

دغ < ,5< 8) (رط- 5) 2< ره < ب8- 28...ء ما 8< 5-5 

القضايا التي تلي مخصّصة لدراسة حجم قبّة مكافئة مُونّدة من دوران قطعة 80م 


من قطع مكافئ يدور حول القطر حثرء حيث يكون 40 خط الترتيب المرافق للققطر 
8. 


في القضايا من الثانية والثلاثين إلى الخامسة والثلاثين يُستخدم تقسيم القطر 0م 
إلى م قطع مستقيمة مستقيمة متناسبة مع الأعداد الفرديّة المتوالية 1» 3 ... 1-2#. في هذه 
الحالة تكون الإحداثيّات الأولى لنقاط هذا التقسيم متناسبة مع مربّعات الأعداد 
الصحيحة المتوالية» ووفقأ لمعادلة القطع المكافى» فإِنّ الإحداثيّات الثانية لهذه النقاط 
تكون متناسبة مع الأعداد الصحيحة المتوالية» وذلك وفقاً للقضيّة مرم. وهكذا يكون 
لدينا متتاليتا قطع مستقيمة تحققان فرضيّات القضايا الثالثة عشرة والحادية والعشرين 
والتاسعة والعشرين. وقد استّخدم بناء هذا النوع من القطع في القضيّتين جرم و ورص 

كل تقسيم ل 80 إلى ,م قطع مستقيمة تقابله م دوائر مرسومة على القبّة المكافئة. 
الدائرة الصغرى هى الأقرب من الرأس؛ ليكن .م نصف قطرها ولتكن ., مساحتها؛ 
أمَا الكبرى فهي القاعدة الدائرية التي ترسمها النقطة يرء ليكن .م - ,م نصف قطرها 
ولتكن ,ى مساحتها. 


7-7-1-/ا حساب حجم المجمئمات المكافئة 
القضيّة 5" ليكن تقسيم للقطر 6 بواسطة نقاطء عددها برع هي: 8 - ربرء إجرء 
,ء ...» 0- ,# بحيث يكون 20-1 «#تدعث» وليكن تقسيمٌ للقوس 24 في النقاط 
0 
8 - ,دء ,«ء ...» 4 - بم الموافقة للنقاط ,كرء ,> م >0. ليكن ,, المجسّم المولّد 
من دوران المضلّع ©4...ر,5ة حول م8 وليكن ار حجم هذا المجمّم؛ يكون 
1[ ى 2 


عندئذ: رو 8ط نه ب رما 
2 4 3 


لبرهان ذلك نلاحظ أن الفقرضصية م د > م > 1» تنعطي 


20 صم مثامركة (انظر الشكل 7”د أدناه ). 
2 1 ضكر 


الحالة الأولى للشكل (انظر الشكل الأوّلء ص.9١”7‏ والشكل ”7””د أدناه): وهي 
الحالة التي يكون فيها القطرح8 محور القطع المكافئ. 

في هذه الحالة يكون 180 ,2ري#ء ويكون .2م نصف القطرء ,-ء للدائرة التي 
ترسمها النقطة ,2. تحقّق المتتاليتان (,ت, ,8) و(,ض,5) فرّضيّات القضيّة 17 


فيكون أدينا: 
5 مم 2 ,أله 2 | 1 1 
80 2 | :يروقرق بمظررظ + بتطيم#) بكر أمحبىى: كه - 
|4 3 ]3 3 


1 
و1905 


الشكل "اد 


إذا استخدمنا العبارات المثبتة في القضيّة ١‏ الخاصّة بأحجام مخروط دوراني 
مود من دوران المثلّث القائم الزاوية .درجم ولأحجام جذوع المخروطات المولّدة 
من دوران المربعات المنحرفة القائمة الزاوية فرظ طبظ التي مجموعها هو 


الحجه 5 5 مك يكون لديناء رع 80 د ل 0 هكب رد وتمكن كتابة هذه 
2 
المتساوية على الشكل التالي: /.. 80... 1 - 200-006 


الحالتان الثانية والثالثة للشكل (انظر الشكلين الثاني والثالث؛ ص,.5١”‏ والشكل 
1ه أدناه): 


نخرج من النقاط ب يها ...» 4د يه الأعمدة رط عيط ...» جرم على 


216 لدينا لكل > ب >1. نلوك «ظدثء وبالتا 2 مسد 
فيكون م رصيم رضظس لي 2 


تحقّق المتتاليتان (,5,_,5) و(,صمج) شروط القضيّة ؟١.‏ إذا استبدلنا في (1) 
هربع ررصرعء بصع على التوالي ب ربصعء _,صرسء مصعء نجد عبارات 
الأحجام المونّدة من دوران المثلث ,ورج والمربّعات المنحرفة ,,2,ر,#ر,#ء 


وهي العبارات التي أثبتت في الفضيّتين ١5‏ و17١.‏ مجموع هذه الأحجام هو اب 


وكما في الحالة الأولى يكون لدينا: رق 21-280 80ل رن 


ملاحظة ١_في‏ الحالة الثانية من الشكلء يكون المجمّم الموند من دوران المثلّثْ 
5م مخروط أجوّف وتكون المجسّمات المولدة من دوران المربّعات المنحرفة 
جميعها جذوع مخروط أجوّف. لكن» في الحالة الثالئة من الشكلء تتعلّق طبيعة 
المجمّمات المولدة بالزوايا 282 » و#صج» و#اجج» حيث'م و هماء على 
التوالي» نقطتا تقاطع الخطين جم وجي مع القطر 0م. 

يود المثلّث مهم : 


معيّناً مجمّماً إذا كان > 788 (انظر الشكل الثالث» ص. 018 


مخروطأً أجوفٌ إذا كانت 295 قروي (انظر الشكل ””"وء أدناه) 


مخروطا إذا كانت 2 581 . 


الشكل ”او 
في حالة الشكل "اج يكون لدينا معيّن مجمّم وجذعا معيّنين مجمسّمين؛ في حالة 


لأنّ 25 0 

ملاحظة ١‏ كما رأينا فيما يخص القطع المكافئ» نلاحظ هناء أنّ تقسيم القطر وفق 
الأعداد الفرديّة المعتمدة لدى ثابت يؤدّي إلى إحدائيّات ثانية (أي إلى خطوط ترتيب) 
تشكل متتالية حسابيّة» بحيث يجري التكامل في النهاية بالنسبة إلى الإحداثيّات الثانية: 
وليس بالنسبة إلى الإحدائيّات الأولى: وباللغة الحديثة يكون الحجم مساوياً ل: 


رم رم يي _- 0ق » إذا كتبنا معادلة القطع المكافئّ على الشكل 


جم2 ح- 2 برء فنحصل على: لم ة - ثرو 2 0 . 
و 


القضيّتان *" و 4" "يُمكن لأيّة قبّة مكافئة دورانيّة حجمها ,م أن تحيط بمجسّم ,5 
مُكوّن من قِطع مُجمّمة مخروطيّة» يحقق حجمهه إبء العلاقة م > ,. .ب مهما كان 
الحجم المعلوم م". 
القضيّة *"- تتناول هذه القضيّة الحالة التي يكون فيها محورٌ القبّة المكافئة مطابقاً 
لمحور القطع المكافئ. 

ليكن ,, حجم المخروط حوري» إذا كان م > ,+ » تكون المسألة قد حُلّت. 

إذا كان ع < ,ب به نقسم ع4 إلى جزءين متساويين» ونرمز إلى هذا التقسيم ب 
(قىق..ة)-د وه حيث يكون 0-,1» 4- ,1)؛ 20010 وتُرفِق به على القطر 
80 التقسيم (رم,كه,,م)-رهء مع م8-,م و ع- رجهء الذي يحقق العلاقة: 


ا و كما تُرفق بهذا التقسيم, النقاط 8 <بير و ورو مديجهء على القوس 
هم من القطع المكافئ؛ فيكون لدينا: دك اكد ؛ ونطبّق القضيّة 27١‏ فيكون: 
١40‏ ركاه < 402 ١‏ 80 - | فرق 12 + افيف + فرظ | رتل7 + فرظ ١‏ كلق 


در ح] 


ألو 2 


دكاحرياعدمق ١‏ 1 كان 
الشكل ؟؟'ج 


* لكتب النسبة بهذه الطريقة لدجعل الكتابة أكثر سهولة» وهذا ما قد يكتبه ثابت 3 _ 2122 . 
1 وق 


يفل 


لكن» وفقأ ل ,رمء فإِن ,85 و ماج هما إحدائيّتا مء فإذا ضربنا طرفي المتباينة ب 
م حيث رم هو حجم المجسلم رى المولد من دوران عوعريء نحصل على: 
1[ خم ما مو 
وإذا استخدمنا خط التماسّ في النقطة م وخاصيّة الخطوط الواقعة تحت خط 
التمامن, الواردة في القضيّة ١١4‏ وإذا استخدمنا أيضاً القضيّة »١5‏ تبيّن أنّ: 


1 1 
(ربه > 2 ر. 815١ب‏ ؛ 


3 8 1 5م ممم ا 2 

فيكون ,به > رلا ول كلسدكر جح من ذلك مه )> ولا الا 

ل إذا كان > لا و فإِنٌ المجسم ب يشكل حلا للمسألة. 

٠‏ إذا كان م< رد نه فإننا نعيد الكرّة من خلال تفسيم 42 إلى أجزاء متساوية 
عددها 22 بواسطة التقسيصة (,:,,:,,:,,:,,:7)-رم» حيث يكون: 0-,1» 4 - ,زو 


و5 2د 


لو و20 د 202 1ل ؛ ونرفق بهذه التقسيمة على 0 التقسيمة: 


ب[حرنلكب مك 
و 7 


6ح[ عي 
واحر[دمف 1 دآ ل 


الشكل ”اد 


ره ؟ 


(ولأموط ور ظىقلى 8 )- رهء مع 8 - ,8 و 0د رلظرء وهي التقسيمة التي تحقق 


ولوظ _ ولوظ _ وظرظ _ يلوط كما نثرفق بهذه التقسيمة, وعلى القوس 29م النقاط 
7 5 3 1 


ملو _ وكلوظ _ وقوظ _ كفرط 


8 - جء جرء بجرء بجرء ب - بجرء فيكون لدينا: د 1 


يكون لدينا إذأ وفق القضيّة 9؟ 
- الي + افوا ٠‏ فرط + ر) وأو + ) 1ر2 + فوط ١‏ فرط + قر ) تقرط 
( رهظ - ير ) أمظ < ( فيك + فوط ١‏ “فرط + رك ورك 


0077 ج من ذلك: 


1 
) 1ر8 - ا لماع 2 < ( كل لوكلرظ)«- ( رتل لكلرقظ) +( بتاكل )م 


الطرف الأيسر من هذه المتباينة هو حجم الحلقة المولّدة من دوران المثلّث ,برعي 
؛ نبيّن من تَمُّ» من خلال استخدام خطي التماس في # و* ,م والقضايا الثامنة عشرة 
والتاسعة عشرة والعشرين أنّ: (,,4).مه. ب < ( تل - كل و ) اسك 

فيكون: (يتركر).جو. < ( ).ها . ب؟ ويكون أيضا: 


( ).عو . حك < ( لإر1).عا. ره فنحصل بالجمع على: (رد- 0 ولا ولا 


وبالتالي : (,«- م [0>)2,- 60> را 


إذا كان ع > ,+ ب فإنٌ المجمّم المُوَلّد من دوران المضلع ح ,مم8 يشكل حلأ 
للمسألة. 


"أي س و ع في النص. 


وإذا كان م< ,بد ن» نكرّر العمليّة» فنحصل بنفس الطريقة على: 


سدم 56 2000-6 


هذه المتتالية الناتجة تناقصية. ونستطيع إيجاد عددء م» بحيث يكون 
> ,م [2)ء فيكون بالأولى: م > ,+ .. فالمجسّم ,ىء الموافق لتقسيم 0 
إلى أجزاء متساوية عددها ”دء يشكّل حلا للمسألة. 
ملاحظة ١‏ لا يستخدم ثابت المتتالية التناقصيّة | 2 )» لكنه يسند استدلاله إلى القضيّة 

3 

الحادية والثلاثين؛ وقد رأيناء من أجل برهان تلك القضيّة في الحالة العامّة» أنه تمٌّ 
استخدام المتتالية “(م-1) مع 2(>1-]). 
ملاحظة ١‏ لكي نبيّن أنْ خطي التماسّ في 0 وفي 5 يلتقيان مع القطر جم في 
نقطة واحدة هي + (انظر الشكل» ص. 775)» يكفي أن نثبت أنّ "وى -'00» حيث 
'0 و ”5 هما منتصفا 9م و يم على التوالي» وهذا ما ينتج من القضيّة 4١؛‏ إذ إِنّ 
لدينا: نا - (طكا- من) 2 - '35- و4 لأنّ 581 - مع و 780- ممء ومن جهة 
أخرى: 80 - 18 - '00. 
القضيّة 4 "- تتناول في هذه القضيّة الحالة التي يكون فيها المحورٌ ع8 للقبّة أيّ قطر 
من القطع المكافئ. [انظر الشكل» ص. 77١5‏ والشكلء ص. ]”7١‏ 

بواسطة تقسيمات متوالية ل 460 إلى ١٠2‏ 22» ...» *2 من الأجزاء المتساوية» 
نبنيء» كمافي القضيّة 57, المجسمات ل؟ رى؟ ...» ركل المحاطة بالقبة. وكمافي 
القضيّة الثانية والثلاثين» في الحالتين الثانية والثالثشة من الشكلء؛ نئسقطء من رؤوس 
المضلّعات الحاصلة:؛ الأعمدة على محور المجسّم المكافئ. يقوم ثابت بالاستدلال» 


كس 


مستنداً في كل مرحلة إلى القضيّة السابقة. وبذلك يبرهن أنُنا نستطيع؛ في جميع 
حالات الشكل» إيجاد ,م» بحيث يكون م > ,د .١‏ 


القضيّة ©" في أيّة قبّة مكاففة 480 ذات الرأس 8 المعتدل أو غير المعتدل» 
والمحور موء نستطيع أن نحيط مجسّمأ حجمه ,م أقل من نصف الحجم م 
للأسطوانة التي قاعدتها الدائرة ذات القطر 20 وارتفاعها مساو ل ميء بحيث يكون 
الفرق (بين نصف [ 0_2 أقل من أيّ حجم معلوم 6" [انظر الشكل ص. 71١١‏ 
والشكل ص. 75 ؟] 

نريد إذاً تحديد مجمّم حجمه .د يحقق: > ,ا >0 

ولقد تبيّن في القضيّة 7١‏ أنه إذا كان المحور 80 مقسّماأ إلى م قطع مستقيمة 
متناسبة مع 1» 3؛ 5؛ ... 16- م62 فإننا نرفق بهذا التقسيم مجمتماً ىم حجمة ١‏ 


2 - 

يحقّق: 85. )م2- .-أء حيث يرمز ,, إلى نصف قطر الدائرة الأقرب إلى 
2) 3 "“" 20 

الرأس 8. لذلك: ستكون المسألة محلولة إذا أثبتنا أنه يمكن إيجاد تقسيم ل 87 بحيث 

يكون: 


2 
)00 ع > 81 . )م2 ١>‏ ع)80>6. ,ج. 


يتضمّن مسار ثابت قسمينء نرمز إليهما ب أ) وب)» على التوالي: 
أ) الحجمان المعلومان هما 7 و مء لكن من أجل استخدام (1) في القسم ب) من 


هذه القضيّة» يجب أن نضع 66 -7 وأن نحدّد حجماً رك بواسطة العلاقة: 1ه 
77 كر 


2 
عندئذ يكون لدينا:. -!- 65 
/ 7 ف" 


في حالات الشكل الثلاث» جم هو خط ترتيبء؛ ونأخذ خط ترتيب آخر 0# يحقّق 


العلاقة +" 52 2 فيكون لدينا 52 412 
5-5 . 
7 0 


555 


. لحالة الأولى من الشكل هي الحالة التي يكون فيها مد - ©4» وه8 ١‏ /#دم؛ 
فتكون نسبة حجمَّي الأسطوانتين القائمتين» اللتين يكون نصفا قطريهما مم وّ 017 


2 2 
ويكون ارتفاعهما المشترك 92رء مساوية ل 0 0 > 


لكن في هذه الحالة من الشكلء يكون لدينا: 2ميم. مم8.ج - أزء فيكون 
١812 0773 > 7‏ 

٠‏ الحالتان الثانية والثالثة من الشكل: في هاتين الحالتين يقطع 20 المحور 2ور 
على النقطة نم» حيث 240 - 20. نثخرج من0 العمود على 82 ؛ يكون لدينا 


دم . 7 2م 40 2م 402 
ها // 077 و هم // بزم» فيكون -<-- - 22 و 1< - . 
0 و ل 7 وم نم 5 7 072 0723 


55 2 8 8 
وبالتالي يكون: 2 لكنء» في هاتين الحالتين من الشكلء لدينا: 


7. رهج - 2 فيكون ,> 2 [01. +١82‏ . 

إذا رمزنا ب ,م إلى نصف قطر الدائرة التي ترسمها النقطة 0 (/01- ,+ أو 
07 - ,م)» يكون لدينا إذأً في الحالات الثلاث من الشكل: 

7812 37 > ( (2) 


د 5 2 35 كَ 
ملاحظة ‏ المتباينة ج22 لا تحدّد نقطة وحيدة #رء لكنها مُحقّقَة لكلّ نقاط قطعة 
7 


عم مي مه 1 00 5 0 82 ©2فمى ميس 
مستقيمة نحذدها كما يلي. وفقأ لمعادلة القطع المكافئ, لدينا لس - حل ؛ تحفق 


النقطة مم إذأ العلاقة 287-2727 أي 2:22 برو. لتكن ‏ النقطة المحدّدة بِ 
17 (ئ[ل2 و 


0 ,بروء في هذه الحالة أيّة نقطة #7 من القطعة المستقيمة ,#ره تحقّق 
24 


2 
المتباينة - < -2. 
م 072 


ب) لكي يكون مجسّمٌ .ىء مُرفق بتقسيم ل 82 إلى قطع متناسبة مع الأعداد الفرديّة 


بكسن 


المتوالية» حلأ للمسألة» يكفي أن تكون النقطة الأولى من التفسيم نقطة من القطعة 
م المحدّدة أعلاه. 

لتكن 77 هذه النقطةء وليكن 42082 المضلّع المرفق بتقسيم 87 . فيكون لدينا 
,- م؟ لدينا إذأء من جهة أولى وفقأ للقضيّة 77: 


ومن جهة أخرى وفقاً للعلاقة(2): > 2ج. رورجم حيث م6 رى؟؛ 
مر امع 2 د 14 
اط د ا |. >» لذا يكوه _--_-_ 
لكن - 089 يكون ع > م -. 
ملاحظة ‏ كان باستطاعتنا الحصول مباشرة على نتيجة القضيّة 75 انطلاقاً من 
القضيّة 77 بدون استخدام القسم أ) من القضيّة ©1. فالمجسّم ,ى يتوافق مع تقسيم ل 
دم إلى م قطع متساوية» لذا يكون 412 بر. تتمثّل المسألةءإذأء في إيجاد عدد , 
7 


بحيث يحقّق 5 العلاقة 10 أي 


يس 7 لك ياس نه 
ع6 ع6 “7م .هراج 2ن 27810 


7ح رج 5:50:42 ى ترج 664 1جم 34 > [ة) 

2 
غير أن وام معلومان. يُمكننا إذأً أن نتساءل لماذا لم يعتمد ثابت هذا المسار. ربّما 
كانت هذه الطريقة في الكتابة تتطلّب خبرة في الحساب تفوق إمكانية رياضيٌ من 


القرن التاسع. 


القضيّة 5 "أيه قبّةَ مكافئة 86 محورها ب[ دررقرء وقطر قاعدتها 40 » يساوي 
حجمهاء بء نصف الحجم 7 للأسطوانة التي يكون ارتفاعها + وقطر دائرة قاعدتها 


2 
26 4 - ست ب. [انظرالأشكال ص. 7"”5] 


يستدل ثابت بواسطة برهان بالخُلف. 


3 - +6 تنفترض أن ب د ونضع‎ ٠» 


اوكس 


استناداً إلى القضيّتين ” و 4"؛ تمكن للقبّة الإحاطة بمجمسّم دوراني حجمه ,« 
بحيث يكون ء > ,+ له وبالتالي ,حم + ارم؛ فيكون م + < مب رن فيكون ِ 5 
وهذا محال لأننا بيّنا في القضيّة ©" أن > را. 

٠‏ نفترضص أنّ م ونضع مج ل 

وفقاً للقضيّة ©7: تمكن للقبّة الإحاطة بمجسّم دوراني حجمه ,مر بحيث يكون 

لءأي لط فيكون فيكو: ؛ وهذا محال لأدّ 
6 > نا 5 »© اي 5 اي لان فيكون ع + يوج عم ل انز فيكون برح ابر؟ وهد ل 
ب 5 5 إبباب الي . 9 00 2 
المجمّم يقع داخل القبّة. يكون معناء إذأه ل -ه., 
لمجدلم يقع يكون 1ف مدير 

يستند ثابت هنا إلى القضيّة © ”, لكنّ القضيّة ؟” بيّنت أنّ بزع د - ا 
فيكون. إذاًء َ .؛ وفي القضيّة 275 تمّ استخدام القضيّة 7 لتبيين أنْ بالإمكان» 
لكلّ ع معلومء إيجاد مجسّم حجمه , يحقق العلاقة: م> 26 

لا يقتضي برهان المتباينة ل > ,« إذأً برهاناً بالخلف, لكن ثابتأ كان يريد بكل 

5 2 


وضوح الالتزام بلغة الاستدلال بالحُلف. 


؟-"-8-7 مقابلة بين كتاب "في مساحة القطع المكافئ" وكتاب "في مساحة 
المجسئمات المكافئة" 

يستخدم ثابت في الكتابين تقسيمأ لقطر قطعةٍ من قطع مكافئ إلى قِطع مستقيمة 
متناسبة مع الأعداد الفرديّة المتوالية. في هذه الحالة يكون لنقاط القطع المكافئ 
المرفقة بهذا التقسيم إحداثيّات أولى متناسبة مع مربّعات الأعداد الصحيحة 
وإحداثيّات ثانية متناسبة مع الأعداد الصحيحة المتوالية. 

يتحدّد بهذه النقاط: 
في المستوي: في الفضاء(ذي ثلاثة أبعاد): 


>55: 


مضع محاط بالقطع المكافئ ومقسّم | مجِسّم دوراني محاط بالمجسّم المكافئ» 


إلى مربّعات منحرفة ومقسّم إلى مجدّمات مخروطيّة 
ى مساحة القطع المكافئ حجم المجمّم المكافئ 


5 مساحة متوازي الأضلاع الموافق حجم الأسطوانة الموافقة 
., مساحة المربّع المنحرف .د حجم المجسّم المخروطي 


يبيّن ثابتء أنّْ لكلّ م معلوم» 0<ج» يمكن إيجاد عدد بدء بحيثء مهما كان العدد 
م الأكبر من /د ( 7< ي)ء يكون 


> ,6 2 10و1١)‏ 2 وهم 
1< ا-ئر 

© > لآم (16) م > 570 د (55و5١).‏ 
الح لكر 


بتعبير آخر 6 بين ثابت أنّ: 
: 2 ك 24 

بكر .نا عممط6 - 10 10ر2 .زاك عوط 2 
1-: 1غ 


8 8 
كر 5118.2 عصروط - ى نار 812.2 عمرمط ح بر 
ان 1-ئ 


(حيث نرمز ب(27ن.مده هدوم إلى الحد الأعلى للمجموعة المنظّمة أو للمتتالية 7) 
ويبيّن بعد ذلك؛ وفي كل من الحالاتء بواسطة برهان الخُلفء وحدانيّة الحدّ 
الأعلى: 


ده )م د , كيه 


اسان 


ف 


2002 نص 


"في مساحة المجسّمات المكافئة" 
لثابت بن قَرَة 


يحض 


"18 


م 


4 


مق ار 


في ماحةا لمجسمات المكافئة 
لغابت بن قرة 


(تعريفات» 


إن الأشكال المْجسمة الي أسميها مكافئة صفان. أحدعما الذي يكون بإدارة قطع القِطع 
0 7 - 

المكا فى حول خط مستشي ؛ واسمّي هذا الصنف منبها المكافئ المستدير: والاخر الذي يكون بإدارة 
الخط المستفيٍ على محبط قطم القطم المكافئ. 

ومن المجسّمات المكافتة المستديرة جنسان متقدمان لها خمسة أنواع . وأحد الجنسين هو الذي 
بريه نصف قطعة من القطع المكافئ. إذا اثبت قطرها وادير أحد قسمي خط القطع مها 
31 4 ا 1 : . . 530 5 ١‏ 8 5 5 5 - 8 . 
والتصف لذي يله من نصى فاعدتها من موضصع ما حتى يعود إلى الموضع الذي منه بدا. 
وأسمّي هذا الجلسن القبة المكافثة. وإنما أعني بقولي نصفٌ قطعة من القطع : ما أحاط به قطرٌ 
تلك القطعة وواحد من النصفين اللذين عن جنبتيه من خط القطع ونصف قاعدة القطعة. 
والجنس الاتر هو الذي تحويه قطعة من القطم المكافئْ إذا أثيتت قاعدتها وأدير خط القطع منبا 
(حوفا» من موضع ما حتى بعود إلى الموضم الذي منه بدأ. وأسعي هذا الجنس الكرة المكافثة. 
وأسمي راس القطعة التي يُدار نصفها فيحدث منه القبة المكافئة رأس القبة. وأسمى نقطتى طرفي 
قاعدة القطعة التي تدار فيحدث عنها الكرة المكافئة قطبئ الكرة. 

والقبة المكافثة ثلاثة أنواع . أحدها الكائن بإدارة نصط قطعة من القطم التى أقطارها سهام . 
واسعمي هذا النوع القبة المعتدلة الرأس . لاعتدال رأسها في نتوئه عبا حوله. والنوع الثاني الكائن 


3 كبا ماشرةٌ بعد السملة - 10 والتصف: والصنش / إلى: الى 3[ السفس: الطْنسين. 


51 


بإدارة النصف الناني عن السهم من نصني قطعة من القطع الي أقطارها ليست بسهام؛ وأسمي 
هذا النوع القبة النائئة الرأس لفضل إرتفاع رأسها ونتوثه عا حوله. والنوع الثالث الكائن بإدارة 
النصف الذي بلي السهم من نصنى قطعة من القطع التي أقطارها ليست بسهام. وأسمي هذا 
النوع القبة الغائ ئرة الرأس | لاتخفاض رأسها عا حوله. 

وللكرة المكافئة نوعان. أحدهما الكائن بإدارة قطعة من القطع النى أقطارها سهام: وأمعي هذا 
النوع الشبيه بالبطيخة؛ لأن صور أشكاله متقبية شبيية بأشكال أجناس البطيخ. والنوع الآخر 
الكائن بإدارة قطعة من القطم التي أقطارها ليست بسهام. وأسعيه الشبيه بالبيضةء لدقة أحد 
طرفيه وغلظ الطرف الاأخخر. 

وإذا أنبت أحدُ ضلعي مثلث منفرج الزاوية, النحيطين بزاويته المتفرجة » وأدير ضلعاه الباقيان. 
فإني أسمى الشكل الحادث من ذلك الخروط المستدير الأجوف. وإذا أثبت أحد الضلعين الميطين 
بزاوية حادة من مثلث وأدير ضاعا المثلث الباقيان» فإن الشكل الحادث من ذلك يُسمِّى المُعيّن 
الجسم . 

وإذا قطع مخروطنًا مستديدًا سطح بوازي قاعدته فإني معي القطعة البِي تقم من المروط - 
فيا بين ذلك السطح وقاعدة 7 - فضلة المفروط المستدير. وإذا نُقص من مخروط مستدير 
أجوف مخروط مستديرٌ أُجوف : وكانت الزاوية التى عند رأس الخروطين من زوايا المثلئين - اللذين 
5 عملا - مششركةً للمثلثينء 5 المخطات اللذان يوترائبا من المثلثين متوازيين: فإلي أسمي 
القطعة الباقيةَ قضلة امخروط المستدير الأجوف. وأسمي نظير ذلك من المعيّن / الجسم فضلة المعيّن 
المجسّسم. 

وإذا كان شكل ما وخخط مستقيم في سطح واحدء وكان المخط خارجًا عن ذلك الشكل ؛ 
وأثبت الخط وأدير حوله السطح مم الشكل الذي فيه من موضع ما حتى يعود إلى الموضع الذي 
منه يدآع فإلى أي الجسم الذي يحوزه ذلك الشكل الذي في في السطحم الطوق فإن كان ذلك 
الشكل مثلغًا سيت هِيثٌ الجسم الطوقٌ المثلثء وإن كان مريمًا ميته الطوق المربع . وما سوى ذلك على 
هذا المثال. 


| التائي: ٠‏ الثاني - 5 الجوهسا- أحدها - #القئيه: الثبيه - 21 بدا: بديا,. 


ا 


كلدو 


5 


10 وح ه مع المجتمع من ضرب د ح في ح ه مرتين. قاما لمربع الكائن من ح ه فهوج » لأن حم ه 


153 


لا 


- 2 95 5 5 
- 1 - كلق عددين مربعين متواليين؛ فإن فضلَ ما بيئها مساو لمثلي ضلع أصغرهما مزيًا عليها 


واحد. 
فليكن عددان مربعان متواليان عليها اب ج ؛ وليكن ضلع اب عدد ده وضلمع ج وء 
وليكن زب مثل ج . 


فأقول: إن [ ز مساو لثليّ ومزيدًا عليها واحد. 


برهان ذلك : أن مربعي 1 ب ج متواليان: ففضل ما بين ضلعيها هو الواحدء لأنه لولم يكن 
كذلك لوقع بينه| عدد ولكان مربعه واقعًا فها بين عددي ١‏ ب ج المربعين» وذللك غير ممكن ؛ لأن 
عددي ا بابي مريعات متواليان. 

فإذا جعلنا ح ه مثل وكان دح واحذاء ومربع عدد ده مساو للمربعين الكائنين من دح 


مثل و. وأما المريع الكائن من ده فهوا ب؛ وفضل ما بين ا ب وج هو عدد ! ز. فالذي يكون 
من ضرب دح في حه مرتين مع المربع الكائن من د ح مساو لعدد ! ز. فاما الذي يكون من 
قربا 2 في ره مرتين فهو متلا اح هاء لان دح واحد. واما المريع الكائن من دح فهو 
الواحد؛ فعدد | زمساو لمثلي ح ه مزيدا عليها واحد. وح ه مثل و فعدد أ زمساو لثلي ومزيدًا 
عليها واحد؛ وذلك ما أردنا أن نبيّن. 


(ب> كلّ عد مربع فرد باه عليه واحدء فإن امجتمع من ذلك بكون مساويًا اثليْ ضلعه مع 
أربعة أمثال الأفراد المتوالية المبتدئة من الواحد التي هي أقل من ذلك الضلم . 

فليكن عدد مربع فرد عليه ! ؛ وليكن ضلعه ب » وليكن الأفراد المتوالية المبتدئة من الواحد 
الي هي اقل من ب افراد ج د ه. 

فأقول : إن عدد 1 إذا زيد عليه واحد؛ كان ما يجتمع مساويًا لثلي عدد ب مع أربعة أمثال 


جح (ده). 


5 عليىا: علن. 
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برهان ذلك : أن عدد ب فردء لأنه ضلم عدد 7 الذي هوفرد. فإذا زدنا عليه واحدًا كان ما 
يجتمع زوجًا. فليكن الذي يجتمع عدد وء وليكن هربع عدد وعدد ز. فعدد ز أربعة امثال مربع 
نصف عدد و. ومربع نصف عدد ومساو لأعداد ج داه ب مجموعة» للذي تبيّن في الشكل 
الرائم من قولنا في مساحة القطم للكاؤ *: فعدد ز أربعة أمثال أعداد جح د هاب مجموعة 
لرابع من قولنا في مساحة القطع اللكانى'؛ فعدد ز أربعة امثال أعداد ج د ه ب مجموعة؛ 
ولذلك يكون عدد ز متقوصًا منه مثلا عدد ب مساويًا لأربعة أمثال أعداد ج د ه مجموعة مم 
مثلئ عدد باء ولكن عدد ١‏ ينقص عن عدد ز مثلى باء الذي هو ضلع عدد أء وزيادة 
واحدع بأن عددي ١‏ ز مريعان متواليانت» وذلك أن فضل ما بن عددي ب و اللذين هما 
ضلعاهما - هو الواحد. فعدد 1 إذا زيد عليه واحد كان مساويًا لثل عدد ب مع أربعة أمثال 


أعداد ج د ه ؛ وذلك ما أردنا أن نبيّن. 


(ج) كل عدد مكعب فرد يُرَاد عليه ضلعُه: فإن المجتمع من ذلك يكون مساويًا كثلي 


امجتمع من ضرب ضلع المكعب في نفسه وفي مثلي الأفراد امتوالية المبتدئة من الواحد التي هي أقل 
ملك , 

فليكن / عدد مكعب فرد عليه ! وعلى ضلعه ب وعلى ماكان أقل من ب من الأفراد المحوالية 
الميتدئة من الواحد ج داه . 


مثلئ أعداد ج د ه. 


6مثل: مثل / ولككن : وليكن - 7 عددي (الأول): عدى / كب في المامش إزاء هذا السطر دف [». 


5 


كقداظ 


برهان ذللك : أن عدد ب قرد: لأنه ضلمٌ مكعب 1 الذي هو فردء ولذلك يكون مريع عدد 
ب فردًا. فإذا زيد عليه واحد» كان المجتمع ماويًا لمثلي ب مع أربعة أمثال ج د هء ولذلك 
بكون امجتمع من ضرب عدد ب في مربع عدد ب - مزيدًا على ذلك المريع واحد - مساويًا 
للمجتمع من ضرب عدد ب في مثليه وفي أربعة أمثال ج د ه . فالمجتمع إِذا من ضرب عدد ب 
في مربع عدد ب - مزيدًا على ذلك المربع واحدّ - مثلا المجتمع من ضرب عدد ب في نفسه وفي 
مثلي أعداد ج د ه . وأما اجتمع من ضرب عدد ب في مربع عدد ب فهو مكعب 1 ؛ وأما 
المجتمع من ضرب عدد ب في واحد فهو مثل عدد ب ؛ فكعب 1 مع عدد ب مثلا امجتمع من 


. ام 4 . 8 0 7 7 200795 . لل 5ك 7 
ضرب عدد ب في نفسه وي مثلى اعداد ج د ه ؛ وذلك ما اردنا ان نبين. 


- 8 3 3 ع ان 

- 8ه - إذا كانت أعداد مكعبة افراد عتوالية ميتدثة من الواحدء وبعدتها اعداد أخخرء 
مربعات أعداد مربعة عتوالية » عقارنة لها مبتدئة من الواحد» فإن كل واحد من الأعداد المكعية إذا 
زيد عليه ضلعٌه؛ كان المجتمع من ذلك مثلٍ فضل ما بين قريته من مربعات الأعداد المربعة وبين 
الذي يليه قبله منها إن كان قبله شيء وإلا فثلاه وحده. 

فليكن أعداد مكعبة أفراد متوالية مبتدئة من الواحد عليبا !1 ب ج د. وبعدتبا أعداد أخخر 
مربعات أعداد مربعة متوالية مقارنة لها مبتدئة من الواحد عليها ه و ز ح » وليكن ضلع مكعب 1 
طء وضلم ب ك : وضلع ج ل . وضلمْ د م. 

فأقول : إن كل واحد من أعداد (1» ب ج د إذا زيد عليه ضلعٌه : كان المجتمع مثلي فضل 
ما بين قرينه من أعداد ه و زح وبين الذي يليه قبله: وإن ١‏ ط إذا جمعا مثلا ه. 


تسسات كر ست ا صوطط 
بل ااباس عو ته سميج لبا يبو 5 
يمل لمم ليميو ور ثب ا ةا سل ملسوك 
#س# ع يح بقلي ملس ملاع “لتكت 


برهان ذلك: أنَا إذا جعلنا الأعداد المربعة التي هي أضلاع أعداد ه و زاح على الولاء 


أعداد ن س ع ف » كانت أعداد ن س ع ف مريعة متوالية مبتدثة من الواحد. وفضل ما بين 


| كبا في الحامشن إزاء هذا الطر وي باه ا 5-4 مئليه ...ب في : أثيننا في اطامش ‏ - 4 ولي: لي. 


لفق 


الأعداد المربعة المتوالية المبتدئة من الواحد هو الأعداد الأفراد المتوالية المبتدئة من الثلاثة. للذي 
نبيّن في الشكل الثانث من قولنا في ماحة القطم المكافي'. والأعداد الأفراد المتوالية المبتدئة من 
الثلاثة هي أعداد ك ل م لأنها اضلاع مكعبات ب ج د الني هي مكعبات افراد متوالية مبتدئة 
من أول الأعداد الأفراد المكعبة : ففضل ما بين عددي ن س هوعدد ك . وفضل ما بين عددي 
س ع عدد ل . وفضل ما بين عددي ع ف عدد م. فالمجتمع إِذّا من ضرب عدد ك في تن مرتين 
مع مربع عدد ك ومع المربع الكائن من ن مساو لمربع عدد س . ويكون لذلك فضل ما بين مريع 
عدد س و«المربع الكائن من ن مساويًا للمجتمع من ضرب عدد ك في ن مرتين مع مربع عدد 
153 قاما المريع الكائن من ن فهو ه . واما مربع عدد س فهو و. فمضل ما بين ه و مساو 
للمجتمع من ضرب ك في ن مرتين مع مربع عدد > . ولكن ن مساو للاعداد الأفراد التي هي 
اقل من عدد ك5 ؛ وذلك تبيّن في الشكل الثالث من قولنا في ماحة القطم اللكافى'. ففضل ما 
هق 4 لاه 5 ؛؟ نفهوؤ مغل الأؤاد -[١‏ أقا م: : 

إذا مساو للمجتمع من ضرب عدد ك في نفسه ول مثلي لافراد لبي هي قل منه. ولكن عددي 
ب ى إذا جمعاء مثلا النجتمع عن ضرب عدد ك في مثله وي مثلي الافراد التي هي أقل منه: 
لأن عدد ب مكعب فرد وضلعه عدد ك . فعددا ب ك . إذا جمعا. مثلا فضل ما بين عددي 
ه والمربعين. وكذلك أيضنا نين أن عددي ج ل . إذا جمعاء. مثلا فضل ما بين عددي و ز. 
وأن عددي د م. إذا جمعاء مثلا فضل ما بين عددي زح . وأما أن [ مع ط مثلا ه فهوبية ؛ 
وذلك ما أردنا أن نييئن./ 


ه - كل الأعداد المكعبة الأفراد المتوالية المبتدئة من الواحد. إذا جمعت وزيدت عليها 
أضلاعها. فإن الذي يجتمع مثلا مربع العدد المساوي لجملة أضلاعها. 

فليكن أعداد مكعبة أفراد متوالية مبتدئة من الواحد عليبا ١‏ ب ج د . وليكن أضلاعها ه و 
زاح . وليكن جملتا عدد ط , 


ف مريع : مكرية 5 : عادة ما يكتما التامخ مثل «اللاعه. ولن تشير الها فيا بعد - 9عدد: ألينها في الحامئى - 10 الثالث: امقر 
الشكل الثانث والراس 14 نب : أليتها في الحامتى / فعددا: فعدد / كنب في الحامش إزاء هذا السطر+ في حده. 


يق 


للا 


8 


د 510 وملمو 5 يم 0-0 
ل للد 1 
لدم 020 لمم لللتله وى 0 2 مسد 
ب 0-7 اخ ا سل مم يسع سخ تل عمل بيهم 
- 
َ ككتتكتتتتتتك|2. 8757 ١‏ 0 0 لتك لتك | 


برهان ذلك : آنا إذا جعلنا عدد 5 مثل ه و مجموعين. وجعلنا عدد ل مثل ه و ز. وقد 
كان عدد ط مثل ه وزح. صارت أعداد (ه» 5 ل ط مربعة متوالية ميتدئة من الواحد. 
وذلك يتبين من الشكل الثالث من قولنا في مساحة القطم اللكافى': لأن أعداد و زاح أفراد 
متوالية ميتدثة من الثلائة. وإذا جمعلنا مربعات أعداد ه 5 ل اط ط أعداد م ن سام : كانت 
أعداد م 5 تح مربعات أعداد مريعة مولي متدئ من الواحد. وأعداد 1 ب ج 3 مكعبة اد 
متوالية مبتدثة من الواحد. وأضلاعها ه و زح. فإذا كان ذلك كذلك. فإن ١‏ ه إذا جمعا 
يكونان مثل م. ويكون ب وإذا جمعا مثلي زيادة ن على م. فأعداد أ ب ه وإذا جمعت 


مثلا عددد ان . كذلك أيضنا يكون عدا ج ز (إذا جمعا» مثلي زيادة عد س على عدد ن, 


ح (إذا جمعا» مغللة غلا زيادة دوج على عددسي فأعداه آ ب ج 5 م ورج : إذا جبعث. 


مثلا عدداع . . وعدد ح هو مريع عدد ط . . فأعداد آ ب ج داه وزح. إذا جمعت. مثلا 


مريع عدد ط ؛ وذلك ما أردنا أن نبيّن. 


- و- إذا كانت أعداد أفراد متوالية مبتدئة من الواحد. فإن المجتمع من ضرب كل واحد 
مبا في ثلاثة أمثال مربع نفسه مزيدا عليها ثلاثة. إذا جمع . مساو لستة أمثال مربع العدد 
المساوي لجملة تلك الافراد. 

فليكن أعداد أفراد متوالية مبتدئة من الواحد عليها أ ب ج . وليكن عدد د مساويًا 
لجملتباء وليكن مربعاتها على الولاء أعداد ه و ز. 

فاقول : إن امجتمع مر د ضرب 1 في ثلاثة أمثال ه مزيدً! عليبا ثلاثة . ومن ضرب ب في ثلاثة 
أمثال ومزيدًا علييا ثلاثة . ومن ضرب ج في ثلاث أمثال ز مزبدًا عليها ثلاثة. مساو لستة أمثال 


كك في افامش إزء هذا ابطر في دو - |1 عدهء (الأول) ... جمعت: كررى ‏ لم قرب علي بالقلر 


5 


شما لي 

5-2 
3 الك>ه“تكتتُتكال. 17 لشو فقوي امد 
9 وى 


برهان ذلك : أنا إذا جعلنا اجتمع من ضرب 1 في ه ح ؛ وامجتمع من ضرب ب في وطاء 
وامجتمع من ضرب ج في از كاء كانت أعداد ح ط > مكعبة أفراذا متوالية مبتدئة من الواحد 


مساوية لستة أمثال مربع عدد د. قاما ثلاثة امثال ح فهي مثل المجتمع من ضرب ١‏ في ثلاثة 
أمتال ه . وأما ثلاثة أمثال ط فهى مثز المجتمع من قرب ب ف ثلاثة أمثال و. وأما ثلاثة أمنا 
مثال ه . واما ثللائة مثال ط فهي مثل جتمع من ضرب ب في ثلائة ل و. واما ثلاثة ل 
ك فهي مثل المجتمع من ضرب ج في ثلاثة امثال ز. فثلاثة امئال ١‏ باج مع امجتمع من 
ضرب ! في ثلاثة أمثال ه ومن ضرب ب في ثلاثة أمثال وومن ضرب ج في ثلالة أمثال زمساو 
لستة امثال مربع عدد د. والمجتمع من ضرب كل واحد من ١‏ ب ج في الثلاثة مساو لثلاثة امثال 
أعداد ! ب ج مجموعة؛ فالمجتمع من ضرب ١‏ في ثلاثة أمثال ه وزيادة ثلاثة؛ ومن ضرب ب 
في ثلاثة أمثال ووزيادة ثلاثة. ومن ضرب / ج في ثلاثة أمثال ز وزيادة ثلائة. مساو لستة 


أمثال مربع عدد د ؛ وذلك ما أردنا أن نبيّن. 


- ز - كل عدد مسطح مجتمع من ضرب عددين زوجين متواليين أحدهها في الآخر يزاد عليه 
فليكن عدد مسطح عليه ١‏ . وليكن ضلعاه عددين زوجين متواليين عليها ب لد د ولبكن 
العدد الفرد الذي فما بين العددين الروحين هاو 


فأقول: إن عدد 1 إذا زيد عليه واحد. كان مساويًا لمربع عدد هاو 


4ك في سامش إزاء هذا الطر هدي هم - 18 الزوجين: كرر بعدها السطر السابق دقليكن عدد مطم ... باج د وزاه كلمة 
ابينهاة في أخرة. 


اه حاظل 


له 


برهان ذلك : أن أعداد د ه وب ج متوالية : ففضل ما بي نكل واحد ملها والذي يليه واحد. 
وإذا جعلنا وزمثل د وج ح مثل ه ووجعلنا ج ط أيضًا مثل د ء كان كل واحد من ب اح ح.ط 
ه زواحدا. وامجتمع من ضرب ب ج في د مساو للمجتمع من ضرب ب ط في ط ج مع المربع 
الكائن من ط ج. ولكن امجتمع من ضرب باط في ط ج مساو للمجتمع من ضرب ح ط فقي 
ات الكائن من ط ج. فاما ح ط فهو مثل ه زء واما ط ج 
م شرب بج في عزية عليه وأحد مساو للدم من ضري في زمرت مع الي 
الكائنين من زوه ز؛ وذلك مساو لربع عدد ه وء فالمجتمع من ضرب ب ج في د مزيدًا عليه 
واحد مساو لمربع عدده و. والمجتمع من ضرب ب ج في د مساو لعدد ١‏ . فعدد ١‏ إذا زيد عليه 
الواحد. كان ما ديم مساويًا لمربع عدد ه و؛ وذلك ما أردنا أن نبعن. 


- ح - إذا كانت أعداد أفراد متوالبة مبتدئة من الثلاثة» وبعدتها أعداد مسطحة مقارنة لها 
مجتمعة من ضرب الأعداد الأزواج الخوالية المبتدئة من الاثنين» كل واحد في الذي يليهء فإن 
المجتمع من ضرب كل واحد من الأفراد المتوالية في ثلاثة أمثال قرينه من الأعداد المسطحة مزيدًا 
عليها ستة : إذا جمع وزيد عليه انجتمع من ضرب الواحد في الستة؛ كان ما يجتمع مساويًا لستة 
أمثال مريع العدد المساوي لجملة الأعداد الأفراد مع الواحد. 

يكن أعداد راد مترالية مبندلة من الثلاثة عي أ ب جء وليكن بعدتها أعداد مسطحة 
مقارنة لها مجتمعة من ضرب الأعداد الأزواج المتوالية المبتدئة من الاثنين» كل واحد في الذي يليه ؛ 
عليها د ه و+ء وليكن الواحد ز والستة ح ع وليكن عدد ط مساويً لأعداد ]ا ماج مجموعة. 

فأقول : إن المجتمعة من ضرب ز في ح : ومن ضرب ١‏ في ثلاثة أمثال د مزيدًا عليها ح ؛ ومن 
ضرب ب في ثلاثة أمثال ه مزيدًا عليها ح . ومن ضرب ج في ثلاثة أمثال و مزيدًا عليها ح : 


إذا جمع » مساو لسنة أمثال مربع عدد ط. 


2 مل (الأول): معلل - 4-3 والمجتمع ... ط ج (الأيل): مكررة. 


شف 


للع لسن © عللسسي | 
لع 
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برهانه : أنَا إذا جعلنا مربعات ز ١‏ ب ج أعداد ك ل من ٠‏ (وكانت أعداد ز ] ناج 
أفرادا متوالية مبتدئة من الواحد ومربعائها ك ل م ن: : فالمجتمع من ضرب ز في ثالاثة نه أمثال 5 
مزيدا عليها ثلائة؛ ومن ضرب ١‏ في ثلاثة أمثال ل مزيدًا عليها ثلائة: ومن ضرب ب في ثلاثة 
أمثال م مزيدًا علبها ثلائة» (ومن ضرب ج في * ثة أمئال ن مزيدً! عليها ثلائة» مساو لستة 


أمثال مربع عدد ط . وإذا جعلنا الأعداد الأزواج المتوالية المبتدئة من / الاثنين أعداد س ع ف 


ف .كان عدد ١‏ القرد فيا بين عددي ص غء وعدد س (الفرد فها بين عددياع كء وعدد بج 


الفرد» فها بين عددي ف فق . والمجتمع هن ضرب عدد س في عددع هوعدد د المسطح ؛ فعدد 
د إِذا زيد عليه واحد كان ما يجتمع مساويًا لمريع عدد 1 الذي هوعدد ل . وكذلك أيضًا نين 
ان عدد ه إذا زيد عليه واحد. كان ما يجتمع مساويًا لمربع عدد باء الذي هو عدد م. وان 
عدد وإدا زيد عليه واحد. كان ما مجتمع مساويا دلمربع عدد جح الذي هو مساو) لعدد ن. 
ولذلك إذا زيد على ثلاثة أمثال كل واحد من أعداد د ه وثلاثة: كان ما جتمع مساويًا لثلاثة 
أمثال نظيره من أعداد ل م ن. وإذا جعلنا عدد الثلاثة مشتركا: كانت ثلاثة أمثال كل واحد 
من أعداد د ه وء إذا زيد عليها ستةء مساوية لثلاثة أمثال نظيره من أعداد ل م ن مزيدًا عليبا 
للدانه + وكان المجتمع من ضرب 1 في ثلاثة أمنال ل مزيدًا عليها ثلاثة» ومن هرب ب في ثلاثة 
(أمثال» م عزيدًا عليها ثلاثة» ومن ضرب ج في ثلاثة أمثال ن مزيدا عليبا ثلاثة. إذا جمع : 
مساويًا للمجتمع من ضرب 1 في ثلاثة أمثال د مزيدًا عليها ستةء ومن ضرب ب في ثلاثة أمثال 
ه مزيدًا عليها سئة. ومن ضرب ج في ثلاثة أمثال ومزيدًا عليها ستة. 


1[ إذا : كتنب قيلها لمعل ٠‏ ثم شرب عليها بالقلم - 2 أفراذا - كب قبلها داقوله. جم ضرب عليها بالقلم / كتب في الحامش إزاء هذا 
البطرالي زه - #كبتب ف الامش إزاء هذا السطر :في 2م - 16 ن.ه: م 


فر 


ثرؤظ حدر 


وإذا جعلنا امجتمع من ضرب زفي ثلاثة أمثال > مزيدً! عليها ثلاثة الذي هو مثل ضربه في 
ح مشتركا. كان امجتمع من ضرب ز في ثلاثة أمثال > مزيدا عليها ثلاثة. ومن ضرب ! في 
ثلائة أمثال (ل» مزيد! عليها ثلاثة» ومن ضرب ب في ثلاثة أمثال م مرزيدا علبها ثلاثة: ومن 
ضرب ج في ثلاثة أمثال ن مزيدً! عليها ثلاثة: إذا جمع : مساويًا للمجتمع من ضرب ز ني ح . 
5 ومن ضرب 1 في ثلاثة أمثال د مزيدًا علبها سنة. ومن ضرب ب في ثلاثة أمثال ه مزيدًا عليها 
ستة؛ ومن ضرب جد في ثلاثة أمثال و مزيذا عليها ستة. وقد كنا بيّنا أن المجتمع من ضرب ز في 
ثلائة أمثال ك مزيدً! عليها ثلاثة» ومن ضرب 1 في ثلائة أمثال ل مزيدًا عليها ثلاثة؛ ومن ضرب 
ب في ثلاثة أمئال ع مزيدًا عليها ثلاثة: ومن ضرب ج في ثلاثة أمثال ن مزيد! عليها ثلاثة إذا 
4 ثلاثة أمثال د مزيد! عليها ح - الذي هوستة - ومن ضرب ب في ثلاثة أمثال ه مزيدا عليها 
ح؛ ومن ضرب ج في ثلاثة أمثال ومزيدًا عليها ح » إذا جمع » مساو لستة أمثال مربع عدد 
ط ؛ وذلك ها أردنا أن نبيّن. 


(ط» كل عددين زوجين متواليين فإن مربعيوا مع العدد المسطح المجتمع من ضرب احدهما في 
الاخر مساويان لثلاثة امثال اجتمع من ضرب احدهما في الاخخر مزيدا على ذَلْكُ أربعة. 
15 فليكن عددات زوحات متواليان عليها | بساح وليكن مربع | عدد د. ومربع بساحي عدد 


فأقول: إن أعداد د وه مجموعة مساوية لثلاثة أمثال عدد و مزيدا على ذلك أربعة. 


هل لد سدم البق يدا يم ها 
5ل ل ل 
لاس اسمن لج قل 3 
اميه 2 
سد 00-7 يس سه ساي ص 


برهان ذلك : آنا إذا جعلنا ج زمثل 1 : كان المربعان الكائنان من ب بى وج ز مساويين 


للمجتمع من ضرب ب ج في ج زمرثين مع المربع الكائن من ب ز, وإذا جعلنا المجتمع / من مه ظط 
0 ضرب بال في ج زمشتركاء كان المربعان الكائنان من بج وج زمع امجتمع هن ضرب 
باج في ج ز مجموعة مساوية للمجتمع من ضرب ب جد في جد زثلاث مرات مع المربع الكائن 


3م و 14 عريدا: مريك 


شق 


ل 


من ب ز. ولكن جد ز مثل ١‏ ؛ فالمريعان الكائنان من ١‏ وب ج - اللذان هما د ه - مع المجتمع 
من صرب 1 في بج الذي هو و. مساويان للمجتمع من ضرب ! في باج ثلاث مرات. 
الذي هوثلاثة أمثال و. مزيدًا على ذلك المريع الكائن من ب ز. ولكن المربع الكائن من باز 
أربعة لأن ب زائثنان. وذلك أنه فضل ما بين عددين زوجين متواليين. فأعداد د وه . إذا 


جمعت. مساوبة لثلاثة أمثال عدد ومزيدًا على ذلك أربعة؛ وذلك ما أردنا أن نبيّن. 


- ي - اذا كانت أعداد أفراد متوالية مبتدئة من الثلاثة: وبعدتها أعداد مسطحة مقارنة لا 
مجتمعة من ضرب الأعداد الأزواج المتوالية المبتدئة من الاثنين» كل واحد في الذي يليهء فإن 
امجتمع من ضرب كل واحد من الأعداد الأفراد في قرينه من الأعداد المسطحة وفي مربعي ضلعي 
ذلك العدد المسطح. مزيدًا عليها اثنان. إذا جمع وزيد عليه المجتمع من صرب الواحد في 
الستة. كان ما يجتمع مساويًا لستة امثال مربع العدد المساوي لجملة الأعداد الأفراد مع الواححد, 

فليكن أعداد أفراد متوالية مبتدئة من الثلاثة عليها 1 ب ج ؛ وليكن بعدتا أعداد مسطحة 
مقارنة لها مجتمعة من ضرب الأعداد الأزواج المتوالية المبتدثة من الاثنين: كل واحد في الذي يليه . 
عليها د ه و وليككن أضلاعها أعداد زاح ط ك الأزواج المتوالية المبتدئة من الاثنين: ومربعات 
هذه الأعداد ل م ن س ؛ وليكن الواحد ع ؛ والستة ف . وليكن عدد ص مساويًا لأعداد 


عا 
ا 


اناه 


فأقول : إن المجتمع من ضرب ع في ف . ومن ضرب | في أعداد د ل م مع الاثتين. ومن 
م الاثين 
م 


٠‏ ومن صرب م في أعداد وان اس مع الائنين» إذا 


8 مذ - 


لك 


برهان ذلك : أن عددي زح زوجان متواليان. ومربعاهما عددا ل م والمجتمع من ضرب 
أحدهما في الآخر عدد دء فأعداد د ل م مجموعة مساوية لثلاثة أمثال عدد د مزيدًا على ذلك 


2 مساويان: ماو 10ها: ا تكب ل اقامش إراء هذا السطر دي ط ه. 


لوك 


ل" 


أربعة. واذًا جعلنا عدد الاثتين مشتركاء كانت أعداد د ل م مجموعة مع الاثنين مساوية لثلاثة 
أمثال عدد د مزيدا على ذلك ستة. وكذلك أيضا نبيّن أن أعداد ه م ن مجموعة مع الاثنين 
مساوية لثلاثة أمثال عدد ه مزيدًا على ذلك ستة» وأن أعداد ون س مجموعة مع الاثنين 
مساوية لثلاثة أمثال عدد ومزيدا على ذلك ستة. فا مجتمع من ضرب 1 في أعداد د ل م مزيدا 
عليها اثنان؛ ومن ضرب ب في أعداد ه م ن مزيذا عليها اثنان» ومن ضرب ج في أعداد ون 
س مزيدًا عليها اثنان» إذا جمع » مساو للمجتمع من ضرب ١‏ في ثلاثة أمئال د مزيدًا عليها 
ستةء ومن ضرب ب في ثلاثة أمثال ه مزيدًا عليها سنة» ومن ضرب ج في ثلاثة أمثال وهمزيدًا 
عليها سئة. وإذا جعلنا امجتمع من ضرب ع في ف مشتركاء كان امجتمع من ضرب ع في فاء 
ومن ضرب ١‏ في أعداد د ل م مزيدا عليها اثنان؛ ومن ضرب ب في أعداد ه م ن مزيدا عليها 
اثنان؛ ومن ضرب ج في أعداد ون س مزبدا عليها اثنان» إذا جمع مساويًا للمجتمع / من 
ضرب ع في فء ومن ضرب 1 في ثلاثة أمثال د مزيدًا عليها ستة» ومن ضرب ب في ثلاثة أمثال 
ه مزيدا عليها ستة؛ ومن ضرب ج في ثلاثة أمثال ومزيدا عليها ستة» إذا جمع . ولكن الجتمع 
من ضرب ع في فاء ومن ضرب ١‏ في ثلاثة أمثال د مزيدًا عليها سئة » ومن ضرب ب في ثلائة 
أمثال ه مزيدًا عليها ستة» ومن ضرب ج في ثلاثة أمثال وعزيدًا علبها ستة» مساو لستة أمثال 
مربع عدد ص ؛ وذلك أن هذه الأعداد الي ذكرناء أما أعداد 1 ب ج ملها فهي أفراد متوالية 
مبتدئة من الثلاثةء وأما اعداد د ه وفهى اعداد بعدتها مقارئة ها مسطحة مجتمعة من ضرب 
الأعداد (الأزواج» المتوالية المبتدئة من الاثني نكل واحد في الذي يليه» وأمااع فهو الواحد» وأما 
ف فهو الستة» وأما ص فهو ماو لجملة أعداد ع | ب ج الأفراد. فامجتمع من ضرب ع في 
فء ومن ضرب ١‏ في أعداد د ل م مزبذا عليها اثنان: ومن ضرب ب في أعداد ه م ن مزيدًا 
عليها اثنان: ومن ضرب ج في أعداد ون س مزيدًا علها النان» إذا جمع » مساو لسعة أمثال 


(يآ» إذا كانت أعداد أفراد متوالية ميتدثة من الواحدء وبعدتها أعداد أزواج متوالية مبتدثة 
من الاثتين مقارنة طماء وضرب كل واحد من الأفراد 5 مريع كريله من الأزواج: فإن كان قبل 
قرينه زوج ضرب أبقسما في مربع ذللك الزوج وف العدد المسطح المجتمع من ضرب ذلك القرين في 


14-3 ومن شرب نا سعة ( لأوق): مكررة 5 كباب اغامشي إزنه هذا النطر ولي ىع - 16 بعدتها: بعما. 
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الزوح الذي قبله. وجمع ذلك: وأخذ ثلثه. وزيد عليها ثلنا العدد المساوي للجملة الأعداد 
الأفاد. فان الذى حكثمم مساو لنصف المحتمه م١‏ العدد المساوء هَ الأقاد ق مام أعة 
لافراد فإن الذي يجتمع و لنصف امجمتمع من د المساوي جملة الافراد ِي مربع اعظم 
الأزوام 
لأزواج. 
فليكن اعداد افراد متوالية مبتدئة من الواحد عليبا ٠‏ ب ج د. وبعدتما اعداد ازواج متوالية 
مبتدثة من الاثنين مقارنة ها عليبا ه وزح. وليكن مسطم ه في وعدد طاء. ومسطح وف ز 
عدد ك5. ومسطح ز في ح عدد ل . وليكن عدد م مساويًا لأعداد ! ب ج د مجموعة. 
فاقول : إن المجتمع من ضرب | في مربع عدد ه . ومن ضرب ب في مربعي عددي ها وول 
عدد ط . ومن ضرب ج في مربعي عددي و زوفٍ عدد ك . ومن ضرب دي مربعي عددي ز 
ح وب عدد ل . إذا جمء . وأخذ ثلثه. وزيد عليه ثلثا عدد م . كان ما يجتمع مساويًا لنصف 


أتجتمم ه: شربب عدد م ل هريم عدذد عر 
ا 33 ا لي لضي 5 
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برهان ذلك : أن أعداد [آ] ب اج د أفراد متوالية مبتدثة من الثلاا نه . وأعداد ط ك ل بعدتا 
ومقارنة ها وهي مسطحة مجتمعة من ضرب الأعداد الأزواج المتوالية المبتدئة من الاثنين كل واحد 
في الذي يليه. وعدد م مساو لجملة أعداد ب ج د مع الواحد الذي هوا . فاجتيع من ضرب 
عدد ب بي عدد ط المسطح وبي مربعي عددي هم و- اللدين هما ضلعاه - وي الاثنين. ون 
ضرب عدد ج في عدد ك المسطح وف مربعي عددي و ز - اللذين هما ضلعاه - وفي الاثتين. 
ومن ضرب (عدد» د في عدد ل المسطح وف مربعي عددي زاح - اللذين هما ضلعاه - وف 
الاثنين. إذا جمع وزيد عليه المجتمع من ضرب الواحد ثي السئة. كان ما يجتمع / مساويًا لستة 
امثال مريع عدد م. فاما امجتمع من ضرب الواحد في السئة . فهو مثل المجتمع من ضرب ١‏ في 


مريع عدد ه. وفي الاثنين. وأما اجتمع من ضرب كل واحد من أبالى د في اثنين فهو مثلا 


30 جملة اعداد | باج د الذي هو عدد م. فاجتمع من ضرب ١‏ في مربء عدد ها . ومن تصرسه 
8 - 8 - أ . 


طاعه او 9 واخذ؛ واحد - 4 كب بي افامش إزاء هذا السطر هي ني ا ا وز اه و - مإ 0ن 
8 اللكة ك#ث تسل كن ذكات ما عتمم صسارياءء م عرب عليا بالقلم. 
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] 


الم 


ب في هربعي عددي ه ووفي عدد ط ؛ ومن ضرب ج في مربعي عددي و ز وني عدد ك . ومن 
ضرب د في مربعي عددي زاح وي عدد ل إذا جمع . وزيد عليه مئلا عدد م . كان ما يجتمع 
ماويًا لستة أمثال مربع عدد م. وأيضا. فإن أعداد ١‏ ب ج د أفراد متوالية مبتدئة من 
الواحد. وأعداد ه و زح بعدتها مقارنة لها وهي أزواج متوالية مبتدئة من الاثنين. فكل واحد من 
أعداد ه و زح يزيد على قرينه من أعداد ١‏ ب ج د واحدا. فإذا زدنا على عدد د واحذاء كان 
امجتمع عدد ح . وإذا أخذنا مربع نصفه. كان مساويًا لجملة أعداد آ ب ج د التي هي عدد م 
للذي تبن ني الشكل الرابع من قولنا في مساحة الفمع اللكانى". فريع عدد م مساو للمجتمع 
ا ن ضرب (عدد م بي في مربعم نصل عدد ح . فامجتمع من ضرب» ' لي مربع عدد ه . ومن 
ضرب ب في مربعي عددي ها ووني عدد ط . ومن ضرب ج ف مربعي عددي واز وني عدد 
ك . ومن ضرب د بي مربعي عددي زاح ولي عدد ل . إذا جمع . وزيد عليه مثلا عدد م . كان 
ما يتجتمه مساويًا لستة أمثال مربع عدد م . فهو إذًا مساو لستة أمثال المجتمع من ضرب عدد م 
ل هربه بع نصف عدد ح. وستة أمثال امجتمع من ضرب عدد م في مربع نصف عدد ح مساوية لرة 
ونصف مثل امجتمع من ضرب عدد م في مربع عدداح . . فانجتمع من ضرب ! في مربع عد ها ء 
ومن ضرب ب في مربعي عددي ه ووفٍ عدد ط . ومن ضرب ج في مربعي عددي وزقبٍ 
عدد ك . ومن ضرب د في مربعي عددي زاح وف عدد ل . إذا جمع . وزيد عليه مثلا عدد 
م . كان ما يتجتمع مساويًا لمرة ونصف مثل المجتمع من ضرب عدد م في مربع عدد ح . ومن ذلك 
يتبيّن أن ثلث المجتمع من ضرب 1 في مربع عدد ها. ومن ضرب ب في مربعي عددتي ها و وني 
عدد ط . ومن ضرب ج في مربعي عددي وزو عدد 5 . ومن ضرب د بي مربعي عددي ز 
ح وي عدد ل. إذ! جمع . وزيد عليه ثلكا عدد م . كان ما مجتمع مساويًا لنصف امجتمع من 


(يب» إذاكانت خطوط على نسب أعداد أقراد متوالية مبتدئة من الواحد؛ وبعدتها تخطوط 
آخر مقارنة لها على نسب أعداد أزواج متوالية مبتدئة من الاثنين. وكان الخط الأصفر من 
الخطوط البي على نسب الأفراد نصف الخط الأصفر من الخطوط التي على نسب الأزواج . 
وضرب كل واحد من الخطوط التي على نسب الأعداد الأفراد في مربع قرينه من الخطوط التي 


اي الواسحد - 8 مريع : عر بعى لأ دام (الأول) : عدديى - 5[ ماكان: مكان, 


تك 


لاك 


على نسب الأعداد الأزواج. فإن كان قبل قرينه خط آخر ضرب أيضمًا في مربم ذلك الخط وفي 
السطح امجتمع من ضرب قرينه قي الخط الذي قبله: وجمعت المجسيات الكائنة من ذلك؛ واخذ 
ثلنها فزيد عليه ثلثا الجسم من ضرب الخط المساوي لجملة الخطوط - التي / على نسب الأعداد ٠‏ 
الأفراد في مربع نصض أصغر الخطوط التي على نسب الأعداد الأزواج. فإن الذي يجتمع 
مساو لنصف الجسم الكائن من ضرب الخط المساوي لجملة الخطوط التى على نسي الأعداد 
الأفراد في مربع اعظم الخطوط الي على نسب الأعداد الازواج. 

فليكن خطوط على نسب أعداد أفراد متوالية مبتدئة من الواحد عليبا 1 ب ج . وليكن 
بعدتها تخطوط مقارتة لها على نسب أعداد أزواج متوالية مبتدئة من الاثنين وهي خعطوط داه و: 
وليكن خط ١‏ نصئ خط د. وليكن خط ز مساويًا لجملة خطوط | با د. 

فاقول : إن المجسمات الكائنة من ضرب خط 1 في مربع خط د. ومن ضرب ب في مربعي 
خطي ده وفيٍ السطح المجتمع من ضرب د في ه . ومن ضرب ج في مربعي خخطي ه وو 
السطح الجتمع من ضرب ه في و. إذا جمعت. وأخذ ثلئها فزيد عليه ثلثا الجسم الكائن من 
ضرب خط ز في مربع نصض خط د . كان ما يجتمع مساويًا لنصف النجسم الكائن من ضرب 


برهان ذلك : أنّا إذا جعلنا الأعداد الأفراد التي نسبها كنسب خطوط 1 ب ب أعداد حم ط 
ك . والأعداد الأزواج التى نسبها كنسب خطوط د ها وأعداد ل م ن. كانت نسبة ! إلى د 
كتسبة ح إلى ل لأنه نصفه. قتسية كل واححد من تخطوط 1 ب ج إلى كل واحد من تخطوط د ه 
وكنسبة نظير ذلك الخط من أعداد ح ط 5 إلى نظير الخط الآخرمن أعداد ل م ن. فنسبة 
الجسم الكائن من ضرب ١‏ في مربع خط د إلى المكعب الكائن من خط د كنسبة المجتمع من 
ضرب ح في مربع عدد ل إلى المكعب الكائن من ل . وكذلك أيضا يتبيّن أن نسبة المجسيات 
الكائنة من ضرب خخط ب في مربم خط د وقي مربع خط ه وف السطح المجتمع من ضرب د في 


3 وأخحد! واحد || خطي داه: خط ده - 2|لأخذ: راحد 0 أبضمًا: أثبتها في الهامش مع بان موضعها ِ- 
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ه إلى المكعب الكائن من خمط ه كنسبة المجتمع من ضرب عدد ط في مربعي عددي ل م وفي 
امججمع من ضرب ل في م إلى المكعب الكائن من [خط] م» وأن نسبة المجسمات الكائنة من 
ضرب خط ج في مربعي خخطي ه ووقيٍ سطح المجتمع من ضرب ه في وإلى المكعب الكائن من 
خط و كنسبة المجتمع من ضرب عدد ك في مربعي عددي م ن في المجتمع من ضرب م في ن 
إلى المكعب الكائن من عدد ن. ولكن نسبة كل واحد من مكعبات خطوط د ه وإلى مكعب 
خط وكنسية قرينه من مكعبات أعداد ل م ن إلى مكعب عدد ن. فنسبة المجسمات الكائنة 
(من ضرب خط ب في مربعي خطي د ه وني سطح المجتمع من ضرب د في ه إلى مكعب خط 
وكنسبة المجتمع من ضرب عدد ط في مربعي عددي ل م في المجتمع من ضرب ل في م إلى 
المكعب الكائن من عدد ن. ونسية المجسهات الكائنة من ضرب خخط ج في مربعي خطي ه ووقي 
سطح المجتمع من ضرب ه في وإلى مكعب خط وكنسبة المجتمع من ضرب عدد ك في مربعي 
عددي ع ن وفي المجتمع من ضرب م في ن إلى المكعب الكائن من عدد ن. ونسبة مكعب خط و 
إلى لنجسم الكائن من ضرب ز في مربع وكتسبة مكعب عدد ن إلى المجتمع من ضرب س في 
مربع ن. فنسبة الجسم الكائن من ضرب خخط | في مربع خط د إلى امجسم الكائن من ضرب خخط 
ز في مربع خط وكنسبة المجتمع من ضرب عدد ح في مريع ل إلى المجتمع من ضرب عدد س في 
مربع عدد ن ؛ ونسبة المجسهات الكائنة من ضرب خط ب في مربعي خطي داه وف السطح 
امجتمع من ضرب د في ه إلى الجسم الكائن من ضرب خط ز في مربع خط وكنسبة المجتمع من 
ضرب عدد ط في مربعي عددي ل م وفي المجتمع من ضرب ل في م إلى امجتمع من ضرب عدد 
س في مربع عدد ن؛ ونسبة المجسمات الكائنة من ضرب خط ج في مربعي خخطي ها و وني 
السطح المجتمع من ضرب ه في وإلى المجسم الكائن من ضرب خط ز في مريع خط و كنسبة 
امجتمع من ضرب عدد ك في مربعي عددي م ن وي المجتمع من ضرب م في ن إلى اجتمع من 
ضرب س في مربع عدد ن . فنسبة ثلث المجسمات الكائنة من ضرب خخط | في مربع خط د ؛ ومن 
ضرب خط ب في مربعي خخطي داه وبي السطح المجتمع من ضرب د في هاء ومن ضرب خط 
ج في مربعي خطي ه ووثي السطح المجتمع من ضرب ه في و» إذا جمعت. إلى الجسم الكائن 
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من ضرب خط زفي مريع خط وكنسبة ثلث المجتمع من ضرب ح في مربع عدد ل » ومن ضرب 
ط في مربعي عددي ل م وي المجتمع من ضرب ل في م : ومن ضرب ك في مربعي عددي م ن 
وي المجتمع من ضرب م في نع إذا جمعت» إلى المجتمع من ضرب س في مربع ن. ونسبة الجسم 
الكائن» من ضرب (مربع»> خط ١‏ في [مربع] خط ز(إلى الجسم الكائن من ضرب خط ز» في 
مربع خط وكتسبة عدد س إلى المجتمع من ضرب عدد س في مربع عدد ن . ولذلك يكون نسبة 
ثلثي لنجسم الكائن من ضرب خط ز في مربع نصف خط د إلى المجسم الكائن من ضرب خط ز 
في مربع خط وكنسية ثلئي عدد س إلى امجتمع من ضرب عدد س في مربع عدد ن. وقد كنا بيّنا 
أن نسبة ثلث المجسمات الكائنة من ضرب خط ١‏ في مربع خط د ومن ضرب خط ب في مربعي 
خطي د ه وني السطح المجتمع من ضرب د في ه . ومن ضرب خط ج في مربعي خطي ها و 
وني السطح امجتمع من ضرب ه في وء إذا جمعت: إلى المجسم الكائن من ضرب خط ز في 
مربع خط وء كنسبة ثلث المجتمع من ضرب ح في مربع عدد ل ؛ ومن ضرب ط في مربعي 
عددي ل م وفي المجتمع من ضرب ل في م : ومن ضرب ك5 في مربعي عددي م ن وي المجتمع / 
من ضرب م في ن <(إذا جمعت؛ إلى امجتمع من ضرب س في مربع ن. فنسبة ثلث المجسمات . 
الكائئة من ضرب خط ١‏ في مربع خط دء ومن ضرب خط ب في مربعي خطي د ه وفي 
السطح المجتمع من ضرب د في ه . ومن ضرب خط ج في مربعي خطي ه ووني السطح 
امجتمع من ضرب ه في و إذا جمع , مزيدًا عليه ثلا امجتمع من ضرب خط ز في مربع نصف 
خط د ء إلى الجسم الكائن من ضرب خط ز في مربع خط وء كنسبة ثلث المجتمع من ضرب ح 
في مربع عدد ل : ومن ضرب ط في هربعي عددي ل م وني المجتمع من ضرب ل في مء ومن 
ضرب 5 في مربعي عددي م ن وف المجتمع من ضرب م في ن» إذا جمع ؛ مزيدا عليه ثلئا عدد 
س » إلى المجتمع من ضرب عدد س في مريع عدد ن . ولكن ثلث المجتمع من ضرب ح في مريع 
عدد ل ؛ ومن ضرب ط في مربعي عددي ل م وني المجتمع من ضرب ل في مع ومن ضرب كك 


ف مربعي عددي م ن ولي امجتمع من ضرب م في ن ؛ إذا جمع ؛ وزيد عليه ثلثا عدد س » قان 


أفراد متوالية مبتدثة من الواحد وهي مساوية لعدد س » وأعداد ل م تن أزواج متوالية مبتدئة من 
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ه وق السطح المجتمع من ضرب د في ه ؛ ومن ضرب ج في مربعي خخطي ها ووني السطح 
المجدمع من ضرب ه في وء إذا جمعت» مزيدا عليه ثلثا المجتمع من ضرب خط ز في مربع 
صف خط د : مساو لنصف اسم الكائن من ضرب خط زثي مربع خط وء؛ وذلك ما اردتا 


أن نييّن. 


 -‏ - إذاكانت خطوط على نسب أعداد أفراد متوالية مبتدئة من الواحد. وبعدتها خطوط 
أخر مقارنة لها على نسب أعداد أزواج متوالية مبتدئة من الاثنين» ولم يكن الخط الأصغر من 
الخطوط التي على نسب الأفراد نصض الخط الأصغر من الخطوط التي على تسب الأزواج» 
وضرب كل واحد من الخطوط التي على نسب الأعداد الأفراد في مربع قرينه من الخطوط التي 
على نسب الأزواج » فإن كان قبل قرينه خط آخر ضرب أيضًا في مريع ذلك الخط وني السطح 
امجتمع من ضرب قرينه في الخط الذي قبلهء وجمعت الجسمات الكائنة من ذلك وأخخذ ثلئها فزيد 
عليه ثلثا الجسم الكائن من ضرب الخط المساوي لجملة الخطوط التي على نسب الأعداد الأفراد 
في مربع نصل أصغر الخطوط التي على نسب الأعداد الأزواج» فإن الذي يجتمع مساو لنصف 
الجسم الكائن من ضرب الخط المساوي لجملة الخطوط التي على نسب الأعداد الأفراد في مربع 
اعظم الخطوط الي على نسب الاعداد الازواج. 

فليكن خطوط على نسب أعداد أفراد متوالية مبتدئة من الواحد عليها 1 ب ج ء وليكن 
بعدتها خطوط مقارنة لها على نسب أعداد أزواج متوالية مبتدئة من الاثنين وهي خطوط ده وء 
ولا يكونن خط ! نصف خط دء وليكن خط زاماويًا لجملة خطوط 1 ب ج. 

فأقول : إن المجممات الكائنة من ضرب خط 1 في مربع خط د ء ومن ضرب ب في مربعي 
خحطي ده وني السطح المجتمع من ضرب د في ه + ومن ضرب ج في مربعي خطي ه ووفي 
السطح المجتمع من ضرب ه في وء إذا جمعتء وأخذ ثلا فريد عليه ثلثا الجسم الكائن من 
ضرب خط ز في مربع نصف خط دء كان ما يجتمع مساويًا لنصف الجسم الكائن من ضرب 
خط زاقي مربع خط و. 


ننا: غير واضحة - 4 ده - لالأعداد: أليتها في اقامش مع بيان موضعها - !| وأخة: واحد - 7اوهي: وفي - 


ا رأخذ: واحد - 22 زهان - 25 زان 


0-١ 


برهان ذلك : أنا إذا جعلنا ضعض خط 1 خطاح وجعلنا نسب خطوط ح ط ك بعضها إلى 
بعض . إذا أخذت على الولاء. كنسب خطوط داه وبعضها إلى بعض إذا أعذت على الولاء. 
كانت نسبة / الجسم الكائن من ضرب خط | في مربع خط د إلى الجسم الكائن من ضرب خط 
١‏ في مربع خط ح كنسبة مربع خخط د إلى مربع خط اح ١‏ فنسبة الجسم الكائن من ضرب خط 
ب في مربع خط د إلى الجسم الكائن من ضرب خخط ب في مريع خط ح كنسبة السطح الجتمع 
من ضرب د في ه إلى السطح اجتمع من ضرب ح في ط . ونسبة السطح امجتمع من ضرب د في 
ه إلى السطح المجتمع من ضرب ح في ط كنسبة الجسم الكائن من ضرب خط ب ؤ في السطح 
امجتمع من ضرب د في ه إلى الجسم الكائن من ضرب خط ب في السطح المجتمع من صرب ح 
في طاء فنسبة المجسم الكائن من ضرب خط ب في مربع خط د إلى المجسم الكائن من ضرب 
خط ب في مربع خط ح . التي هي كنسبة مربع خخط د إلى مربع طاح . كنسبة الجسم الككائن 
من ضرب خط ب في السطح الجتمع بع من ضرب د في ه إلى الجسم الكائن من ضرب خط ب في 
السطح الجتمع من ضرب خط اح في ط . وبمثل ذلك أيضا نبيّن أن كل واحدة من نسب 
المجسهات الكائنة من ضرب ب في مريع خط ه ومن ضرب ج في مربعي خخطي ه وو السطح 
امجتمع من ضرب ه في و إلى نظيره من انجسمات الكائنة من ضرب ب في مريع نحط ط ومن 
ضرب بج في مربعي خطي ط 5 وني السطح المجتمع من ضرب ط في 5 . مساوية لنسبة هربع 
خط د إلى مربع خط ح . وكذلك نسبة ثلث المجسهات الاول إلى ثلث المجسهات الآخر. وكذلك 
نسبة ثلني المجسم الكائن من ضرب خط ز في مربع نصف خط د إلى ثلث النجسم الكائن من 
ضرب خط زفي مربع نصف خط اح. فإذا جمعناء كانت نسبة ثلث المجسهات الكائئة من ضرب 
| في مربع خط د . ومن ضرب ب في مربعي خخطي داه وفي السطح المجتمع من ضرب د في ه . 
ومن ضرب ج في مربعي خطي ه وو السطح المجتمع من ضرب ه في وء إذا جمعت: مع 
ثلثي الجسم الكائن من ضرب خط ز في مربع نصف خط د ء إلى ثلث المجسهات الكائتة من 
ضرب ١‏ في مربع خط حء ومن ضرب ب في مربعي خطي ح ط وفي السطح المجتمع من ضرب 
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ح في ط ء ومن ضرب ج في مربعي خمطي ط 5 وفي السطح المجتمع من ضرب ط في ك ؛ إذا 
جمعت ؛ مع ثلثي الجسم الكائن من ضرب خط ز في مربع نصف خط ح » كنسبة مربع خبط د 
إلى مربع خط ح التي هي كنسبة مريع خط و إلى مربع خط 5 . ونسبة مربع خط و إلى مريع 
خط ك كنسبة المجسم الكائن من ضرب خط ز في مربع خط وإلى المجسم الكائن من ضرب 
خط زفي مربع خط ك ء فنسبة ثلث المجسهات الكائنة من ضرب ١‏ في مربع خط د ء ومن ضرب 
ب في مربعي خخطي داه وني السطح المجتمع من ضرب د في ه . ومن ضرب ج في مربعي خطي 
ه (ووني السطح المجتمع من ضرب ه في وء إذا جمعت؛ مع ثلثي المجسم الكائن من ضرب 
خط زفي مربع نصف خط ادء ' إلى ثلث الجسمات الكاثتة من ضرب أ في مريع خط ح » ومن 
ضرب ب في مربعي خخطي ح ط وفي السطح المجتمع من ضرب ح في ط » ومن ضرب ج في 
مربعي خطي ط 5 وني السطح الجتمع من ضرب ط في كاء إذا جمعت؛ مع ثلثي المجسم 
الكائن من ضرب خط ز في مربع نصف خط ح » كنسبة نصى الجسم الكائن من ضرب خط ز 
في مربع خط وإلى نصف الجسم الكائن من ضرب خط ز في مريع خط 5 . وثلث المجسمات 
الكائنة من ضرب ١‏ في مربع خط ح ؛ ومن ضرب ب في مربعي خخطي ح ط وني السطح امجتمع 
من ضرب ح في ط : ومن ضرب» ج في مربعي خطي ط > وني السطح الجتمع من ضرب ط 
في ك. ٠‏ إذا جمعت» مع : لي المجسم الكائن من ضرب خط ز في مربع نصيل خط ح ؛ مساو 
لنصف الجسم الكائن من ضرب خط ز في مربع خط 5 . فلنجسمات / الكائنة من ضرب خط ! 
في مربع خط دء ومن ضرب خط ب في مربعي خطي د ه ولي السطح انمجتمع من ضرب د في 
هٍ : ومن ضرب ج في مربعي خطي ه ووفٍ السطح المجتمع من ضرب ه في و؛ إذدا جمعت» 
وأخذ ثلئها فزيد عليه ثلئا المجسم الكائن من ضرب خط ز في مربع نصف خط دء كان ما يجتمع 
مساويًا لنصف الجسم الكائن من ضرب خخط ز في مربع خط و وذلك ما أردنا أن نبيّن. 


- يد - إذاكانت خمسة مقادير: وكانت نسبة الأول منها إلى الثاني كنسبة الثالث إلى الرابع 
وكتسبة الرابع إلى الخامس ؛ وكان الأول أقل من الثاني» فإن المجتمع من ضرب الأول في زيادة 
الخامس على الثالث مساو للمجتمع من ضرب زيادة الثاني على الأول في الثالث والرابع 
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فأقول: إن الجتمع من ضرب 1 ني وط مساو للمجتمع من ضرب <اب» ح في مقداري د 


كر جمبر عير . 


برهان دلك: ان نسبة ! إلى باج كنسية ه إلى وزء وح مثل مقدار ا . فلسبة حا ج 


إلى ج ب كنسبة ه إلى وز. وإذا جعلنا زك مثل ها . كانت نسبة ح ج إلى ج ب كنسية كاز 
5 إلى زو وإذا فصلناء كانت نسبة ج ح إلى ح ب كنسبة زك إلى ك و. وأيضاء فإن نسبة د إلى 
ه كنسبة ه إلى ز<(و) . ومقدارد مثل ط زء ومقداره مثل زكء فنسبة ط زإلى زك كنسبة زك 
إلى زى وإذا فصلناء كانت نسبة زط إلى ط ك كنسية زى إلى ك و. وإذا جمعناء. كانت نسبة 
زط زك مجموعين إلى ط 5 5 و مجموعين - اللذين هما ط و - كنسبة زك إلى ك و (و)كنسية 
جاح إلى ح ب فنسبة زط زك مجموعين إلى ط وكنسبة جاح إلى ح ب. ولكن زط مثل د 
وزك مثل ه وجاح مثل 1. فنسبة ! إلى ح ب كنسية داه مجموعين إلى ط و. فا مجتمع من 
ضرت 1 في ط ومساو للمجتمع سس ضرب باح في مقداري داه يجموعين؛ وذلك عا أردنا أن 


ام 


- يه - كل فضلة مخروط مستدير فإن مساحتها مساوية لثلث المجتمع من ضرب ارتفاعها في 
ثلاث دوائرء. احداه: دائة أعلاها والأخرى دائة قاعدتا والثائة داءة كين مام ة 
ثلاث دوا / هن دائرة عاب" والاخرى دائرة قاعد نبا والثالة دائرة بكو به قطرها 
5 ماويًا للسطح امجتمع من ضرب قطر دائرة اعلى الفضلة بي قطر دائرة قاعدتها. 
فليكن فضلة مخروط مستدير دائرة قاعدتها انح ودائرة أعلاها د ه و. وليكن عربع قطر 
دائرة اخرق وي دائرة زح ط مساوبًا للسطح المجتمع / من ضرب قطر دائرة اباس في قطر 70١‏ در 
داثرة دهاو, 
فأقول: إن مساحة فضلة الخروط التي عليها ب ج هي مساوية لثلث الجتمع من ضرب 


36 ارتفاعها في دوائر أ بساح ده وزحاط الثلاث, 


*| عن كب علاه. م ضيب عل القن لأخيرب دقر | الإاعى غير 
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برهان ذلك : أنّا إذا جعلنا نقطة رأس المخروطين اللذين نقص أحدهما عن الآخر فبقيت 
الفضلة نقطة ك . وجعلنا سهمها ك ل م: وأجزنا على سهم ك ل م سطح د !ك ب هء كان 
قطع د51 باه مثلنًا وكان 1 ب الذي هو الفصل المشترك هذا السطح ولسطح دائرة | ب بج 
فطرًا لدائرة | ب ج . وكان ده الذي هو الفصل المشترك لهذا السطح ولسطح دائرة د ه وقطرًا 
لدائرة ده و. وإذا جعلنا قطر دائرة زح ط زح. كان السطح الجتمع من ضبانافي ده 


مساو لمربع خط زح . فنسبة 1ب إلى زح كنسية زح إلى د هاء ونسبة مربع خخط 1 ب إذا إلى 
مربع خط زح كنسبة مربع خط زاح إلى مربع خط داه وكنسبة 1ب إلى داه. ونسبة ١‏ ب إلى 
ده كنسبة ك ل إلى ك م لأن خطي أب ده متوازيان. وذلك أنها فصلان مشتركان لسطح 
ك ده ولسطحي دائرقٍ اب ج ده والمتوازيين. فلسبة مريع خط اب إلى مربع خط زح 
كنسبة مريع خط زح إلى مريع خط داه وكنسية خط ك ل إلى خط كا م. فأما نسبة مربع خط 


0 


اب إلى مربع خط زح فهي كنسبة دائرة 1ب ج إلى دائرة زح ط . فأما نسبة مريع خبط زح 
إلى مربع خط ادها فهي كنسبة دائرة زح ط إلى دائرة د ها و١‏ فنسبة كال إلى كام كنسبة 
دائرة !ب ج إلى دائرة زح ط وكنسبة دائرة زح ط إلى دائرة د ه و. فلمجتمع من ضرب 5 ل في 
زيادة داثرة د ه وعلى دائرة آبج مسارٍ للمجنمع من ضرب ل م في دائني أب ج زح 2. 
واذا حعلنا اغتمع مع من ضرب لم في دائرة د ه ومشتركا. كان الجتمع من ضرب 5 ل في زيادة 
دائرة ده وعلى دائرة أب ج مع المجتمع من ضرب ل م في دائرة د ه و. مساويًا للمجتمم من 
رب ل م في دوائر زح ذ ده واب ج» اللا ٠‏ كن ات من ضرب كك ل ي زيادة 


55 


الثلاث مساو لثلاثة أمثال مساحة فضلة مخروط [ ب ج ده و. فثلث الجتمع من ضرب ل م 
ف دوائر أ باج ده وزح ط الثلاث مساو أمساحة فضلة مخروط ا باج ده و؛ وذلك ما 


أردنا أن نبيّن. 


- يو -- كل فضلة مخروط مستدير أجوف فإن مساحتها مساوية لثلث امجتمع من <اضرب» 
سهمها في ثلاث دوائر. إحداهن دائرة قاعدة أعلاها والأخرى دائرة قاعدة أسفلها والثالثة دائرة 
بكون مربع قطرها مساوبًا للسطح المجتمع من ضرب قطر إحدى هاتين الدائرنين في قطر الدائرة 
الأخرى. 

فليكن فضلة مخروط مستدير أجوف على / دائرة قاعدة أعلاها اب ج وعل دائرة قاعدة 
أسفلها ده و وعلى سهمها زحء وليكن مربع قطر دائرة أخرى وهي دائرة ط كال مساويً 
للسطح الجتمع من ضرب قطر دائرة !ب ج في قطر دائرة ده و. 

فأقول : إن مساحة فضلة المخروط الأجوف التي عليها أ زب ها ح د مساوية لثلث المجتمع من 
ضرب زح في دوائر اب جا ده وطى ل الثلاث. 


لبالا 
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برهان ذلك : أنا إذا جعلنا نقطة رأس الخروطين المستديرين الأجوقين اللذين نقص أحدهما 

من الآخمر فبقيت الفضلة . نفطة م وسهمها م زن ح. وأخرجنا على سهه مزاح سطح 
داءوباه. ووصلنا خط ده. كان داء به مثلثًا. وكان !ب الذي هو الفصل المشترك 
هذا السطح ولسطح دائرة أ ب ج قطرًا لدائرة ب ج. وكان داه الذي هو الفصل المشترك هذا 
السطح ولسطح دائرة د ه وقطرًا لدائرة د ه و وثلث امجتمع من ضرب م ن في دائرة ! ب ج هر 
مساحة الخروط المستدير الذي قاعدته دائرة ! ب ج ورأسه نقطة م. وثلث المجتمع من ضرب زن 
في دائرة !ب ج هو مساحة الخروط المستدير الذي قاعدته دائرة اب جح ورأسه نقطة ز. فثلث 
امجتمع من ضرب م زفي دائرة اب ج هومساحة الخروط المستدير الأجوف الذي عليه آم باز 
وعثل ذلك أيضنًا نبيّن ين أن ثلث المجتمع من ن ضرب م ح في دائرة داه وهو مساحة الخروط المستدير 
الأجوف الذي علبه د م م ح. فثلث امجنمع من ضرب رح في دائرة 3< ومع ثلث الجتمع من 
ضرب م زفي فضل ها بين دائرني داه واب ج هو مساحة فضلة امخروط المستدير الأجوف الي 
علييا زب ه ح د. وأيضا. فإنا إذا جعلنا قطر دائرة ط ك ل خط ط كء ؛ كان السطح المجتمع 
من ضرب ١‏ ب في داه مساويًا لمربع خط طكدء فنسية اب إلى ط > كنسبة ط ك إلى دهاء 
ونسبة مربع خط | ب إِذَا إلى مربع خط ط ك كنسبة مربع ط ك5 إلى مربع خط داه وكنسبة اب 
إلى ده . ونسبة ا ب إلى داه كلسية ١م‏ إلى م د الي هي كنسية زم إلى م ح. فنسية مريع خط 
أب إلى مريع خط ط 5 كنسبة مربع خط ط 5 إلى مربع خط داه وكنسبة زم إلى م ح. قأما 
نسبة مربع خط اب إلى مرب خط طاك فهي كنسبة دائرة اب اج إلى دائرة ط كد ل. ؟ واما 
نسبة مربع خط ط ك إلى هربع خط داه فهي كنسبة دائرة ط ك ل إلى دائرة ده و فتسبة زم 
إلى م ح كنسبة دائرة | ب جح إلى دائرة ط ى ل وكتسبة دائرة طاى ل إلى دائرة د ه و. فاجتمع 
من ضرب زع في زيادة دائرة د ه وعلى دائرة | ب ج مساو للمجتمع من ضرب زح بي دائرلٍ 
اباج ط ك ل. وإذا جعلنا المجتمع من ضرب زح بي دائرة ده ومشتركا. كان المجتمع من 
ضرب م زفي زيادة دائرة ده وعلى دائرة اب ج مع المجتمع من ضرب زح في دائرة دا هاو 
مساويًا للمجتمع من ضرب زح في دوائر ا باج داه واطك ل الثلاث. فثلث امجتمع من 


ضرب زح بي دائرة د ه ومع ثلث المجتمع من ضرب م زثي زيادة دائرة ده وعلى دائرة ا باج 
مساو لثلث المجتمع هن ضرب زح في دوائرا ب ج داه وط ك ل الثلاث. وقد كنا بينا أن ثلث 


5الطح: للطح 2اازياه حد:ازباجهد - #اسبة كة - 20كتب في الفامش إزاء هذا الطر هلي بده. 
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امجمع من ضرب زح في دائرة د ه ومع ثلث المجتمع من ضرب م رز زبادة دائرة ده وعلى 
دائرة اب ج هو مساحة فضلة المخروط الأجوف التي عليها أ زب ه ح د. فساحة فضلة الفروط 
الأجوف الني عليبا أزب ه ح د مساو لثلث امجتمع 2 ضرب زح في دوائر ا بج دهاو 
طكى ل الثلاث؛ وذلك ما أردنا أن نبيّن. / 

وقد تبيّن مع ذلك أن كل مخروط مستدير أجوف فإن مساحته مساوية لثلث المجتمع من 


ضرب سهمه في دائرة قاعدة أسفله. 


- يز- كل ففسلة معين جسم فإن مساحتها مساوية لثلث المجتمع من ضرب سهمها في ثلاث 
دوا إحداهن دائرة قاعدة أعلاها والأخرى دائرة قاعدة أسفلها والثالثة دائرة يكون مربع قطرها 
مساويًا للسطح المجتمع من ضرب قطر إحدى هاتين الدائرتين في قطر الدائرة الأخرى. 

فليكن فضلة معين مجسم على دائرة قاعدة أعلاها ١ب‏ ج وعل دائرة قاعدة أسفلها ده و 
وعلى سهمها زحء وليكن مربع قطر دائرة أخرى وهي دائرة ط ك ل مساويًا للسطح المجتمع من 
ضرب قطر دائرة اب ج في قطر دائرة ده و. 

فأقول : إن مساحة فضلة المعين المجسم التي عليها ! زب ه ح د مساوية لثلث امجتمع من 
ضرب زح في دوائر ا ب ج ده وط 5 ل الثلاث, 


8 إحداهن : احدعين - 9هاتين: ناسى. 
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برهان ذلك : أنا إذا جعلنا نقطة رأس المعينين المجسمين؛ اللذين نقص أحدهما من الآخر 
فبقيت الفضلة. المشتركة لما نقطة م : وسهمها م ن زس ح» وأجزنا على سهم م نا زس ح 
سطح دام باهء كان دام به مثلثًا وكان ب الذي هو الفصل المشترك لهذا السطح 
ولسطح دائرة | ب ج قطرًا لدائرة | ب ج ء وكان ده -- الذي هو الفصل المشترك لهذا السطح 
ولسطح دائرة د ه و- قطرًا لدائرة ده و, وثلث امجتمع من ضرب من في دائرة ا باج هو 
مساحة الخروط المستدير الذي قاعدته دائرة ب ج ورأسه نقطة م. وثلث المجتمع من ضرب زن 
في دائرة اس جح هو مساحة المخغروط المستدير الذي قاعدته دائرة اب ج وراسه نقطة رز . فثلث 
المجتمع من ضرب م زفي دائرة اب ج هو مساحة المعين الجسم الذي عليه ام ب ز. ومثل ذلك 
أيضا يتبيّن أن ثلث المجتمع من ضرب م ح في دائرة د ه وهو مساحة المعين المجسم الذي عليه 
دم هاح. فثلث المجتمم من ضرب زح في دائرة ده ومع ثلث المجتمع من ضرب م زفي فصل 
ما بين دائرني داه و! ب ج هو مساحة فضلة المعين المجسم التي عليها ١‏ زب ه ح د. ونبين ىا 
ينا في الشكل الذي قبل هذا أن ثلث لمجتمع من ضرب زح في دائرة ده ومع ثلث امجتمع من 
ضرب م زثئي زيادة دائرة د ه وعلى دائرة اب ج مساو لثلث المجتمع من ضرب زح في دوائر 
اب ج ده وط ك5 ل الثلاث. فساحة فضلة / المعين الجسم البي عليها ! زب ه ح د مساوية 
لثلث المجتمع من ضرب زح في دوائر! ب ج د ه وط 5 ل الثلاث؛ وذلك ما أردنا أن نبيّن. 

وقد تبيّن مع ذلك أن كل معين مجسم فإن مساحته مساوية لثلث المجتمع من ضرب سهمه في 
دائرة قاعدة اسفله. 


- بح - إذا تعلمت على خط قطعة من ل القطم المكافئ ثلاث نقط في واحد من تصني 
القطعة» وأخرجت منها إلى قطر القطعة خطوط متوازيةء فكانت زيادات اللخطوط المتوازية 
بعضها على بعض متساوية» ومن النقطة الوسطى من النقط الثلاث خخط ماس للقطع » وأخرج 
من النقطتين الباقيتين خطان موازيان لقطر القطعة حتّى لقيا الخط الماسء فإن ذنيك الخطين 
متساويان. وكل واحد منها مساو لنصف فضل ما بين الخطين اللذين تفصلها الخطوط المتوازية 
من قطر القطعة فما بينها. 


6 سيمه: كب بعدها ولي دائرة قاعدة أعلاه التى». 
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فليكن قطعة من قطع مكافئ عليها ! ب وعلى قطرها ج دء ولتعلم على خط القطع نقط 1 ه 
والثلاث في نصف واحد من نصني القطعة؛ ولنخرج منها إلى القطر خطوط ازه ح وط 
المتوازية ؛ ولتكن زيادة ! زعلى ه ح مساوية لزيادة ه ح على وط. وير بنقطة ه خط مماس 
لقطع 1ب عليه 5 ه ل؛ وليخرج من نقطتي 1 وخطان موازيان لخط ج د عليها 51 ول وليلقيا 
خط ك ه ل على نقطبي ك ل. 

فأقول : إن خخطي أك ول متساويان وإن كل واحد منها مساو لنصف فضل ما بين ختطي 


بسع ل 


برهان ذلك : أنّا إذا أخرجنا خط ل وعلى استقامة إلى م » وأخرجنا من نقطة ه خخطًا موازيًا 
لخط ج د عليه ه ن س» كان خطا وط ه ح مساوبين لخطي م زس زء فخطا اس س م 
متساويان لأن زيادة | زعلى ه ح مساوية لزيادة ه ح على وط. وإذا وصلنا خط ان وء كانت 
نسبة اس إلى س م كنسبة أن إلى ن وء فخط آن مساو لخط ن وء وخط ه ن س قطر من 
أقطار القطع للذي تبيّن في الشكل السادس والأربعين من المقالة الأونى من كتاب أبلونيوس في 
الخروط . وقد قسم ١‏ و بنصفين» وقد بيّن أبلونيوس في الشكل الخامس من المقالة الثانية من كتابه 
في الخروط أن ذلك إذا كان كذلك» فإن خط | ومواز للخط الذي يماس القطع على نقطة ه ؛ 
فخط ا ومواز لخط ك ل. وخطوط اك نه ول متوازيةء فهي إذا متساوية. وخظ أن ضاق 
لخط ن و؛ فخط أن نصف خط آأوء ولذلك يكون ختط من ن مثل نصف خط وم. وخط وم 

انقط: نقطه - 6متاويان: ماويان / خطي: خط - 9م ح: هاس - 0اوط:ازط - 3ايّن؛ نبين - 15 مسار: 
مسنأوية. 
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مساو لخط ط زء فخط ن س مثل نصف خط ط ز. وخط ها ن هو فضل ما بين خطي ه س 
ن س: فخط ها ن مساو لفضل ما بين خط هاس وتصف خط ط ز. وخط ها س مساو لخط 
ح زء فخط ه ان مساو لفضل ما بين ح زونصف خط ط ز. وفضل ما بين ح زونصف خط ط از 
مساو لنصف فضل ما بين خطي زح ح ط: فخط ه ن مساو لنصف فضل ما بين خطي زح 
ح ط. وقد كنا بيّنا أن كل واحد من خطي 1ك ول مساو لخط ه نء فخطا ١ك‏ ول متساويان 
وكل واحد مذها مساو لنصف فضل ما بين خطي زح ح ط ؛ وذلك ما أردنا أن نبيّن. 

وهنالك استبان أنه إن كانت إحدى النقط الثلاث هي رأس القطعة كنقطة والتي هي رأس 
القطعة التي قطرها وم: وكان ١م‏ مثلي ع ع؛ فإن / خطي ١ك‏ ول متساويان وكل واحد منها -, 
مساو لنصف فضل ما بين خطي مع ع و. 

(يط» إذاكان سطحان متوازيا الأضلاع عل قاعدة واحدة وفي جهة واحدة وفها بين خطين 
متوازيين» واثبت الخط الموازي لقاعدتيا وادير سائر اضلاعهاء فإن الصمين اللذين يحدثها 
السطحان بإدارتها متساوبان. 

فليكن سطحان متوازيا الأضلاع عليها اب ج د 1ه ود على قاعدة واحدة وهي أ د وي 
جهة واحدة وفها بين خطي أ د ب و الموازيين. 

فأقول: إنه إذا أثبت خط ب و وأدير سائر أضلاع السطحين؛ كان المجسم الذي يحدث 


بإدارة سطح اب ج د مساو للمجم الذي ممدث بإدارة سطح اه ود. 


١ 
ا‎ ١ ا‎ 1 
ا‎ 0 ٌ ١ 
ا‎ ١ | ١ 
اْ‎ / 0 ١ 
هس‎ 1 ١ 5 
0 ليم 0 عم‎ 


برهات ذلك: أن خطى سا لق ه و متساويان» لأنيا مساويات لخط اد؛ وشخط جاه 


مشترك. فخط ناه ماو لخط حدق وخط اب ماو لخط جح د وخط ١ه‏ مساو لخط 
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دو: فأضلاع مثلث ١‏ ب ه مساوية لأضلاع مثلث د ج ووزواياه مساوية لزواياه. فالمجسم الذي 
يحدث - إذا أنبت ب ه وأدير ضلعا مثلث 1 ب ه الباقيان - ماو للمجم الذي يحدث إذا 
أثبت ج ووأدير ضلعا مثلث د ج والباقيان. وإذا نقصنا أحد هذين المجمسين - وهوالذي يحدث 
إذا أثبت به وأدير الضلعان الباقيان من مثلث | ب ه - من الجسم الذي يحدث إذا أثبت 
خط ب ووأدير سائر أضلاع شكل ١‏ ب وده بن الجسم الذي يحدث إذا أثبت خط ه و وأدير 
سائر أضلاع سطح 1ه ود. وإذا نقصنا الجسم الآخرمن المجسمين المتساويين اللذين ذكرنا -- وهو 
الذي يحدث إذا أثبت خط ج ووأدير الضلعان الباقيان من مثلتُ د ج و- من الجسم بعينه الذي 


يحدث إذا أثبت خط ب ووأدير سائر أضلاع شكل | ب ودء بت المحم الذي يحدث إذا أثبت 
خط ب بج وأدير سائر أضلاع سطح ١ب‏ ج د. فالمجسم الذي يحدث إذا أثبت خط ب ج وأدير 
سائر أضلاع سطح 1 ب ج د مساو للمجسم الذي يحدث إذا أثبت خط ه ووأديرسائر أضلاع 
سطح اه ود؛ وذلك ها اردنا ان نبين. 


- 3 - إذا كان سطحان متوازيا الأضلاع في سطح واحد وعلى قاعدتين متساويتين وي 
جهة واحدة: ركانت قاعدتاهما على خط مستقيم: ووصل فيا بين أطراف الخطين الموازيين 
لقاعدتيها خطان» فحدث من ذلك سطح ثالث متوازي الأضلاع» وأثبت الخط الذي عليه 
قاعدنا السطحين الأولين: وأدير سائر أضلاع السطوح الثلاثة كهيثتها؛ فإن فضل ما بين المجسمين 
اللذين يحدثان بإدارة السطحين الأولين مساو للطوق الذي يحدث بإدارة السطح الثالث. 

فليكن سطحان متوازيا الأضلاع عليها اب ج د ه وزح في سطح واحد وعلى قاعدتين 
متساويتين: وهما ب ج وز اللذان على خط واحد» وليكن السطحان في جهة واحدة. وليوصل 
فها بين أطراف خطي د ه ح خط 1ه دح: وليحدث من ذلك سطح متوازي الأضلاع وهو 
أدحه, 

فأقول : إنه إذا أثبت خط ب ز وأدير سائر أضلاع سطوح اب ج داه وزح أدحه 
الثلاثة كهبئتباء كان فضل ما بين المجسم الذي يحدث بإدارة سطح ١ب‏ ج د والمجسم الذي 
يحدث بإدارة سطح ه وزح مساويًا للطوق الذي يحدث / بإدارة سطح اد حه. 


8 وادير: مقسوسة - لإ سطح: مصصموسة - 3 سارت صشاق, 
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برهان ذللك: أن خطى -_- وز متساويان». وسخحط حاو متشترك؛ فخطا ناوجدز 
متساويان: ونخطا ان بج د المتوازيان متساويان لأنها يصلان بين أطراف خطين متوازيين» 
وكذلك خخطا ه وح زوخعطا ه ! ح د. فأضلاع شكل اب وه مساوية لأضلاع شكل 
دجدزحء وزواياه مساوية لزواياه لأن أضلاع الأشكال الثلاثة متوازية. فا جسم الذي يحدث - 
إذا أثبت خط ب و وأدير سائر أضلاع شكل ١ب‏ وه - مساو للمجسم الذي يحدث إذا أثبت 
خط ج زوأدير سائر أضلاع شكل د ج زح. وإذا تقصنا أحد هذين المجسمين - وهو الذي 
يحدث إذا اثبت خط ب و وادير سائر أضلاع شكل ابوه - عن الجسم الذي يحدث 
إذا أثبت خط ب زوأدير سائر أضلاع شكل ١‏ ب زح ه: بتي المخسم الذي يحدث إذا أثبت خط 
وز وأدير سائر أضلاح سطح ه وزح. وإذا نقصنا الجسم الآخر من المجسمين المتساويين اللذين 
ذكرنا - وهو الذي (يحدث» إذا أثبت خط ج زواديرسائرا ضلاع شكل د ج زح - من الجسم 
بعينه الذي يحدث إذا أثبت خط ب زوأدير سائر أضلاع شكل اب زح هء بي المجسم الذي 
يحدث إذا أثبت خط باج وأدير سائر أضلاع شكل ه ا باج داح كهيكتها. فالمجسم الذي 
يحدث - إذا أثبت خط وز وأدير سائر أضلاع سطح ه وزح - مساو للمجسم الذي يحدث إذا 
أثبت خط ب ج وأدير سائر أضلاع شكل ه ١‏ ب ج د ح كهيئتها. وإذا ألقينا منه| جميمًا المجسم 
الذي يحدث إدا أثبت خط ب ج وأدير سائر أضلاع سطح !ب ج دء بى الطوق الذي يحدته 
سطح ١‏ د م ه المتوازي الأضلاع - إذا ابت خط باز وادير سائر أضلاع سطوح ١‏ ب ج د 
ه وزح ه ادح الثلاثة - مساويًا لفضل ما بين المجسم الذي يحدث إذا أثبت خط وز وأدبر 
سائر أضلاع سطح ه وزح ولمجسم الذي يحدث إذا أثبت خط ب ج وأدير سائر أضلاع سطح 
اباج دء وذلك ما أردنا أن نبين . 


1[ باس: باد - 6هدين: هاذين - 17عساويا: ماوية. 
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- كا - إذا كانت أربعة خطوط . وكان الأول مها ثلث الثاني والثالث نصف الرابع : فإن 
امجسمات الكائنة من ضرب الأول في مربع الثالث. ومن ضرب الثاني في مربع الثالث وف مربع 
الرابع وني السطح المجتمع من ضرب الثالث في الرابع . إذا جمعت. ونقص منها المجسم الكائن 
3 ضرت الأول والثانيٍ في مريع الرابع . كان الباق أعظم من الجسم الكائن من صرب الأول في 
مربع الرابع . ال 0 

فليكن اربعة خطوط عليها ا ب جح د. فلكن ! ثلث ب وج نصف د. 

فاقول : إن المجسمات الكائنة من ضرب ١‏ في مربع خط ج . ومن ضرب ب في مربعي نحطي 
ج دوي السطح المجتمع من ضرب ج في دء إذا جمعت؛ ونقص منها الجسم الكائن من ضرب 
خطي ١‏ ب في مربع خط د . كان البائي اعظم من الجسم الكائن من ضرب ١‏ في مريع خط د. 


موعن . نسبة ميم خط اج إل ميم خط كس خط | إلى على أ 2 يعي لالد 
يكون الجسم الكائن من ضرب ١‏ في مريع خط د مساويًا للمجسم الكائن من ضرب خطي ١‏ ب 
مجموعين في مربه خط ج . وايضًا. فإن نسبة السطح المجتمء من ضرب ج في د إلى مريع خط 
د كنسية ج إلى د . ونسبة ج إلى د أعظم من نسبة ١‏ إلى ب . فنسبة السطح المجتمع من ضرب 
ج في د إلى مربع خط د أعظم من نسبة ١‏ إلى ب. ويكون لذلك المجتمع من ضرب ب في 
السطح المجتمع من ضرب جد في د أعظم من المجتمع من ضرب ١‏ في مربع خط د . وقد كنا بيّنا 
ان المجتمع من ضرب ١‏ في ريع خط د مساو للمجتمع من وضرب» خطي ١‏ ب مجموعين في 
ل 
اختمم ع من ضرب أب في مربع خط 3 مشتيكا تيكون الجتمة ع من ضرب ب في السطح انجتيع 
من ضرب ج في د مع المجتمع من ضرب خخطي ١‏ ب في مربع خط ل ج ومع المجتمع من شيراب نب 


0 رك (الأيل)* لصف - 13 ماويُ: صبو ‏ 14المحنسه: احم 


وك 


ه١١5‏ دور 


في مربع خط د أعظم من النمجتمع من ضرب ! في مربع خط د مرتين مع المجتمع من ضرب ب في 
مربع خط د . ولكن المجتمع من ضرب | في مربع خط د مرتين مع المجتمع من ضرب ب في مريع 
خط د مساو للمجتمع من ضرب خطي ١‏ ب في مربع خط د مع انجتمع من ضرب | في مربع 
خط د. فاتجتمع من ضرب ب في السطح المجتمع من ضرب ج في د وي مربعي خطي ج د مع 
امجتمع من ضرب 1 في مربع خط اج أعظم من المجتمع من ضرب خخطي 1 ب في مربع خط د 
مع المجتمع من ضرب 1 في مربع خط د . فيسقط متها جميمًا امجتمع من ضرب خطي 1 ب في 
مريع خط داء فيكون البائي - وهو انجسمات الكائنة من ضرب ١‏ في مربع خط ج ومن ضرب ب 
في مربعي خخطي ج د ولي السطح المجتمع من ضرب ج في د منقوضًا مذبا الجسم الكائن من 
ضرب خطي 1 ب في هربع خط د - أعظم من انم الكائن من ضرب ١‏ في مريع خط د 


ودلك 5 اردي ان نين 


- 'كب - كل ثلاثة أعداد متوالية. فإن امجتمع من ضرب اعظمها في اوسطها مساو لمربع 

فليكن ثلاث أعداد منوالية علها آب ج 2 ه وليكن أعظمها آب. 

فأقول : إن المجتمع من ضرب ١‏ ب في ج د مساو للمريع الكائن من ه مزيدًا عليه عدد ه 
ومثللا عدد جاد 


-- 
0-7 


_ 

36 د 

شع لع 
كر 


من 


برهان ذلك : أنا إذا جعلنا ب ومثل ج د كان ! و واحداء والمجتمع من ضرب ١ب‏ في باو 


0 - - عدد را فا 5 3١‏ 7 

مساو للمجتمع من ضرب وق وساهم مرب د باو قاما جتمع من ضرب ول ونا فهو 
وب لان ! و واحد. واما مربع عدد وب فهر مثل مريع عدد عد د فامجتمع من ضرب أب ي 
جح د مسماو لحري عدد ج د مرّيدا عليه عدد ج د. وايضا. فإنا اذا حعلنا د رمثم ه كان هار 
8 - 00 0 2 م - ٠‏ *« يه 

وأحدأ. ومربع عدد ج د مساو للمجتمع من ضرب ج د في د زوثي ج ز. وامجتمع من ضرب 


ج د ني د زمساو للمربع الكائن من د ز مزيدا عليه الجنمع من ضرب د زفي زج. فربع عدد 


7 سرب س : هنا نبدأ الثلادث ورقات التي أعاد السسجزي فيها كتالة جزء كبير من التص. وكا قلنا ستعتبرها بعثاية بسخة أخرى وسترمر نا 
عرف [م]. بهدا التكرار بيدأ في ورقة ١٠إاظ‏ إلى 19 و0 5اومئلا عدد ج د: تاقصة [م]. 
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ج د مساو للمجتمع هن ضرب ج زفي ج د وف د ز مع المربع الكائن من د نز والمجتمع من 
ضرب ج زفي ج د وف د زهو مثل ج د ود زء ربع بع عدد ج د مساو للمريع الكائن من دز 
مزيدًا عليه ج د ود زجميمًا. ولكن د د زمثل هاء فربع عدد ج د مساو للمربع الكائن من ه عع 
عددي ج د ه . وقد كنا بيّنا أن امجتمع من ضرب [ ب في ج د مساو لمريع عدد ج د مزيدًا 
عليه عدد ج دء فالمجتمع من ضرب 1 ب في ج د مساو للمربع الكائن من ه مزيدًا عليه عدد 
ه ومثلا عدد ح د؛ وذلك عا اردنا ان نبين. 


ل كم ل كل لا عداد تواة. فإ برع أعفاسها ع مرع أصنرها مسار للمجنع من 

فليكن ثلانة أعداد سواية علها ا 22 2 يكن أعظمها آج 

فأقول: إن مربعي عددي !ب ه : إذا جمعاء ؛ مساويان للمجتمع من ضرب ١‏ ب و. 
ج د مزيدًا على ذلك اثتان. 


ا 


يا 


برهان ذلك : أنَا إذا جعلنا ب ومثل ج د / كان | وواحداء ومربع عدد | ب مساو للمجتمع 
هه ن ضرب اب في ب وو 2 أ فربع عدد أب مساو للمجتمع من ضرب ١‏ ب في ب ومع 
المجتمع من ضرب [١‏ ب في الواحد. فاما ب و فهو مثل ج دء وأما المجتمع من شر با اب في 


الواحد فهو مثل آ ب. فربع عدد 1 ب مساو للمجتمع من ضرب 1ب في ج د مع عدد ا ب. 

وأيضًاء فإِنًا إذا جعلنا د زمثل ه كان ج زواحداء والمجتمع من ضرب ج د في د زمساو 
للمربع الكائن من د زمع المجتمع من ضرب د زفي زج. فأما زج فهو الواحد. وأما د ز فهو مثل 
ه ومربعه مثل مربعه: فا مجتمع من ضرب ج د في ه مساو للمربع الكائن من ه مع المجتمع من 
ضرب الواحد في ه الذي هو مثل ه . وقد كنا بيّنا أن مريع عدد | ب مساو للمجتمع من ضرب 
١ب‏ في ج د مع عدد ابء فربعا عددي اب هاء إذا جمعاء مساويان للمجتمع من ضرب 
أب وه في ج د مع زيادة عدد | ب على ه . وزيادة عدد ا ب على ه هي اثنان. لأن زيادات 


3 دب (الأولى) : ناقصة [م] / ول أو ... باو: مكررة [م] - 17-16 ج د ... ضرب: ل [م] فقط. 


ددن 


مه اط 
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اعداد ا ب جح ده بعضها على بعضء» إذا اخذت على الولاء: هى واحد واحد. شربعا عددي 
أباهء إذا جمعاء مساويان للمجتمع من ضرب ١ب‏ وه في ج د مزيدًا على ذلك اثنان؛ 
وذلك عا أردنا أن تبيّن. 


- كد - إذاكانت أعداد أكثر من عددين متوالية مبتدثة من الواحدء وبعدتبا أعداد أفراد 
متوالبة مبتدئة من الواحد مقارنة لهاء وأذت من الأعداد الممنوالية ثلاثة أعداد على الولاء: أي 
ثلاثة كانت؛ وضرب العدد الفرد المقارن للعدد الأوسط من الثلاثة في المجتمع من ضرب العدد 
الأصغر منبا والعدد الأعظم في العدد الأوسط» وزيد على ما يتمع مثلا الجتمع من ضرب 
الأوسط في الأعظم» فإن الذي يجتمع أكثر من المجتمع من ضرب ذلك العدد الفرد المقارن للعدد 
الأوسط ء في مربع الأصغروثي مربع الأعظم جميعًا مزيدًا على ذلك مثلا مريع الأصغر. 

فليكن أعداد أكثر من عددين متوالية مبتدئة من الواحد عليها 1 ب ج د وبعدتها أعداد 
أفراد متوالية مبتدئة من الواحد مقارنة لها عليها ه و زح » وليؤعذ ثلاثة أعداد من أعداد 1 ب 
ج د على الولاء: أي ثلاثة كانت» وهي أعداد ب لج د. 

فأقول: إنه إن ضرب عدد زفي المجتمع من ضرب ب ود في ج وزيد على ما يجتمع مثلا 
امجتمع من ضرب ج في د ؛ كان ما يجتمع أكثر من المجتمع من ضرب عدد ز في مربعي عددي 
ب د مزيدا عليه مثلا مريع عدد با. 


يم هر هيودا 
يا سا ا قي | لتكت )| تلت 

هر حت 5 يمل سسييية يرل 

كُ 2 ولد الدالمهوق 


برهان ذلك: أن أعداد ١‏ ب ج د متوالية مبتدئة من الواحد: وإن أذت أعداد بعدة 
أعداد ١‏ ب ج دء وكان كل واحد منبا مثل نظيره من أعداد 1 ب ج داء فإن الأعداد المأحوذة 
أزواج متوالية مبتدثة من الاثنين» ويزيد كل واحد منبا على نظيره من الأعداد الأفراد المتوالية 
المبتدئة من الواحد التي هي ها و زح واحدًا. فئلا عدد ج أكثر من عدد زء ويكون لذلك 


6للعدد: للعد زم] - 11-10 عليها أ ... الواحد: مكررة [م] - 12 باج د : في الأصل كتيها ١‏ ب بج دء ثم ضرب على الألف 
بالقلر. وق [م] أعاد كتاية ١‏ ب ج د دون أن يصححها - 13 إنه: في الحامئى مع بان مرضعها. 


نكن 


م 


مثلا عدد ج مزيدًا عليها عدد ب أكثركثيرًا من عدد ز. وإذا جعلنا مربع عدد ب مشتركا. 
كان عدد ب مع مثلي عدد ج ومع عربع عدد ب أعظم من مربع عدد ب مع عدد ز. ولكن 
عدد ب مع مثلي عدد ج ومع مريع عدد ب مساو للمجتمع من ضرب ج في د لأن أعداد ب 
ج د متوالية. فا مجتمع من ضرب ج في د أكثر من مربع عدد ب مزيدً! عليه عدد ز. ولذلك 
يكون مثلا امجتمع من ضرب ج في د أكثر من مثلي مربع عدد ب / مع مثلر عدد رز ومثلا عدد 
ز هواجتمع من ضرب عدد ز في اثنين. فثلا امجدمع من ضرب ج في د أكثر من مثلي مربع 
عدد ب مع المجتمع من ضرب عدد ز في اثنين. وإذا جعلنا المجتمع من ضرب عدد زفي اجتمع 
من ضرب ب ود في ج مشتركاء كان المجتمع من ضرب عدد ز في المجتمع من ضرب ب ود في 
ج مع مثلي المجتمع من ضرب بج في د أكثر من المجتمع من ضرب عدد ز في الاثنين وني المجتمع 
من ضرب ب ود في ج مع مثل مربع عدد ب . ولكن المجتمع من ضرب ب ود في ج مع الاثنين 
مساو لمربعي عددي ب د لأن أعداد ب ج د متوالية. فاجتمع من ضرب عدد ز في المجتمع من 
ضرب ب ود في ج مع مثل المجنمع من ضرب ج في د أكثر من المجتمع من ضرب عدد ز في 


مربعي عددي ب د مع مثل هربع عدد ب ء ودلك ما اردنا ان نحن, 


- كله - إذا كانت أعداد أكثر من عددين متوالية مبتدئة من الواحد. وبعدتها أعداد أفراد 
متوالية مبتدئة من الواحد مقارنة لحاء وأحذت من الأعداد المتوالية ثلاثة أعداد على الولاء. أي 
ثلاثة كانت وضرب العدد الفرد المقارن للعدد الأوسط منبا في مربع الأصغر منبا وفي مربع 
الأوسط وفي المجتمع من ضرب الأصغر في الأوسط . وزيد على ما اجتمع امجتمع من ضرب العدد 
الفرد المقارن للعدد الأعظم من الثلاثة في مربع العدد الأعظم وف مربع العدد الأوسط وفي المجتمع 
من ضرب الأوسط في الأعظب . فإن الذي يمتمع أكثر من المجتمع من ضرب العدد الفرد المقارن 
للعدد الأوسط والعدد الفرد الممارن للعدد الأعظم مجموعين في مربعات الأعداد الثلاثة جميعًا. 

فليكن أعداد أكثر من عددين متوالية مبتدئة من الواحد عليها 1 ب ج د ؛ وبعدتها أعداد 
أفراد متوالية مبتدئة من الواحد مقارنة لها عليها ه و ز حء وليؤخذ ثلاثة أعداد من أعداد 1 ب 
ج د على الولاء: أي ثلاثة كانت. وهي أعداد ب ج د. 


ذ كنب ف افامش إنام هذااسط وفي كسا . واعاد كك به افامش. ل [ه] - - 2-5 مق عدد .ند مم : مكرية لى [ه] مم نقصاك 
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فأقول : إنه إن ضرب عدد ز في مربعي عددي ب ج وي المجتمع من ضرب ب في ج وزيد 
على ما يككون من ذلك المجتمع من ضرب ح في مربعي عددي ج د وي المجتمع من ضرب ج في 


د : كان ما جتمع أكثر من المجتمع من ضرب عددي زاح مجموعين في مربعات أعداد ب ج د. 


ات ا يمطعب ب لان 


برهان ذلك : أن أعداد ! ب ج د متوالية مبتدئة من الواحد. وأعداد ه و زاح أفراد متوالية 
مبتدئة من الواحد . فال مجتمع من ضرب عدد زفي امجتمع من ضرب ب ود في جء إذا زيد عليه 
مثلا امجتمع من ضرب ج في دء كان ما يجتمع أكثر من المجتمع من ضرب عدد ز في مربعي 
عددي ب د مزيدا عليه مثلا مربع عدد ب . فاما مثلا امجتمع من ضرب ج في د فهومثل المجتمع 
من ضرب الاثنين في المجتمع من ضرب ج في د . وأما مثلا مربع عدد ب فهو مثل المجتمع من 
ضرب الاثنين في مربع عدد ب . فالمجتمع من ضرب عدد زفي المجتمع من ضرب ب في ج مع 
امجتمع من ضرب عدد زهزيدا عليه اثنان في امجتمع من ضرب ج ني د أكثر من المجتمع من 
ضرب عدد زفي مربع عدد د مع / المجتمع من ضرب عدد زمع الاثنين في مربع عدد ب . ولكن ٠٠١‏ 
عدد ح مساو لعدد ز مع الاثنين لأن عددي زح فردان متواليان؛ فالمجتمع من ضرب عدد ز في 
امجتمع من ضرب ب في ج مع المجنمع من ضرب عدد ح في المجتمع من ضرب ج في د أكثر من 
امجتمع من ضرب عدد ز في مربع عدد د مع أمجتمع من ضرب عدد ح في مربع عدد ب . وإذا 
جعلنا امجتمع من ضرب عدد زفي هربع عدد ب مع المجتمع من ضرب عدد ح في مربع عدد د 
مشتْركا. كان المجتمع من ضرب عدد ز في مربع عدد ب وني المجتمع من ضرب ب في ج مع 
امجتمع من ضرب عدد ح في المجتمع من ضرب ج في د وف مربع عدد د أكثر من المجتمع من 
ضراب عدد ز وعدد ح مجموعين في مربعي عددي با د . وإذا جعلنا اجتمع من ضرب عددي ز 
ح في مريع عدد ج مشتركًا. كان المجتمع من ضرب عدد ز ني مربعي عددي ب جح ول امجتمع 
من ضرب ب في ج مع المجتمع من ضرب عدد ح في مربعي عددي ج د وفي المجتمع من ضرب 
ج ني د أكثرمن المجتمع من ضرب عددي زح في مربعات أعداد ب ج د ؛ وذلك ما أردنا أن 
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- كو - كل ثلائة أعداد متوالية . فإن المجتمع من ضرب أصفرها في أعظمها إذا زيد عليه 
واحد ‏ كات اجتمع ماويًا لمربع العدد الأوسط . 
فليكن ثلاثة أعداد متوالية عليها اب ج د. 


فاقول : إن امجتمع من ضرب | ب في د مزيدا عليه واحد مساو لمربع عدد سىس 


برهان ذلك : انا إذا جعلنا ب ه مثل ج وب ومثل د . كان كل واحد من 1ه ه وواحدًا. 
ومربع عدد باه مساو للمربعين الكائنين من ب ووه مع المجتمع من ضرب ب وفي وه 
مرتين. وامجتمع من ضرب ب وفي وه هرتين مساو للمجتمع من ضرب ب ولي واء ربع عدد 
باه مساو للمربعين الكائنين من ب ووه مع المجتمع من ضرب ب وفي وا. فاما المجتمع من 
ضرب ب وثي وا مع المربع الكائن من ب وفهومثل المجتمع من ضرب ١‏ ب في ب و وأما المربع 


الواحد. فاما ب وفهو مثل د وأما به فهو مثل ج . فامجتمع من ضرب ١‏ ب في د مزيذ! عليه 


واحد. مساو لمربع عدد ج ؛ وذلك ما أردنا أن نبيّن. 


كر - إذا كانت أعداد أكثر من عددين متوالية مبتدثة من الواحد وبعدتها أعداد أفراد 
متوالية مبتدثة من الواحد مقارنة لجا وأحدت من الأعداد المتوالية ثلاثة أعداد على الولاء. أي 
ثلاث كانت . وضرب العدد القرد المقارن للعدد الأوسط من الثلاثة في مربع الأصغر منها وفي مربع 
الأوسط وفي المجتمع من ضرب الأصفرفي الأوسط وزيد على ما يكون من ذلك المجتمع من ضرب 
العدد الفرد المقارن للعدد الأعظم من الثلاثة في مربع العدد الأعظم وفي مربع العدد الأوسط وف 
انجتمع من ضرب الأعظم في الأوسط. ونقص ما يجتمع المجتمع من ضرب العددين الفردين 
المقارنين للعدد الأوسط والعدد الأعظم مجموعين في مريع الأصفر وفي مربع الأعظم وف المجتمع 
من ضرب الأصفر في الأعظم . فإن الباقي أكثر من فضل ما بين مربع الأعظم ومربع الأصغر. / 
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فليكن أعداد أكثر من عددين متوالية مبتدثة من الواحد علبيا ا باج د. وبعدتها أعداد 
أفراد متوالية مبتدئة من الواحد مقارنة لها عليها ه و ز حء وليؤخذ ثلائة أعداد منها على الولاء. 
أي ثلاثة كانت. وهى أعداد ب ج د. 

فاقول: إنه إن ضرب عدد زفي مربعي عددي ب ج وفي المجتمع من ضرب ب في جاء 
وزيد على ما يكون من ذلك المجتمع من ضرب عدد ح في مربعي عددي ج د وفي المجتمع من 
ضرب ج في دء ونقص مما يجتمع المجتمع من ضرب عددي زاح مجموعين في مربعي عددي ب 
د ولي المجتمع من ضرب ب في دء فإن الباقي أكثر من فضل ما بين مربعي عددي د ب . 


برهان ذلك : أن أعداد ا ب اج د متوالية ميتدئة من المواحد. وأعداد ه و زاح أفراد متوالية 
ميتدثة من الواحد. فإذا ضرب عدد ز في مربعي عددي ب اج وي المجتمع من ضرب ب في 
ج . وزيد على ما يكون من ذلك امجنمع من ضرب ح في مربعي عددي ج د وني امجتمع من 
ضرب ج في ده كان ما يجتمع أكثر من المجتمع من ضرب زح مجموعين في مربعات أعداد ب 
ج د. ولكن مربع عدد ج مساو للمجتمع من ضرب ب في د مزيدا عليه واحد لأن أعداد ب 
ج د متوالية . فالمجتمع من ضرب عدد ز في مربعي عددي ب اج وي المجتمع من ضرب ب في 
ج مزيدًا على ذلك المجتمم من ضرب عدد ح في مربعي عددي ج د وني اجتمع من ضرب جا 
في د أكثر من المجتمع من ضرب عددي زاح مجموعين في مربعي عددي ب د وي الجتمع من 
ضرب ب في د مع المجتمع من ضرب عددي زح في الواحد. وإذا ألقينا منها جميعًا ما يجتمع من 
ضرب عددي زح في مربعي عددي ب د وي المجتمع من ضرب ب في دء كان المجتمع من 
ضرب عدد ز في مربعي عددي باج وف امجتمع من ضرب ب في ج ؛ إذا زيد عليه المجتمع 
من ضرب عدد ح ني مربعي عددي ج د وفي المجتمع من ضرب ج في د ونقص مما يجتمع النجتمع 
من ضرب عددي زاح مجموعين في مربعي عددي ب د وي المجتمع من ضرب ب في داء أكثرٌ 
من المجتمع من ضرب عددي زاح في الواحد الذي هو مثل ز ح مجموعين. ولكن عددي زح 
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بجموعين مساويان لفضل عا بين مربعى عددي د ب ؛ وذلك يتبيّن من الشكل الثالث من قولنا 
في مساحة القطع المكافى'. فامجتمع من ضرب عدد زفي مربعي عددي باج ولي المجتمع من 
ضرب ب في ج إذا زيد عليه امجتمع من ضرب عدد ح في مربعي عددي ج د وي المجتمع من 
ضرب ج ف د ونقص مما يجتمع امجتمع من ضرب عددي زح مجموعين في مربعي عددي باد 
وف المجتمع من ضرب ب في د ء كان الباقي أكثر من فضل ما بين مربعي عددي د ب ؛ وذلك ما 
أردنا أن نييّن. / 


- كح - إذا كانت خطوط أكثر من خطين على نسب أعداد متوالية مبتدئة من الواحد» 
وبعدتها خطوط على نسب أعداد أفراد متوالية مبتدئة من الواحد مقارنة لحاء وكان اللخط الأصغر 
من الخطوط التى على نسب الأعداد المتوالية مساويًا للخط الأصغرمن اللخطوط التى على نسب 
الأفراد. وأعذت ثلاثة خطوط من الخطوط التي على نسب الأعداد المتوالية على الولاء: 5 
ثلاثة كانت. وضرب الخط المقارن للخط الأوسط من الثلاثة في مربع الخط الأأصغر منها وفي 
مربع الخط الأوسط وف السطح المجتمع من ضرب أحدهما في الآخر» وزيد على ما يجتمع المجتمع 
من ضرب الخط المقارن للخط الأعظم من الثلاثة في مربع الخط الأعظم وني مربع الخط 
الأوسط وني السطح المجتمع من شرب أحدهما في الآخر: ونقص مما يجتمع المجتسع من ضرب 
الخطين المقارنين للأوسط وللأعظم مجموعين في مريع الخط الأصغروفي مربع الخط الأعظم وني 
السطح المجتمع من ضرب أحدجما في الآخرء فإن الباقي أعظم من المجتمع من ضرب أصغر 
الخطوط التي على نسب الأعداد الأفراد في فضل ما بين مريع أعظم الخطوط الثلاثة ومربع 
اصغرها. 

فليكن خطوط ١‏ ب ج د على نسب أعداد ه و زح المتوالية المبتدئة من الواحدء وليكن 


بعدتها خطوط ط ك5 ل م مقارنة لها على نسب أعداد ن س ع ف الأفراد المتوالية المبتدئة من 
الواحدء وليؤخذ ثلاثة خطوط من خطوط ١‏ ب ج د على الولاء» أي ثلاثة كانت؛ وهي بج 
د. وليكن ١1‏ مثل ط. 
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قأقول : ,إن الجتمع من ضرب خط ل في مربعي خطي ب ج وني السطح المجتمع من ضرب 
ب في جد ؛ إذا زيد عليه امجتمع من ضرب نخط م في مربعي نحطي ج د وف السطح المجتمع من 
ضرب ج في دء وتقص مما يجتمع المجتمع من ضرب خطي ل م في مربعي خطي ب د وفي 
السطح امجتمع من ضرب ب في د » كان الباق أعظم من المجتمع من ضرب خط ط في فضل ما 


اهبهو ها تمن طاهج ل يس 

بم يسم مسن يك ااه كا 

ج- ف لاه انق يجمة لهند التتك تت 20 
2ه 5ه 0 و - له . سلس _ للدم 


برهان ذلك : أن نسب خطوط ١‏ ب ج د بعضها إلى بعض كتسب أعداد ه و زح بعضها 
إلى بعض : ونسب خطوط ط ك ل م بعضها إلى بعض كنسب أعداد ن س ع ف بعضها إلى 
بعض. ونسبة 1 إلى ط كنسية ه إلى ن لأن ١‏ مثل طاء فنسبة كل واحد من خخطوط 1 ب جد 
إل ىكل واحد من خطوط ط 5 ل م كنسبة نظيره من أعداد ه و زح إلى نظير الآخرمن أعداد 
ن س ع ف. ولذلك يكون نسبة الجتمع من ضرب خط ل في مربعي خخطي ب ج وف السطح 
امجتمع من ضرب ب في ج إلى مكعب خط جد كنسية المجتمع من ضرب عدد ع في مربعي 
عددي و زوفي المجتمع من ضرب وفي ز إلى مكعب عدد ز. ولذلك أيضمًا يكون نسبة المجتمع 
من ضرب نخط م في مربعي خطي ج د وي السطح المجتمع من ضرب ج في د إلى مكعب خط 
ج كنسبة المجتمع / من ضرب عدد ف في مربعي عددي زاح وي المجتمع من ضرب زفي ح إلى 
مكعب عدد ز. وإذا جمعناء كانت نسبة المجتمع من ضرب خط ل في مربعي خخطي ب ج وي 
السطح المجتمع من ضرب ب في ج : إذا زيد عليه المجتمع من ضرب خط م في مربعي خطي ج 
د وفي السطح المجتمع من ضرب ج في د إلى مكعب خط ج كنسبة امجتمع من ضرب عدد ع بي 
مربعي عددي و ز وفي المجتمع من ضرب وفي زء إذا زيد عليه المجتمع من ضرب عدد ف في 
مربعي عددي ز اح وفي المجتمع من ضرب ز في ح إلى مكعب عدد ز. 

وكذلك أيضا نيّن أن نسبة المجتمع من ضرب خطي ١ل‏ م مجموعين في مربعي نحطي» ب د 
وفي المجتمع من ضرب ب في د إلى مكعب خط د كنسبة المجتمع من ضرب عددي ع ف 
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جموعين في مربعي عددي وح وف النجتمع من ضرب وف ح إلى مكعب عدد ح . ونسبة مكعب 
خط د إلى مكعب خط ج كنسبة مكعب عدد ح إلى مكعب عدد ز. فنٍ نسبة المساواة» يكون 
نسبة المجتمع من ضرب خخطي ل م مجموعين في مربعي خطي ب د ولي السطح المجتمع من ضرب 
ب في د إلى مكعب خط ج كنسبة المجتمع من ضرب عددي ع ف مجموعين ني مربعي عددي و 
ح وف امجتمع من ضرب وفي ح إلى مكعب عدد ز. وقد كنا بيّنا ان نسبة المجتمع من ضرب خط 
ل في مربعي خخطي ب ج وب السطح المجتمع من ضرب ب في جا ء. إذا زيد عليه امجتمع من 
كنسية انمع م١‏ ة ء قم ور وق المحتمء من ضرب وف [ - إذا١‏ 

كنسبة المجتمع من ضرب عدد ع في مربعي عددي وز وي المجتمع من ضرب وي ز . إدا زيد 
عليه امجتمع من ضرب عدد ف في مربعي عددي زح وي النجتمع من ضرب ز بي ح إلى مكعب 
عدد ز. فنسبة زيادة امجتمع من ضرب خط ل في مربعي خطي ب ج وفي السطح المجتمع من 
ضرب ب في جاء إذا زيد عليه امجتمع من ضرب خط م في مربعي خخطي ج د وني السطح 
اجتمع من ضرب ج في د عل المجتمع من ضرب خطي ل م مجموعين في مربعي خطي ب د ون 
السطح المجتمع من ضرب ب في د إلى مكعب خط ب كنسية زيادة المجتمع من ضرب عدداع 
في مربعي عددي وا زوب المجتمع من ضرب ولي زاء إذا زيد عليه ادمع من ضرب عدد ف في 
مربعي عددي زاح وي المجتمع من ضرب زفي ح على المجتمع من ضرب عددي ع ف مجموعين 
في مربعي عددي وح وق المجتمع من ضرب وفي ح إلى مكعب عدد (. ونسبة مكعب خط ج 
إلى امجتمع من ضرب ط في فضل ما بين مربعي خطي ب د كنسبة مكعب عدد ز إلى المجتمع 
من ضرب ن في فضل ما بين مربعي عددي واحء لان نسبة القاعدة وهي مربع خط اج إل 
القاعدة وهي فضل ها بين / مربعي خطي ب د كنسبة الماعدة وهي مريع عدد ز إلى القاعدة 
وهي فضل ما بين مربعي عدي وح . ونسبة الارتفاع وهو عمط جح إلى الارتفاع وهو خط ط 
كنسبة الارتفاع وهو عدد ز إلى الارتفاع وهون . فني نسبة المساواة . يكون نسبة المجتمع من ضرب 
خط ل في مربعي خطي ب ج وني السطح المجتمع من ضرب ب في ج ء إذا زيد عليه المجتمع 
من ضرب خط ام ثبي مربعي خخطي ج د ولي السطح المجتمع من ضرب ج في د. ونقص مما 
يتمع المجتمع من ضرب خطي ل م مجموعين قي مربعي خطي ب د وي السطح المجتمع من 
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ضرب ب في د إلى امجتمع من ضرب خط ط في فضل ما بين مربعي خطي ب د ء كنسبة المجتمع 
من ضرب عددع في مربعي عددي وز وي المجتمع من ضرب ولي ز. إذا زيد عليه المجتمع من 
ضرب عدد ف في مربعي عددي زح وي المجتمع من ضرب ز في ح ونقص مما يجتمع المجدمع من 
ضرب عددي ع ف مجموعين في عربعي عددي وح ولي المجتمع من ضرب وفي ح إلى المجتمع من 
ضرب ن في فضل ما بين مربعي عددي وح . ولكن المجتمع من ضرب عدد ع في مربعي عددي 


و زوق المجتمع من ضرب وبي ز. إذا زيد عليه انجتمع من ضرب عدد ف في عربعي عددي ر 


ح وي المجتمع من ضرب ز في ح - ونقص مما يتمع المجتمع من ضرب عددي ع ف مجموعين قي 


مربعى عددي وح وفي المجتمع من ضرب وفي ح . كان الباق أكثر من المجتمع من ضرب ن في 
فضل ما بين مربعي عددي وح . لأن (ن» واحد والنجتمع من ضربه في فضل ما بين مربعي 
عددي وح هومئل فضل ما بين هذين المربعين. فاتجتمع من ضرب خط ل في مربعي خطي ب 
ج وف السطح المجتمع من ضرب ب في جاء إذا زيد عليه المجتمع من ضرب خط م في مربعي 
خطي ج د وف السطح المجتمع من ضرب ج في د . ونقص مما يجتمع المجتمع من ضرب خطي ل 
م مجموعين في مربعي خحطي (ب د ولي السطح النجتمع من ضرب» ب في دء كان الباق أعظم 


- كط - إذاكانت خطوط أكثر من خطين على نسب أعداد متوالية مبتدئة عن الواحد. 
وبعدثا خطوط على لسب أعداد أقراد متوالية مبتدئة من الواحد مقارنة لحاء ولم يكن الخط 
الأصغر من الخطوط التّى على نسب الأعداد المثوالية مساوبًا للخط الأصغر من اللخطوط التّى 
على نسب الأفراد. وأحدذت ثلاثة خطوط من الخطوط البي على نسب الأعداد المتوالية على 
امولاء. أي ثلاثة كانت. وضرب الخط المقارن للخط الأوسط من الثلاثة في مربع الخط الأصغر 
سدبا 6 عربع الخط الاوسط وف السطح اجتمع عن ضرب ا حدثما في الآخرء وزيد على ها يجتمع 
انجتمع من ضرب الخط المقارن للخط الأعظم من الثلاثة في مريء الخط الأعظم / ول مربع 
الشخط الأوسط وفِ السطح الجتمم 3 قر ان احدقها 6 الاح ونقص 5 جسمع ادمع ص 
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الأعظم وني السطح المجتمع من ضرب أحدهما في الآخر. فإن الباق أعظم من المجتمع من ضرب 
أصغر الخطوط التي على نسب الأعداد الأفراد في فضل ما بين مربع أعظم الخطوط الثلاثة 
ومريع أصغرها. 

فلتكن خخطوط ١‏ ب ج د على نسب أعداد متوالية مبتدئة من الواحد. ولتكن بعدتها خطوط 
مقارنة لها على نسب أعداد أفراد متوالية مبتدئة من الواحد عليبا ه و زح . ولا يكونن 1 مثل 
ه . وليؤْخذ ثلاثئة خطوط من خطوط ١‏ ب ج د على الولاء؛ أي ثلاثة كانت وهي باج د. 

فاقول : إن المجتمع من ضرب خخط ز في مربعي خطي ب ج وف السطح المجتمع من ضرب 
ب في ج . إذا زيد عليه المجتمع من ضرب ح في مربعي نحطي جد د وف السطح المجتمع من 
ضرب ج في د + ونقص مما مجتمع من ضرب خطي زاح في مربعي خطي ب د وف السطح 
المجتمع من ضرب ب في داء كان الباق أعظم من المجتمع من ضرب خط ه في فضل ما بين 


لم ظر ومن ط وسع ب سدق 
ب يشبح و عطلمحج ذيوي يمي عن ييه 
سح به 1 عه شي بمخددم لعج سدع 
يسدم | اخ-_اده ,0 * ه ب م 2 


برهان ذلك : أنَا إذا جعلنا خط ط مثل خط ه . وجعلنا نب خطوط ط ك ل م بعضها 
إلى بعض . إذا أخذت عل الولاء. كنسب خطوط ! ب ج د بعضها إلى بعض . إذا أحذت 
على الولاء. كانت نسب خطوط ط ك5 ل م بعضها إلى بعض. إذا أخذت على الولاء: كنسب 
أعداد متوالية مبتدئة من الواحد؛ وخخط ه مساويًا لخط ط. فالمجتمع هن ضرب خط زفي 
مربعي عطي ك ل . ولي السطح المجتمع من ضرب كك في ل ء إذا زيد عليه انجتمع من ضرب 
خط ح في مربعي خخطي ل م وف السطح المجتمع من ضرب ل في م . ونقص مما يجتمع المجتمع 
من ضرب خطي زاح مجموعين في مربعي خخطي كك م وف السطح المجتمع من ضرب ك في م. 
كان البائي أعظم من المجتمع من ضرب خط ه في فضل ما بين مربعي خخطي كد م. ونسبة فضل 
ما بين مربعي خطي ب د إلى فضل ما بين مربعي خخطي كك ع كنسبة مريع نحط ب إلى مريع 
خط 5 . لان نسب خطوط ط ‏ ل م بعضها إلى بعض . إذا اخذت على الولاء. كنسب 
خطوط ١‏ ب ج د بعضها إلى بعض . إذا أخذت على الولاء. فنسبة امجتمء من ضرب خط ه 


7 | حنفى : عجهر ل 8 كب قفي اغشامشي إزاء هد الطر فلي اكسء. 
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في فضل ما بين مربعي خطي ب د إلى المجتمع من ضربه في فضل ما بين مربعي خطي كد م 
كنسبة مربع خط ب إلى مربع خط ك5 . ونسبة مريع خط ب إلى مربع خط 5 كنسبة مريع خط 
ج إلى مربع خط ل وكتسبة مربع خط د إلى مريع خط م وكتسبة السطح الجتمع من ضرب ب 
في ج إلى السطح المجمع من ضرب كك في ل وكنسبة السطح المجتمع من ضرب ج في د إلى 
السطح المجتمع من ضرب ل في م وكنسبة السطح المجتمع من ضرب ب في د إلى السطح امجتمع 
من ضرب ك في م. فنسبة السطح المجتمع من ضرب ه في فضل ما بين مربعي خطي ب د إلى 
السطح امجتمع من ضربه في فضل ما بين مربعي خطي كك م كنسبة / مربعي خطي ب جا 
والسطح المجتمع من ضرب (اب في ج إلى مربعي خطي ك ل والسطح المجتمع من ضرب» ك في 
ل وكنسبة مربعي خطي جد د والسطح المجتمع من ضرب ج في د إلى مربعي خخطي ل م والسطح 
امجتمع من ضرب ل في م وكنسبة مربعي خطي ب د والسطح المجتمع من ضرب ب في د إلى 
مربعي خطي ك ام والسطح المجتمع من ضرب > في م. وكل خط مضروب في سطحين. فإن 
لسبة المجسم المجتمع من ضربه في أحدهما إلى (النجسم) المجتمع من ضربه في الآخ ركنسية أحد 
السطحين إلى الاخر. فنسبة المجتمع من ضرب ه بي فضل ما بين مربعي خطي ب د إلى الجتمع 
من ضربه في فضل ما بين مربعي خطي 'ك اه كنسبة المجتمع من ضرب خط ز في مربعي خطي 
ب اج وقي السطح المجتمع من ضرب ب في ج إلى المجتمع من ضرب خط از أيضًا في مربعي 
خطي 5 ل (وفي السطح المجتمع من ضرب 5 في ل» وكنسبة المجتمع من ضرب خط ح في 
مربعي خطي + د وف السطح امجتمع من ضرب ج في د إلى المجتمع من ضرب خط ح أيضا في 
مربعي خطي ل م وني السطح امجتمع من ضرب ل في م وكنسبة المجتمع من ضرب خطي زاح 
مجموعين في مربعي خطي ب د وفي السطح المجتمع من ضرب ب في د إلى المجتمع من ضرب 
خطي زح أبضنًا في مربعي خطي ك5 م وني السطح امجتمع من ضرب ك في م. فإذا أخذنا 
المجتمع من ضرب ز لي مربعي خطي ب ج وني السطح امجتمع من ضرب ب في ج . فزدنا عليه 
اجتمع من ضرب ح في مربعي خخطي جد اد ولي السطح المجتمع من ضرب ج في د . ونقصنا مما 
جتمع المجتمع من ضرب خطي زح مجموعين في مربعي خطي ب د وف السطح المجتمع من 
ضرب ب في د . كانت نسبة الباقي (إلى» الذي يبقء إذ! أخذنا المجتمع من ضرب ز في مربعي 
خخطي كك ل وف السطح المجتمع من ضرب 5 في ل ١‏ وزدنا عليه المجتمع من ضرب ح في مربعي 


لادان 


5-5 


20 


خطي ل م وي السطح المجتمع من ضرب ل في م : ونقصنا ما يجتمع امجتمع من ضرب خخطي ز 
ح مجموعين في مربعي خخطي > م ولي السطح المجتمع من ضرب ك في م كنسبة المجتمع من 
ضرب ه في فضل ما بين مربعي خطي ب د إلى امجتمع من ضرب ه في فضل ما بين مربعي 
خطي ك5 م. وإذا بدلنا كانت أيضسًا متناسبة. وقد كنا بيّنا أن المجتمع من ضرب ز في مربعي 
خطي ك ل وبي السطح المجتمع من ضرب 5 في ل١‏ إذا زيد عليه المجتمع من ضرب ح في 
مربعي خطي ل م وف السطح المجتمع من ضرب ل في ع0 وتقص ما يتمع المجتمع من ضرب 
خطي زح مجموعين في مربعي خطي ك5 م وني السطح الجتمع من ضرب 5 في م ؛ كان ما ببق 
أعظم من امجتمع من ضرب ه في فضل ما بين مربعي خطي 5 م. فالمجتمع من ضرب [ في 
مربعي خطي ب ج وني السطح المجتمع من ضرب ب في ج ء إذا زيد عليه المجتمع من ضرب ح 
ف مربعي خطي ج د وني السطح المجتمع من ضرب ج في دء ونقص مما يجتمع المجتمع من 
ضرب خخطي زاح مجموعين بي مربعي خخطي ب د وني السطح المجتمع من ضرب ب في دء كان 
الباق أعظم من المجتمع من ضرب ه في فضل ما بين مربعي خطي ب د ؛ وذلك ما أردنا أن 


نبيّن . / 


- ل - إذا كانت ثلاثة مقاديرء وكان لكل واحد مها نسبة إلى صاحبيه+ وكان الأول 
أصغرها والثالث أعظمهاء فقد يمكن أن يوجد مقادير متوالية على نسبة الأول إلى الثاني مبتدئة من 
الأول ومنتبية إلى مقدار أعظم من الثالث. 

فلبكن الثلاثة المقادير الني لكل واحد منها نسبة إلى صاحبيه مقادير ١‏ ب ج د هء وليكن 
أصغرها ! وأعظمها د ه. 

فأقول : إنه قد يمكن أن توجد مقادير متوالية على نسية ١‏ إلى ب ج مبتدثة من 1 منتبية إلى 


مقدار أعظم من ده 
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اخطى (الأيل): خط - 5إاههد: قد - 7]مقادير ! بد ده: مكررة -- 20 ده: تمه. 
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١1٠١‏ - و 


برهان ذلك : أنّا إذا جعلنا زيادة مقدار ب ج على مقدار ١‏ بمقدار ب ووزيادة مقدارد ه 
على مقدار ! بمقّدار د زء كان لمقدار ب ونسية إلى مقدار د ز» فقد يمكن يكثرة تضاعيفه أن 
يكون زائدًا عليه. فإذا جعلنا أضعافه الزائدة على مقدارد زفي مقدارح طء وجعلنا نسبة ك ل إلى 
بج كنسية ب ج إلى ١‏ وكنسبة م إلى ك ل. وم نزل نفعل مثل ذلك حتى يكون عدة مقادير 
ب ج ك ل م كعدة ما في مقدارح ط من أمثال ب و وقسمنا ح ط بأمثال ب اف وهي أقسام 
احاسٍِ س ع عاط ؛ وجعلنا ك ن مثل زيادة كا ل ل على ب ج ء كانت نسبة ١‏ إلى ب ج كنسبة 
ناج إلى ك5 ل. وإذا نقصنا الأصغرين من الأعظمين : كانت نسسية الباق + ٠‏ وهو ساو. إلى 
الباق ٠‏ وهواك نء كنسية ١‏ إللىس ج. ومقدار | أصغر من مقدار ب ج.ء فقدارك ن: الذي هو 
زيادة ك ل على ب ج : أعظم من مقدارب والذي هوزيادة ب ج على ؟. وكذلك أبضا نين 
أن زيادة م على ك ل أكثر من زيادة ك ل على ب ج وأكث ركتيرًا من زيادة ب ج على ١‏ . فأما 
ب والذي هو زيادة ب ج على ١‏ فهو مئل ح س ؛ وأما كل واحدة من زيادتي 5 ل على ب ب 
وم على ك ل فهي أكثر من كل واحد من س ع ع ط. وعدة الزيادات كعدة أقسام خط ح ط. 
وإذا جمعناء كانت زيادة م على 1 أكثر من ح ط. ولكن ح ط أكثر من د زء فزيادة م على | 
اكثركثيرًا من د ز. ومقدار | مثل مقدار زه ء فزيادة مقدار م على مقدار | مع مقدار ١‏ أكثر من 
مقدار د ه. وزيادة مقدار م على مقدار ! مع مقدار | مثل مقدار م. فقدار م أعظم من مقدار 


ده. ومقادير 1 ب ج ك ل م متوالية على نسية 1 إلى ب ج ؛ وذلك ما أردنا أن نبيّن. 


- لّ- إذاكان مقداران: وكان أحدهما أصغر من الآخر: وكان أيضًا مقداران آخران أحدهما 
أصغر من المقدار الأعظم من المقدارين الأولين: (ونقص من المقدار الأعظم من المقدارين 
الأولين» مقدار نبته إليه لست بأل من نسية أصغر المقدارين الآخرين إلى أعظمههاء وزة 

من البائي مقدار نبته أيضمًا إلى ذلك الباقي ليست بأقل من نبة أصغر المقدارين الأتخرين إلى 
أعظمها. ثم 4 يزك يفعل بما ببق مثل هذا الفعل: فإنه سيبق من المقدار الأعظم ما هو أقل من 


الأصغر. / 


فليكن مقداران عليها اب ج دء (وليكن اب أعظم من ج دء وليكن مقداران آخران ١٠1-ط‏ 


عليها ه ون وليكن ه أصغر من وز دوليكن وزأصغر من اب». 


5ن 5ف - ق8دون: كنف ,دون دف - 7|الآس: الامش - 15 المقدارين: القادير. 


دن 


فأقول : إنه إن نقص من أ ب مقدار نسبته إليه ليست بأقل من نسبة ه إلى وزه (ونقص» 
ما يبى منه مقدار نسبته إليه ل ليست بأقل من هذه النسية: م لم يزك يفعل بها يبق مثل هذا 


الفعل. فإنه سييق من آب مقدار أصغرمن مقدار ج <. 


برهان ذلك : أنا إذا فصلنا من وزمثل ه » وهوح زء وجعلنا نسبة ط د إلى د ج كنسبة زرح 

5 إلى ح وء فإن ج ط إما أن يكون أعظم من آ ب وإما ألا يكون أعظم منه. فإن كان أعظم 
منه :(فنسبة ١‏ ب إلى ج د أقل من نسبة ج اط إلى ج د. ولكن نسبة ج ط إلى ج د كنسية وز 
إلى وحء فنسبة [ ب إلى ج د أقلّ من نسبة وز إلى وح. فإذا جعلنا نسبة ب ل إلى ! ب كنسبة 
زح إلى زئ كانت نسبة اب إلى ال كنسبة وز إلى وحء قنسبة اب إلى ج د اقل من نسبية 
آب إلى ال. فيكون ال أقل من ج دء وذلك ما أردنا». 

20 وإلآ فإن لمقاديرا ب ج ط ج د بعضها إلى بعض نسبةء وأعظمها ١‏ ب وأصغرها ج د: فقد 
يمكن أن توجد مقادير متوالية على نسبة ج د إلى ججى جا ط مبتدثة من ج د ملتبية إلى مقدار أعظم 
من اب. فإذا جعلنا هذه المقادير مقادير ج د جا ط ج كء كانت نسبة ط د إلى داج كنسية 
ك ط إلى ط ج وكنسبة زح إلى ح و. وإذا جعلنا نسبة بال / إلى ب ١‏ ليست يأقل من نسبة ها ١١4‏ -, 
إلى وزء وكذلك نسبة ل م إلى !ل وم نزل نفعل مثل ذلك حتى تكون عدة أقسام ب ل ل م م! 

8 كعدّة خطوط ك ط ط د د جء لم يكن نسبة ب ل إلى ب 1 بأقل من نسية ه إلى وزء وه مثل 
زح. وإذا فصلناء لم يكن نسبة ب ل إلى آل باقل من نسبة زح إلى ح و. ونسبة زح إلى ح و 
كنسبة ى ط إلى ط جء فنسبة ب ل إلى آل ليست بأقل من نسبة 5 ط إلى ط ج. وكذلك 
أبضًا نبيّن أن نسية ل م إلى م 1 ليست بأقل من نسية ط د إلى د ج. ومن ذللك يتبيّن أن نسبة 


| ] معادي - مقاير وعد إثاء هذا السطر لي اشامش علي له 13يال : كرر بعدها تبابة شكل ك1 واه شكال كب كج . كد كه, 


كر كك ولكنه تنبه وأشار إلى أثبا معادة. . يعي من ١٠ل‏ ظ إلى 118 او وتذا|ظ صفحة يضاء ب 1: مآ. 


لانن 


لل 


5 


باء إلى م | ليست بأقل من نسبة كد د إلى د ج. » وإذا ركبنا. لم يكن نسبة ب ١‏ إلى ١‏ م بأفل 
من نسببة 5 جح إلى جد . وإذا بدلناء لم يكن نسبة ب ١‏ إلى ك ج يأقل من لسة ا م إلى ج د. 
فهي إما مثلها وإما أعظم منها. فإن كانت مثلهاء وقد كان ب ١‏ أصغر من ك جء فإن ١‏ أم الباق 
من اس اصغر من ج د وهو الذسي اردنا. 

وإذ كانت أعظم ب ٠‏ فهي كنسبة مقدار أعظم من اء إلى مقدار ج د. ليكن ذلك 
المفدار! ن؛ فيكون ان أصغرمن ج د لأن نسبته إليه كنسبة 1م إلى ج كك فقدار! م البائي من 


اب أصغ ركثيرًا من ب د؛ وذلك ما أردتا أن نبيّن. 


- لب - إذا أخرج في قطعة من القطع المكافئ قطرهاء وأخرج في أحد نصفيها خطوط 
ترتيب على ذلك القطر. فكانت نسب أقسام القطر التي تقسمه بها تخطوط الترتيب بعضها إلى 
بعض . إذا اخذت عل الولاء. كنسب أعداد أفراد متوالية مبتدئة من الواحد بعضها إلى بعفى. 
وكان أصغر تلك الأقسام القسم الذي بلي رأس القطع . ووصلت فها (بين» أطراف خطوط 
الترتيب الي في جهة واحدة وفيا بين رأس القطم أيضمًا وطرف الخط ط الأصفرمن خطوط الترتيب 
التي أخرجت خطوط مستقيمة. فحدث في في القطم شكل مستقيٍ الأضلاع بحوط به نصف 
القطعة من القطم . وألبت قطر تلك القطعة من القطع . در ساكر ألا الشكل الذي في 
نصفها من موضع ما حن ى يعود إلى موضعه الذي منه بدأ. ٠‏ فاجشم الذي بحويه ذلك الشكل أفلٌ 
من نصف الأسطوانة الي قاعدتبا دائرة قاعدة هذا الشكل - إن كانت قاعدته دائرة - أو قاعدة 
أسفله - إن كان أسفله يسبط مخروط مستدير - وارتفاعها مساو لقطر تلك القطعة من القطع 
مثل ثلني اخجتم الكائن من ضرب قطر القطعة في الدائرة التي قطرها العمود الواقع من الطرف 
الذي على خط القطع من طرفي أصفر خطوط الترتيب التي أخرجت في القطع على قطر القطع . 

يكن نصف قطعة من القطع الكافن علي بج وعل قطر اقعطمة ب ج؛ وليكن في 
نصن هذه القطعة خطوط ترتيب على قطرب جح عليبا داه وز!ج . وليكن نسب خطوط 
ب م زوج بعضها إلى بعض . إذا أخذت على الولاء. كنسب أعداد أفراد متوالية مبتدئة من 
الواحد عليها م ما ط 5 . وليكن أصفرها ب ه . ونصل خطوط أوود دب. 


٠» 1‏ يبدولنا أن في هذا الكان فقرة ناقصة نتضمن البرهان؟ء + ولقد فضا عدم التدععل ي النص وكملنا اليرهان فى | لشرح رب أ: م - 
#بانعا - 3ب1بع1 [إأخرج (الأول): خرج ‏ 3اغوط: تحرط - 22 باه: باد 


لدان 


نذا 


2١ 
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فأقول : إنه إذا أثبت خط ب جء وأدير سائر أضلاع شكل ج ١‏ ود ب من موضع / ما حى لظ 


تعود إلى الموضع الذي منه بدأت؛» فإن الجسم الذي يحويه هذا الشكل أقل من نصف الأسطوانة 
الي قاعدتها دائرة قاعدة هذا ١‏ ألجسم؛ إن كان أسقله سفله دائرة ؛ 0 قاعدة أسفله إن كان أسفله 
لاق عي لس لين م عت ترح 2 
الدا؛ ال قطي ات سه لسعلم امع من شري ق آل إل الا التي مريع قطرها 
مساو للسطح المجتمع من ضرب وم في ال وكنسبة مربع خط دن إلى الدائرة التي قطرها دن 
(وكنسية السطح امجتمع من ضرب وم في د ن إلى الدائرة التي مربع قطرها مساو للسطح المجتمع 
من ضرب وم في د 0». فثلث المجسيات الكائنة من ضرب به في الدائرة النى قطرها دن: ومن 
غرباه زو في الدائرتين اللتين قطراهما خخطا دن وم ولي الدائرة التي مربع قطرها مساو للسطح 
المجتمع من ضرب دن في في ومء : ومن ضرب زج في الدائرتين اللتين قطراهما خخطا وم ال: 6 
الدائرة النى مربع قطرها مساو للسطح امجتمع من ضرب وم في ال» مع ثلثي المجسم الكائن من 
ضرب ب ج في الدائرة الي قطرها ده ء مساو لنصف الجسم الكائن من ضرب ب ج في 
الدائرة الى قطرها ١‏ ل. 

فأما ثلث النجسم الكائن من ضرب به في الدائرة التى قطرها د ن»: فهو ماو لمساحة الخروط 
المستدير الذي قاعدته المدائرة التي قطرها د ن وارتفاعه خط ب ه. وأما ثلث المجسم الكائن من 
ضرب ه زفي الدائرنين اللتين قطراهما خطا د ن وم وف التي مربع قطرها مساو للسطح المجتمع من 
ضرب دن في ومء فهر مساو لفضلة المخروط المستدير التي قاعدتها الدائرة التي قطرها خبط وم 
وسطح أعلاها الدائرة التي قطرها خط د ن. وأما ثلث امجتمع من ضرب زج في الدائرتين اللنين 
قطراهما خطا وم ال وفي الدائرة الي مربع قطرها مساو للسطح المجتمع من ضرب وم في ال؛ 
فهو مساو لفضلة المخروط المستدير الي قاعدتها الدائرة التي قطرها 1 ل وسطح أعلاها الدائرة الي 
قطرها وم. (واجسم» الذي ذكرنا من الروط روط وفضلتي اخروطين المستديرين: إذا جمع : مساو 
للمجسم الذي يحدثء إذا أثبت خط نجء وأدير سائر أضلاع شكل اودب فهذا 
نسم مع ل الجسم الكائن من شرب سسب في داز لني قا خط 5د سار اتا 


2 بدات : بدت 3 مام الداثرة ابي قطرها وم: ضرب دن في وم د هو ند تمه دنا ده - كب في اشمش إزاء 
هذا النطر اي 5 اكب في القامش إناء هذا لسطر عقي بمو 


1 


الجسم الذي قاعدته الدائرة التي قطرها !ل وارتفاعه ب ج. وهذا المجسم هو الأسطوانة التي 

قاعدتا - الدائرة الى قطرها ال - وارتفاعها نس جح . فاللهجم الذي يحدث: إذا أثبت خط 
5 1 1 3 

للسشدد + 8 ّ 8 لصب يلك 5 5 0 0 

ب ج . وادير سائر اضلاع شكل ج | ود ب من موضع ما حتى يعود إلى ذلك الموضع . أقل من 

نص الأسطوانة التي قاعدتها الدائرة التي قطرها ١‏ ل. وارتفاعها خط ب ج ء. بمثل ثلث المجسم 


الذي يكون من قرب باج لي الدائرة التي قطرها د ه الذي هو عمود على ب د . 


وأيضمًا: فإذا لا نجعل / خطوط الترتيب أعمدة على قطرب جد - ولتكن الأعمدة التي تخرج م و 


من نقط | ود إلى السهم أعمدة آس وع دف كا في الصورة الثانية والثالئة - فإذا وصلنا 
خطوط لاس مع نفء كانت خخطوط اس ل وعم دفان خخطوطًا مستقيمة وزاويتا 
د فاه وع زمتساويتان لأنها قائمتان. وخط ده مواز لخط وزء فراوية داه اف مساوية لزاوية 
وزع وثبق زاوبة ف داه من مثلث ه داف مساوية لزاوية زوع من مثلث ع وز. فثلنا ه دف 
اع وزمتشاببان؛ ويككون لذلك نسبة ده إلى وزكنسبة داف إلى وع. وعثل ذلك أيضًا بتبيّن 
أن نسبة وزإلى ١ج‏ كنسبة وع إلى ١‏ س. وتسب خطوط داه وزاج بعضها إلى بعض كنسب 
أعداد أزواج متوالية مبتدئة من الاثتين. وخط د ن مثلا خط د ف وخط وم مثلا خط وع وخخط 
ال مثلا خط اسء فتسب خطوط دن وم ال بعضها إلى بعض . إذا أحذت على الولاء. 
كنسب اعداد ازواج متوالية مبتدئة من الاثنين. ونسب خطوط باه ه زازج بعضها إلى 
بعض : إذا أذت على الولاء: كنسب أعداد أفراد متوالية مبتدئة من الواحد. فثلث امجتمع من 
من ضرب دن في وم. ومن ضرب زج بي مربعي خخطي وم ال وي السطح المجتمع من ضرب 


1 
دهم تت 
7 مل أظر 
0 اي ع 3 7 8 
ذل ٍِ - 0 د 7 يح ام 8 
1 السام 0 3 م : ارقا 1 
0 5 5 0 ا : 
: / وإ نسم ل لم 
ل كذ ا 0 ا 0 ا ١‏ 
ا 17 7 0 1 0-0 / 
5-0 لحدا اه انلها ف 0 4( 
العالئة الغانية الأولى 
7ق دب )1 قا ده: باده ' شاتقف! هادن ره داب شادما - 16 كتب في غامش إزاء هذ' الطر في يا 


ا 


من 


لنصف المجتمع من ضرب ب جد في مربع خط ! ل. ونسبة مربع خط د ن إلى الدائرة التي قطرها 
إلى الدائرة البى مربع قطرها مساو للسطح الجتمع من ضرب دن في وم وكلسسة مريع خط ال 
إلى الدائرة الي قطرها ال وكنسبة السطح المجتمع من ضرب وم في ال إلى الدائرة التي مربع 
قطرها مساو السطح المجتمع من ضرب وم في !ل وكنسية مريع خط د ف إلى الدائرة الي قطرها 
دف. فلث المجسمات الكائنة من ضرب باه في الدائرة البى قطرها د ن. ومن ضرب ه زفي 
الدائرتين اللتين قطراهما د ن وم وني الدائرة التي مربع قطرها مساو للسطح امجتمع من ضرب دان 
في وه. ومن ضرب زج في الدائرتين اللتين قطراهما خطا وم ال وبي الدائرة التي مربع قطرها 
مساو للسطح امجتمع من ضرب وم ي ال. مع ثلثي المجتمع من ضرب ب ج في الدائرة الي 
قطرها د ف.ء ماو لنصف المجسم الكائن من ضرب ب ج في الدائرة التي قطرها | ل. فأما لك 
المجتمع من ضرب باه في الدائرة التي قطرها ددن. فهو مساو لمساحة الحروط الأجوف الذي 
عليه دب نه من الصورة الثانية ولساحة الجسم الذي عليه أيغا دبا نه من الصورة 
الدائرتين اللتين فطراهما د ن وم وي الدائرة التي مربع قطرها مساو للسطح المجتمع من ضرب د ن 
ولساحة المحسم الذي عليه أيضسًا د ه ن م زومن الصورة الثالثة: الذي هو إها فضلة معين يجسم 
وإما فضلة مخروط أجوف. (وأما ثلث المجتمع من ضرب زج في الدائرتين اللتين قطراهما وم ! ل 
وف الدائرة التي مربع قطرها مساو للسطح امجتمع من ضرب وم في ال فهر ماو لمساحة فضلة 
اخروط الأجوف البي عليها وزم ل جا من الصورة الثانية. ولساحة الجسم الذي عليه أيضسًا 
وزم ل ج | من الصورة الثالئة الذي هو إما فضلة معين جسم وإما فضلة مخروط أجوف. > وأما 
اجتمء من ضرب ب جد في الدائرة التى قطرها ! ل فهو مساو للأسطوانة التى قاعدتها الدائرة الى 
قطرها ال وارتفاعها ب ج. فيكون المحسم الذي عليه د ب نه الذي هو في الصورة الثانية 
مخروط أجوف وبي الصورة الثالئة اما معين جسم وإعا مخروط أجوف. ومجمها ده نمزو 
وزمل حج ! اللذان هما في الصورة الثانية فضلتا مخروطين أجرفين» وهما في الصورة الثالثة إما 


لا 3 اشمشل إباء هذ الص الل اجر بو واعص يرا 13 دمدانهس لايك واشلةع 2 ل يم ل كاكتااي دعل رع 
1 - 00 ا 1 عاك الل ال رس اله كل جم ص : 
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ماذ لاظل 


فضلتا معينين مسمين وإما فضلتا مخروطين أجوفين وإما أحدهما فضلة مخروط أجوف والآخر 
فصلة معين مجسم . عع ثلثي المجسم اجتمع هن سانا نع في الدائرة الني قطرها دف مساو 
لنصف الأسطوانة التى قاعدتها الدائرة التى قطرها آل و«ارتفاعها ب ج. والخروط الأجوف 
المستدير الذي ذكرنا مع فضلتي امخروطين الأجوقين مساو للمجسم الذي يحدث بإدارة شكل 
جح اود ب مل الصورة الثانية اذا كان الخط الثايت ب عه . وكذلك أيضنًا حال المعين الجسم أو 
الخخروط الأجوف من الصورة الثالثة مم فضلتي المعينين المجسمين منها واتخروطين الاأجوفين او 
انجسمين اللذين أحدهها معين مجسم والآخر مسخروط أجوف. فا جسم الذي يحدث؛ إذا أثبت خط 
ب جء وأديرسائر أضلاع شكل ج اود ب من موضع ما حتى يعود إلى ذلك الموضع . أقل من 
تصن الأسطوانة الي قاعدتها الدائرة. الي قطرها ' لل. وارتفاعها خط ب جء بمثل ثلثي النجسم 
الكائن من ضرب ب ج في الدائرة التي قطرها د ف الذي هو العمود الواقم من نقطة د على قطر 


باح ؟ وذللك م ردنا ان بين . 

- ل - إذا كانت قبة مكافئة معتدلة الرأس معلومة ومجسم معلوم . فقد يمكن أن نخط في 
البسيط المحيط بالقبة دوائر موازية لقاعدة ذلك البسبط يكون منى أخرجت من اللخطوط المحيطة 
بها خطوط ترتيب إلى سهم القبة. قسمته أقسامًا يكون نسبها بعضها إلى بعض . إذا أعذت على 
الولاء. كنسب أعداد أفراد متوالية مبتدثة من الواحد / ويكون أصغرها الذي يلي رأس القبة. 
وإذا اتصلت بسط فنما بين الخطوط المحيطة بالدوائر التى خطت على القبة وبسيط أخر فها بين 
الخط المخيط بأصغر دائرة ونقطة راس القبة. حدث في القبة مجسم تحيط به. وكانت زيادة القبة 
على ذلك النجسم أقل من المجسم المعلوم. 

قليكن قبة مكافئة معتدلة الرأس معلومة على نصف القطعة الذي أدير فأحدثيها آسا: وعلى 
سهمها الذي هو سهم القطع نس سوا وعلى هذا النصن من القطعه إذا دار فوافا من الجهة 

فأقول: إنه [لا] يكن أن خط في بسيط قبة آ ب د دوائر موازية لدائرة قاعدة بسيطها. 


ع 
ليت 
د 


ويكون متى اخرجت من الخطوط اخيطة بتلك الدوائر إلى سهم ب ج خطوط ترتيب قسمت 
ب اج أقسامًا يكون نسبها بعضها إلى بعض . إذا أخذت على الولاء. كنسب أعداد أفراد متوالية 


2 دف: دس 6#واشروطين: والممروط - 5!الذتي: للذي 7الباصغر؛ بأصغرها - 9إقبة: فيه 0 هذا: ا هدذه. 
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مبتدئة من الواحد. وإذا اتصلت بسط فيا بين الخطوط المحيطة بتلك الدوائر وبسيط اخرفها بين 
رأس القبة والخط المحيط بأصغر تلك الدوائ. حدث في القبة مجسم تحيط به وكانت زيادة القبة 


على ذلك المجسم أقل من يحسم ه . 


جيل 


الأول 


برهان ذلك: أنا إذا وصلنا خط آابء وجعلتا خط الترتيب الذي يخرج من نقطة ! إلى 
السهم خط ١ج‏ . فإن الطوق الذي تحدثه قطعة | وب بدوراتباء إذا أثبت خط ب جء وأدير 
نصف القطع الذي عليه ١‏ ب جد. إما أن يكون أقل من مجسم ه . وإما آلآ يكون كذلك. فإن 
كان أقل : فهو الذي أردناء وإلا فإنا إذا قسمنا خط ١‏ ج بنصفين على نقطة ز وأخرجنا من نقطة 
ز خطنًا موازيًا لخط ب ج عليه زوف وأجزنا على نقطة وخخطًا مماسًا للقطم عليه ح وط فلتي 
السهم على نقطة ط ؛ وأخرجنا من نقطة ١‏ خطنًا موازيًا لخط ب ج عليه ١‏ ح: كان سطح 
ح ط ب 1 محيطنًا بقطعة ١‏ وب من القطع. فالمجسم الذي يحدثه سطح ح ط ب أء إذا أثبت 
5 000000 , 5 2 ا 1500000011 8 5 - د ” . أ 
خط ط جى.ء. وادير سائر اضلاع سطح ح ط ب ١‏ مع سطح نصف القطع ) اعظم من الطوق 
الذي يحدثه عند ذلك اوب. وامجسم الذي يحدث بإدارة سطح ح ط ب ١‏ مساو للمجتمع من 
ضرب بك في الدائرة الى نصف قطرها خط اج . وأيضئاء فإن باك ك جح وك اج أربعة 
خطوط وب ك ثلث ك ج ووكى نصف ١‏ ج. فالمجسمات الكائنة من ضرب بك في مريع خط 


2 القة (الثائية»: أثتا في الهامئى ١‏ - 7 خبط : كتب بعدها «ووصنا خط ا ووب بمكان هده الجملة هوت السطر التالي بسد عليه 
زوا- يعي بي الغطوطة قرق هذا المككان في سطر بايق. وريًا اختططت الرؤية على الناسخ قوضعها في هذا المكانت - ]] خط بد!؛ 
عباط - 2 وس اح / ولمجم: فانجم 


مدنا 


11 


15 


ليك 


وك. ومن ضرب ك ج في مربعي خخطي وك اج (وكفي السطح المجتمع من ضرب وك في اج . 
إذا جمعت. ونقص منها اتجسم الكائن من ضرب ب ج في مريع خط 1 جء كان الباقي أعظم 
من الجسم الكائن من ضرب ب ك في مربع نط ١ج.‏ ونسبة المجسيات الكائنة من ضرب باك 
في مريع خط وكء ومن ضرب كك ج لي مريعي خطي وك اج ولي السطح المجتمع من ضرب 
وك في اج: ومن ضرب ب بج في مربع خط 1ج . إلى المجسمات الكائنة من ضرب ب ك في 
الدائرة التي نص قطرها وك . ومن ضرب 5ك ج في الدائرتين اللتبن نصفا قطرييا وك اج (و)ي 
الدائرة التي مع نصف قطرها مساو / السطح أجدين من 0 : ومن شوب 
كربت إلى الجسم الكائن من قرب 22 فى الدائزة السك 
فالجسمات الكائنة من ضرب ب ك في الدائرة التي نصف قطرها وك. ومن ضرب كاج في 
الدائرتين اللتين نصما قطريها وك اج وق الدائرة الي مربع نصف قطرها مساو للسطح امجتمع 


ف ن ضرب وك كد في اجء إذا جمعت ونقص منبا المجسم الكائن من ضرب ب ج في الدائرة الي 
نصف قطرها ١‏ ج - قاما انجسم الكائن من ضرب ب في الدائرة الني نصف قطرها وك . فهو 
ثلاثة أمثال امخروط المستدير الذي يعدث بإدارة وبي + وأما الجسم الكائن من ضرب كك ج في 
الدائرتين اللتبن نصفا قطرييا وك اج وي الدائرة التي مربع نصف قطرها مساو للسطح امجتمع 
من غرب وك في اج فهو ثلاثة أمثال فضلة الخروط المستدير الذي يحدث بإدارة منحوف 
وك ج ا؟ واما المجتمع من ضرب ب ج في الدائرة التي نصص قطرها ١‏ ج. فهو ثلاثة أمثال 
الخخروط المستدير الذدى يدث بإدارة مثلث أناج - قإدا نقصنا من ثلانة أمثال جميع الجسم 
الذي يدث بإدارة منحرف اوبح ثلاثة أمثال جميع الخروط الذي يحدث بإدارة مثلث 
اب جء فإن البائي يكون اعظم من المجتمع من ضرب بك في الدائرة الي نصف قطرها ١ج‏ 
فأما الذي ببق من ثلاثة أمثال امجسم الذي يعدث بإدارة منحرف ١‏ وب جاء إذا نقصت منها 
ثلاثة أمثال امروط الذي يحدث بإدارة مثلث ١ب‏ جء فهو مساو لثلائة أمثال الطوق الذي 
يعدث بإدارة مثلث ١‏ وب. إذا كان الخط الثابت ب جء وأما المجتمع من ضرب بك في 
الدائرة التي نصف قطرها | ج فقد بيّنا انه مساو للمجمم الذي يحدث بإدارة سطح ح ط ب .١‏ 


اكت ف افامش إراء هذا السنطرولي كاء - 9في ... ب5 : ألتاي الحامش - 10 كب في الحامش إِرَاء هذا الطرول يه 
24 سطد: سطعا. 
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فالطوق الذي يحدث بإدارة مثلث ١‏ وباء إذا كان اللخط الثابت ب ج ؛ أكثر من ثلث الجسم 
الذي يمحدث بإدارة سطح ح ط ب .١‏ وقد كنا بسنا أن هذا الجسم أكثر من الطوق الذي يحدث 
بإدارة قطعة !وب من القطع إذا كان الخط الثابت ب جدء فالطوق (الحادث بإدارة مثلث 
اوب. إذا كان الخط الثابت ب جدء أكثركثيرًا من ثلث الطوق الحادث بإدارة قطعة وب 
من القطم . إذا كان الخط الثابت ب ج ؛ فالذي يب من قبة [ ب د من بعد نقصان الشكل 
الحادث بإدارة منحرف ا وناج منها وهو الطوقان اللذان يمدثان بإدارة قطعتي أووب من 
القطع . إذا كان الخط الثابت ب ح ءٍ إما أن يكون أقل من مجسم ه ؛ وإما ألا يكون كذلك. 
فإن كان قل منه فهو الذي أردنا. وإلا فإنا إذا قسمنا خطي ١‏ ززج بنصفين نصفين على نقطني م 
ذ . وأخرجنا منها طي م س ذ ع موازيين للسهم . وأجزنا على قطي س ع خخطين مماسين للقطع 
عليها ق س ر رع ظء وأخرجنا من نقطتي س ع خطين موازيين لخط أج ويلقيا سهم ب ج 
عل قطني فا ص. وأتعرجنا من نقطتى ق ر عمودي فق 9 ارت على السهم : كان سطم 

الى روعبطنًا بقطعة ١س‏ ومن القطع وسطحٌ ورظ ب محبطًا بقطعة وع ب من القطع . والطوق 
الحادث بإدارة سطحي اق رو ورظ ب مساو للمجسم» الحادث بإدارة أ ق ش جح (لأن 
انلمش ج» ورت 5 المتوازيا الاضلاع على قاعدتين متساويتين وهما جد اش كات لانها مثلي 
خطي أق ور. وقاعدتاهما على خط واحد وهو ب ج. والسطحان في جهة واحدة. فإذا أبت 
خط ب ج .ء وأديرت سطوح ورت ك آاق ش ج آاق روالثلاثة المتوازية الأضلاع كهيئنها؛ فإن 
الطوق الذي يدث بإدارة سطح اق رو بكون مساويًا لفضل ها بين المجسمين اللذين محدثان 
بإدارة سطحي آق ش ج ورت . قآما امجسم الذي يحدث بإدارة سطح اق ش جء 
فهو مساو للمجتمع من ضرب آق في الدائرة التي نصف قطرها ١‏ ج . وأما المجسم الذي يحدث 
بإدارة سطح ورت 5 . فهر مساو للمجتمع من ضرب ور في الدائرة التي نصف قطرها وكى. 
فالطوق الذي يحدث بإدارة سطح أق رو. إذا كان الخط الثابت ب ج. مساو للمجتمع من 
ضرب ب ص في فضل ما بين الدائرتين اللتين نصفا قطريها وك ١ج‏ لأنا قد كنا بِيّنا أن ب ص 
مساو لكل واحد من خخطي أ ور. وأيضًا: فإن نسب (أضعاف» خخطوط ع ص وك س ف 
اج بعضها إلى بعض . إذا أحذت على الولاء. كنسب أعداد أزواج متوالية مبتدئة من الاثنين. 
وعدة خطوط ب ص ص ك ف ف ج كعدتها ونسبها بعضها إلى بعض . إذا اخذت على 


الولاء: كنسب / أعداد أفراد متوالية مبتدئة من الواحد. فالمجسيات الكائنة من ضرب ك ف في ددم 
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الثانية 


مربعي خطي وك س ف وي السطح المجتمع من ضرب وك في س فء ومن ضرب فاج في 
مربعي خطي س ف آج وفي السطح الجتمع من ضرب س ف في اج : إذا جمعت؛ ونقص 
منها امجسيات الكائنة من ضرب > ج في مربعي خخطي وك ١ج‏ وني السطح امجتمع من ضرب 
وك في [ جء فإن الباقي أعظم من المجسم الكائن من ضرب ب ص في فضل ما بين مربعي خطي 


- 5 


وك (الأيل): ود 


ان 


25 


وكا اج. ولكن نسبة مريع خط وك إلى الدائرة التي نصف قطرها وك كنسبة مربع خط س ف 
إلى الدائرة التي نصف قطرها س ف وكنسبة السطح المجتمع من ضرب وك في س ف إلى الدائرة 
الي مربع نصض قطرها مساو لهذا السطح وكنسبة مريع خط اج إلى الدائرة الي نصف قطرها 
اج وكنسبة السطح المجتمع من ضرب س ف في ! ج إلى الدائرة التي مريع نصف قطرها مساو 
هذا السطح وكنسية فضل ما بين مربعي خطي وك اج إلى فضل ما بين الدائرتين اللتين نصفا 
قطريها خطا وك ا ج. فالمجتمع من ضرب ك ف في الدائرتين اللتين نصفا قطريها وك س ف وفي 
الدائرة التي مريع نصف قطرها مساو للسطح المجتمع من ضرب وك في س فء ومن ضرب 
فاج في الدائرتين اللتين نصفا قطربها س فل أ ج وني الدائرة التي مربع نصف قطرها مساو 
للسطح امجتمع من ضرب سن ف في اجء إذا جمع ؛ ونقص منه المجتمع من ضرب 5 ج في 
الدائرتين اللنين نصفا قطريها وك اج وفي الدائرة التي مربع نصف قطرها مساو للسطح المجتمع 
من ضرب وك في أ جاء فإن الباق أعظم من المجتمع من ضرب ب ص في فضل ما بين الدائرتين 
اللئبن نصفا قطريها خطا وك ا ج. فاما المجتمع من ضرب ك ف في الدائرتين اللتين نصفا قطريها 
خطا وك س ف وبي الدائرة التي مربع نصف قطرها مساو للسطح الجتمع من ضرب وك في 
س ف مع المجتمع من ضرب ف ج في الدائرتين اللتين نصفا قطريها خخطا سن ف ١‏ ج وي الدائرة 
التي مربع نصف قطرها مساو للسطح المجتمع من ضرب اس ف في 1 جء فهوثلاثة أمثال الجسم 
الذي يحدث بإدارة شكل اس وى جء إذا كان الخط الثابت ك جء لأنه مركب من فضلتي 
امحروطين المستديرين اللتين عليها وك شاس سس فاج أ. وأما المجتمع من ضرب 5 ج في 
الدائرتين اللتين نصفا قطريها وك اج وبي الدائرة التي مربع نصض قطرها مساو للسطح المجتمع 
من ضرب وك في اجء فهو ثلاثة أمثال فضلة الخروط المستدير الذي يحدث بإدارة منحرف 
وك جء إذا كان الخط الثابت ك ج. فزيادة ثلاثة أمثال الجسم الحادث بإدارة شكل 
أس وك جح - إذا كان الخط الثابتك ج - على ثلاثة أمثال المجسم الحادث بإدارة منحرف 
اوك ج - إذاكان الخط الثابت ك ج - أعظم من امجتمع من ضرب ب ص في فضل ما بين 
الدائرتين اللثين نصفا قطريها خطا وك ١ج‏ . فأها زيادة ثلاثة أمتال المجسم الذي يحدث بإدارة 
شكلاس وى ج - إذاكان الخط الثابت ب بح - على ثلاثة أمثال انجسم الذي يحدث بإدارة 
منحرف ! وك ج / إذا كان الخط الثابت ب جء فهي مساوية لثلاثة أمثال الطوق الذي ييدث 
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بإدارة مثلث 1 س و إذا كان الخط الثابت ب ج. وأما امجتمع من ضرب ب ص في فضل ما بين 
الدائرتين اللتين نصفا قطريها خطا وى 1ج . فقد كنا بيّنا أنه مساو للطوق الذي يدث بإدارة 
سطم ! ق روإذا كان الخط الثابت ب ج. فالطوق الذي يحدث بإدارة مثلث ! س و. إذا كان 
الخط الثابت ب ج . أكثر من ثلث الطوق الذي يحدث بإدارة سطح ١ق‏ رو إذا كان الخط 
الثابت ب جه والطوق الذي يحدث بإدارة سطح ! فى روء إذاكان الخط الثابت ب ج: أعظم 
من الطوق الذي يحدث بإدارة قطعة اس ومن القطع إذا كان الخط الثابت ب ج . لأن خط 
فق س رمماس للقطم . فالطوق الذي يدث بإدارة مثلث ١‏ س وء إذا كان الخط الثابت ب جء 
أكثر من ثلث الطوق الذي يحدث بإدارة قطعة اس ومن القطع إذا كان اللخط الثابت ب ج. 
وقد كنا بيّنا أن الطوق الذي يعدث بإدارة مثلث وع ب. إذا كان الخط الثابت ب ج . أكثر 
عن ثلث الطوق الذي بحدث بإدارة قطعة وع ب من القطع إذا كان الخط الثابت ب ك., 
فالطوقان اللذان يحدثان بإدارة مثلثي أ س ووع ب: إذا كان الخط الثابت ب جء أكثر من 
ثلث الطوقىن اللذي: يحدئان بادارة قطعت اسم ووخ نل عه القطم اذا كان المخط الثابت 
ثلث الطوقين اللذين يمعدثان بإدارة مطعبي س ووع ب من لقطم إذا كان الخط الا 

ب ج . فالقطع الذي يبق من قبة اب د من بعد نقصان المجسم الذي يحدث بإدارة شكل 
اس وع سج إذاكان الخط الثابت ب جء وهي الأطواق التي تحدث بإدارة قطم ١س‏ س و 
وع ع ب. إذاكان الخط الثابت ب جء إما أن يكون أقل من مجسم ه وإما ألآ يكون كذلك. 
فإن كانت أقل منه. فهو الذي أردنا. وإلا فلا بد متى فعلنا مثل هذا المعل مرارًا كثيرة من أن 
ننتبي إلى أطواق تفضل من القبة أقل من مجسم ه . لآن كل مقدارين يكون أحدهما أعظم من 
الآخر وبتقص من أعظمها مقدار نسبته إليه أكثر من نسبة مفروضة , ومن الباقي منه مقدار نسبته 
إليه أكثر من تلك التسبة. ولم نك تفعل مثل ذلك . فلا بد من أن ننتبي عن الأعظم إلى شيء 
بفضل منه أقل من الأصغر. قليكن الذي بفضل من القبة ويكون أقل من مجسم ه الأطواق التي 
تحدث بإدارة قطع اس س ووع ع ب من القطع إذاكان الخط الثابت ب جء فقد يمكن أن 
يعمل في بسيط قبة !ب د المعتدلة الرأس دوائر موازية لدائرة قاعدة بسيطها. وإذا حرجت من 
الخطوط المحيطة بتلك الدوائر إلى سهم ب ج خطوط ترتيب. قسمته أقسامًا ما يككون نسبها 
بعضها إلى بعض . إذا أحذت على الولاء . كنسب أعداد أفراد / متوالية مبتدثة من الواحدء وإذ! 
اتصلت بسط فها بين تلك الدوائر وبسيط آخخر فها بين رأس القبة وأصغر الدوائرء حدث في القبة 
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مجسم تحيط به. وكانت زيادة القبة على ذلك المجسم أقل من بحسم ه + مثل الدوائر التي أنصاف 


5 : - عل 3 أس. :ااع ا 000 
قطارها ع ص وك سن قب احج ؛ وذلك ما اردنا ان مين . 


- لد - إذا كانت قبة مكاففة ناتئة الرأس أو غائرة الرأس معلومة. وبجسم معلوم . فقد يمكن 
أن تخط في البسبط المحيط بالقبة دوائر موازية لقاعدة ذلك البسيط متى أخرجت من الخطوط 
امخبطة بها خطوط ترتيب إلى سهم القبة: قسمته أقامًا تكون نسبها بعضها إلى بعض - إذا 
أخمذت على الولاء. كنسب أعداد أفراد متوالية مبتدئة من الواحد ويكون أصغرها الذي يل رأس 
(القية». وإذا اتصلت بسط فيا بين الخطوط امحيطة بالدوائر التي خطت على القبة ويسيط أخر 
فها بين الخط المحبط بأصغر تلك الدوائر ورأس القبة» حدث في القبة يحم حيط بهء وكانت 
زيادة القبة على ذلك الجسم أقل من المخسم المعلوم. 

فليكن قبة مكافتة ناتئة الرأس أو غائرة الرأس معلومة؛ على نصف القطعة التي أدير قاعدتها 
١ب.‏ وعلى سهمها الذي هو قطر للقطع ب جء وعلى هذا النتصف من القطعة إذا دار فواقًا من 
الجهة الأخرى السطح الذي كان فيه / أولاً ب اد وعلى التجسم المعلوم ه . 

فأقول : إنه يمكن أن تخط في بسيط ١‏ ب د دوائر موازية لدائرة قاعدة بسيطها. ويكون متى 
أخرجت من الخطوط النحيطة بتلك الدوائر إلى سهم ب + خطوط ترتيب؛ قسمت باج 
أقسامًا تكون تسبها بعضها إلى بعض . إذا أحذت على الولاء: كنسب أعداد أفراد منوالية مبتدئة 
من الواحد. وإذا اتصلت بسط فها بين الخطوط المحيطة بتلك الدوائر وبسيط فما بين رأس القبة 
والخط المحيط بأصغر تلك الدوائ. حدث في القبة جسم تحيط بهء وكانت زيادة القبة على ذلك 
ا جسم أقل سس جسم ه. 

برهان ذلك: أنا إذا وصلنا خط [ ب وجعلنا خط الترتيب الذي يخرج من نقطة 1 إلى 
السهم خط أاج. فإن الطوق الذي تحدئه قطعة ا وب من القطع بدورانهاء إذا أثيت خط 
باج وأدبر نصف نصف القطع الذي عليه ج ١‏ ب. إما أن يكون أقل من ممسم ه ء وإما ألا يكون 
كذلك, فإن كان أقل منه فهو الذي أردنا. والاً فإنا إذ! | قسمنا خط ا بنصفين على نقطة ز 
وأخرجنا من نقطة ز خخطًا موازيًا لخط ب ج وهو نحط زوء ووصلنا خطي ١‏ ووب. وأجزنا على 
نقطة وخخطًا مماسًا للقطع عليه ح وط. فلق القطر على نقطة ط . وأخرجنا من نقطة 1 خطنًا 
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موازةا لتطرنيا جد ومراح + نين كبا يبنا في الدكل الذي قبل هذا أن الهسم الذي جيذثه سطج 
حاط بااء إذا اليك خط طاسدء وأدير سطح نصف القطعة الذي عليه ١١‏ ب» اعظم من 
الطوق الذي تحدثه عند ذلك قطعة آ وب من القطع ؛ وأن سطح ح ط ب 1 متوازي الأضلاع. 
وإذا أخرجنا من نقطني ؟ ح عمودين على خط ب ج عليها ١ك‏ ح ل؛ كان سطح ح ل 5 ١‏ 


3 وأن: مان. 


لخدن 


ي الأضلاع وقاعدته وقاعدة سطح حو ط ب | واحدة. وهي | ح. وهما في جهة واحدة وفها 

بن على 1ح 22 ط المتوازيين. (وإذا أخرجنا من نقطة وخخط ترتيب عليه ومء كان وماج 
خطين متوازيين وإذا أخرجنا من نقطة وعموذًا عليه ون على سهم ب ج . كان ون اك خطين 
متوازيين. فالجسم الكائن من ضرب م ج في الدائرتين» اللتين نصفا قطريها ون اك وبي الدائرة 
التي مربع نصف قطرها مساو للسطح المجتمع من ضرب ون في ١ك‏ . فهوثلاثة أمثال الجسم الذي 
يدث بإدارة منحرف وم ج اء. الذي هوثي الصورة الأول فضلة مسخروط أجوف. وبي !! 
الثنية فضلة معين يمسم أو فضلة مخروط أجوف. وأما المجتمع من صرب ب ج في الدائرة التي 
نصف قطرها ١ك‏ فهو ثلاثة امثال المجسم الذي يحدث بإدارة مثلث ١‏ ب ج ء الذي هوني الصورة 
الأولى مخروط اجوف. وف الصورة الثانية معين مجسم أو مخروط أجوف. وبتبيّن من ذلك بمثل ما 
ببّنا في الشكل الذي قبل هذا أن الطوق «الذي يحدث» بإدارة مثلث ١‏ وب. إذا كان الخط 
الثابت ساجء أكثر من ثلث المجسم الذي يحدث بإدارة سطح ح ط ب 1 إذا كان الخط 
الثابت ط ج. وقد كنا بيّنا أن المجسم الحادث بإدارة سطح ح ط ب .١‏ إذا كان الخط الثابت 
ناجء أعظم من الطوق الحادث بإدارة قطعة ' وب من القطع إذا كان الخط الثابت باج 
فالطوق الحادث بإدارة مثلث ١‏ وس . إذاكان الخط الثابت ب ج. أكثركثيرًا من ثلث الطوق 
الذي يدث بإدارة قطعة ١‏ وب من القطم إذا كان الخط / الثابت ب ج. فالذي ببق عن قبة 
اسا دمن بعد نقصان الشكل الذي يحدث بإدارة منحرف ا وب ج منها. وهو الطوقان اللذان 
يحدثان بإدارة قطعتي | ووب من القطم إذا كان الخط الثابت ب جء إما أن يكون أقل مم 
مجلم هر واما ألا يكون كذلك. فإن كان أقل منه. فهو الذي أردناء وإلآ فنا إذا قسمنا خطى آر 
زج بنصفين نصفين على نقطتي ساع. وأخرجنا ملها خطى س فاع ص موازيين للقطر. 
ووصلنا خطوط اف ف ووص ص ب . تبيّن كا بيّنا فها تقدم من هذا الشكل أن نسب خخطوط 
الترتيب الخارجة من نقفط أ ف وص إلى الأعمدة الخارجة من هذه النقط إلى القطر متساوية. 
واذا سلكنا في ذلك مثل السبيل الي سلكناها في الشكل الذي قبل هذاء تبيّن أن الأطواق الي 
تحدث بإدارة مثلثي ا ف ووص ب. إذا كان الخط الثابت ب ج: 0 كلت الطوقين 
اللذين يحدثان بإدارة فطعي 1ف ووص ب من القطم إذا كان الخط الثابت ب ج. لأن 
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السبيل في هذا الشكل وني الذي قبله سبيل واحدةء غير أنّا نستعمل هاهنا بدل خطوط الترتيب 
والخطوط التي توازيها الأعمدة: وبدل الشكل الخروط المستديرء أما في الصورة الأولى فالخروط 
الأجوف المستديرء وأما في الصورة الثانية فالمعين الجسم أو المخروط الأجوف المستدير» وبدل فضلة 
امخروط المستديرء أما في الصورة الأولى ففضلة المخروط الأجوف المستديرء وأما في الصورة الثانية 
ففضلة المعين المجسم أوفضلة التخروط الأجوف. ويتبيّن من ذلك أنا متى فعلنا مثل هذا الفعل مرارًا 
كثيرة : فلا بدَ من أن ننتهي إلى أطواق تفضل من قبة | ب د أقل من بحسم ه . فليكن قد انتهينا 
إلى الأطواق التي تحدث بإدارة قطع ١ف‏ ف ووص ص ب من القطع إذا كان الخط الثابت 
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ب جء فقد يمكن أن نعمل في بسيط قبة | ب د دوائر موازية لدائرة قاعدة بسيطهاء وإذا 
تترجت من الخطوط انحيطة بها خطوط ترتيب إلى سهم ب جء قسمته أقسامًا يكون نسبها 
بعضها إلى بعض»: إذا أحذت على الولاء» كنسب أعداد أفراد متوالية مبتدثة من الواحدء وإذا 
اتصلت بسط فها بين الخطوط النحيطة بتلك الدوائر وبسيط اخرقيا بين الخط حيط بأصغرتلك 
الدوائر ورأس القبة: حدث في قبة ب د مجم تحيط بهء وكانت زيادة القبة على ذلك المجسم 
أقل من مجسم ه ؛ وهي الدوائر التي تخطها بدورانها نقط ! ف وص ؛ وذلك ما أردنا أن نيئن. / 


/ - له - إذا كانت قبة مكافئة معلومة؛ ويسم معلوم» فقد يمكن أن يعمل في القبة شكل 
جسم تحيط به: ويكون أقل من نصف الأسطواتة التي قاعدتها دائرة قاعدة القبة» إن كانت القبة 
معتدلة الرأس » أو دائرةٌ قاعدة أسفلها إن ع تكن معتدلة الرأس : وارتفاعها مثل سهم القبة ؛ 
بعقدار أقل من المجسم المعلوم. 

فليكن القبة المكافئة المعلومة قبة اب ج ء ونصف القطم الذي حدثت بإدارته ١!‏ ب» وسهم 
القبة نس د؛ وامجسم المعلوم ه . 

فأقول : إنه يمكن أن يعمل في قبة ؟ ب ج مجسم تميط به؛ ويكون أقل من نصف الأسطوانة 
الى قاعدتبا دائرة قاعدة قبة اب جء إن كانت معتدلة الراس » أو دائرة قاعدة اسفلها إن لم 
تكن معتدلة الرأس» وارتفاعها مثل خط ب دء مقدار أقل من مجسم ه . 


ذيهي: يل 1[ احجلمث:! لدي 


ذنننا 


11 تال 


ل 2 


20 


25 


برهان ذلك : أنَا إذا أخرجنا من نقطة ١‏ خخطنًا مستقيمًا إلى نقطة ج عليه أ جء كان اج 
عمودًا على السهم. فإذا جعلنا جسم ومتاسبًا للمجسم ومجسم ه » ونسبة ؟ د إلى ع ن أعظم من 
نسبة الجسم الذي قاعدته الدائرة التي قطرها | ج وارتفاعه ب د إلى مجسم وء وقبة ! ب ج إما أن 
تكون معتدلة الرأس وإما ألا تكون كذلك» فإن كانت معتدلة الرأس فإن ع ن يكون عمودا على 
سهم ب دء ويكون 1د نصف ! ج كيا في الصورة الأولى» ونكون نسبة الدائرة التي نصض قطرها 
أد إلى الدائرة التي نصف قطرها ع ن أعظم من نسبة الجسم الذي قاعدته الدائرة التي (نصض» 
قطرها آ د وارتفاعه ب د إلى حسم ومثناة بالتكرير. فاما نسبة الدائرة التي نصض قطرها 1 د إلى 
الدائرة الى تصف قطرها ع نء فهي كنسبة الجسم الذي قاعدته الدائرة التي نصف قطرها اد 
وارتفاعه ب د إلى الجسم الذي قاعدته الدائرة التي نصض قطرها ع ن وارتفاعه ب د. وآما نسبة 
الجسم الذي قاعدته الدائرة التي قطرها | ج وارتفاعه ب د إلى جسم ومثناة بالتكرير: فهي كنسبة 
المجسم الذي قاعدته الدائرة التي قطرها ا ج وارتفاعه ب د إلى جسم ه ء لأن الجسم الذي قاعدته 
الداثرة الي (قطرها» ١‏ ج وارتفاعه ب د ومجسم وومجسم ه متناسبة. فنسبة الجسم الذي قاعدته 
الدائرة البىي نصف قطرها ١‏ د وارتفاعه ب د إلى جسم الذي قاعدته الدائرة البى نصف قطرها ع ن 
وارتفاعه ب د أعظم من نسبة المجسم الذي قاعدته الدائرة التي قطرها ! ج وارتفاعه ب د إلى 
جسم هه . ولكن الجسم الذي قاعدته الدائرة التي نصف قطرها ! د وارتفاعه ب د هو الجسم الذي 
قاعدته الدائرة الي قطرها ١‏ ج وارتفاعه ب د؛ جسم الذي فاعدته الدائرة الي نصف قطرها 
ع ن وارتفاعه ب د أصغر من بجسم ه . 

وإن كانت قبة ب ج ناتئة الراس او غائرة الراس ٠‏ فإنا إذا ارجنا من نقطة ع عمودا على 
سهم ب د عليه ع ص كبا في الصورة الثانية والصورة / الثالئة؛ وكان العمود الواقع من نقطة | 
على ب د عمود أ ق الذي هو نص 1 جء كان خط ! ق ع ص متوازيين. وخطا | دع ن أيضمًا 
متوازيان» لأنها من خمطوط الترتيب. فثلث دق شييه مثلث ع ص نء ونسبة !د إذًَا إلى ع ن 
كنسبة آق إلى ع ص. وقد كنا ّنا أن نسبة ؟ د إلى ع ن أعظم من نسبة امجسم الذي قاعدته 
الدائرة التي قطرها ١‏ ج وارتفاعه ب د إلى مجسم و» فنسبة آق إلى ع ص أعظم من نسسبة المجسم 
الذي قاعدته الدائرة التي قطرها (1ج وارتفاعه ب د إلى مجسم و. ونسية ا إلى ع ص مثناة 
بالتكري ركنسية الدائرة التي نصف قطرها» ١ق‏ إلى الدائرة التي نصف قطرها ع ص » (فنسبة أ ق 


2 للمحسي, بعي امس الدئي قاغدته الدائرة التي قطره اس وارتفاعه باد ر وي ه: ممم ور ونسية : غنسية لعل لك 
0 
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لاقتنا 


17 لظ 


0 


عو 
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إلى ع ص مثناة بالتكرير» أعظم من نسبة المجسم الذي قاعدته الدائرة التي قطرها ١ج‏ وارتفاعه 
ب د إلى يسم ومثناة بالتكرير. فأما نسبة الدائرة التي نصف قطرها 1ق إلى الدائرة التي نصف 
قطرها ع ص١‏ فهي كتسبة امجسم الذي قاعدته الدائرة التي تصض قطرها ! ف وارتفاعه ب د إلى 
الجسم الذي قاعدته الدائرة الي صف فطرها ع ص وارثفاعةه ب د؛ واما نسبة الجسم الذي 
قاعدته الدائرة التى قطرها ! ج وارتفاعه ب د إلى المجسم و مثناة بالتكرير. فهي كنسبة النمجسم 
الذي قاعدته الدائرة التي قطرها ١ج‏ وارتفاعه ب د إلى مجسم ها . فنسبة المجسم الذي قاعدته 
الدائرة التي نصف قطرها آق وارتفاعه ب د إلى الجسم الذي قاعدته الدائرة الني نصف قطرها 
ع ص وارتفاعه ب د أعظم من نسبة المجسم الذي قاعدته الدائرة التي قطرها ! ج وارتفاعه ب د 
إلى جسم ه . ولكن المجسم الذي قاعدته الدائرة التي نصف قطرها ! ف وارتفاعه ب دء هو ايجسم 
الذي قاعدته الدائرة التي قطرها ١ج‏ وارتفاعه ب د فامجسم الذي قاعدته الدائرة التي نصف 


قطرها ع ص وارتفاعه ب د أصغر من مجسم ه . 


| 0-0 0 7 1 0 م ٠‏ ظ 
١‏ بت / 1 1 


١ ١ 

ست الى ١‏ 0-006 
1 لم دايلرل 
وقد كنا بيّنا في الصورة الأول . التي هي القبة المعتدلة الرأص . أن امجسم الذي قاعدته الدائرة 
التي نصف قطرهاع ن وارتفاعه ب د أصغر من بجسم ه. فني الصور الثلاث جميمًا بكون المجسم 
الذي قاعدته الدائرة التي نصف قطرها العمود الواقع من نقطة ع على سهم ب د وارتفاعه باد 
اصغْر من بحسم 0 ولكن جسم الذي محدث بادارة شكل ا فاع باد المستقيم الأضلاع . إذا 
كان الخط الثابت ب د. من الصور الثلاث ينقص عن نصف الأسطوانة» التي قاعدتها الدائرة 
التي قطرها ١ج‏ وارتفاعها ب دء عثل ثلني انم الذي قاعدته الدائرة التي [نصف] قطرها 


هذا لقة - 1 : 2 امم ل 1 1 
ذ1اقة' لقة 15 ف 2 بادا قصف 7 كتبهلي شامش. إزاه هذا طراق لباه 
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لا 


العمود الواقع من نقطة ع على سهم ب د وارتفاعه ب دء لأن نسب أقسام ب ن ناس س د 
بعضها إلى بعض . إذا أخذت عل الولاء: كنسب أعداد أفراد متوالية مبتدئة من الواحد. فالمجسم 
الذي يحدث بإدارة شكل افاعباد المستقم الأضلاع : إذا كان الخط الثايت ب دء حيط 
به القبة وهو ينقص عن نصف الأسطوانة: / التي قاعدتها الدائرة الي قطرها ١‏ ج وارتفاعها 
ب دء بمقدار أقل من مجسم ه » والدائرة التي قطرها أ ج في الصورة الأولى قاعدة القبة وفي 
الصورة الثانية والثالتة قاعدة أسفلها؛ وذلك ما أردنا أن نبين. 


- لو- كل قبة مكافئة: فإن مساحتها مساوية لنصف مساحة الأسطوانة التي قاعدتها دائرة 
قاعدة القبة» إن كانت القَبة معتدلة الرأس» أودائرة قاعدة أسفلهاء إن ل تكن معتدلة الرأس . 
وارتفاعها مثل سهم القبة. 

فليكن قبة مكافئة عليبا اب ج وعلى سهمها ب د وعلى قطر قاعدتبا أو قاعدة أسفلها خط 
5-5 

فأقول : إن مساحة قبة اب ج مساوية لنصف مساحة الأسطوانة التّى قاعدتها الدائرة النى 
قطرها ١‏ ج وارتفاعها ب د. ئ ش 

برهان ذلك : أنه إن لم يكن قبة 1ب ج مساوية لنصف الأسطوانة التي ذكرناء فإنها إما أن 
تكون أكثر من النصف (وإما أن تكون أقلّ منبا. فلكن أولاً أكثر من النصضن»» إن أمكن 
ذلك: ولتكن زيادتها على النصل عثل يسم ه ء فقد يمكن أن تخط في البسيط نيط بقبة 
اب ج دوائر موازية لقاعدة هذا البسيط ؛ وتكون متى أخرجت من الخطوط المحيطة بها خطوط 
ترتيب إلى القطر» قسمته أقسامًا تكون (نسب» بعضها إلى بعض» إذا أحذت على الولاء: 
كنسب أعداد أفراد متوالية مبتدئة من الواحد: ويكون أصغرها الذي بلى رأس القبة. وإذا وصلت 
بسط فيا بين الخطوط المحيطة بتلك الدوائر وبسيط آخر فيا بين أصغر الدوائر ورأس القيةء كانت 
زيادة قبة اب ج على الشكل الذي يحدث فيه أقل من مجسم ه . فإِذًا / جعلنا الشكل الحادث 
في القبة شكل 1ف زح ب ط ك ل ج د المجسم؛ كان شكل 1ف زح ب ط ىك ل ج د الجسم 
مزيدا عليه جسم ه اعظم من قبة ا ب ج . وقبة اب ج مساوية لنصف الاسطوانة التي قاعدتها 


3 بحدث! تحدثا - 16 كتب في اطامش إزاء هذا السطر هلي شكلي ّم لده - 22 افازحباط5 [اجدد: 


اوزح باط ك5 ل جا د ولى نشي إليها قا بعد, 
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١655‏ دير 


اا اظ 


الدائرة التي قطرها ! ج وارتفاعها ب دء مزيدًا عليه جسم ه . فشكل أ ف زح ب ط ك ل جاد 
الجسم » مزيدًا عليه يجسم ه أعظم من نصف الأسطوانة التي قاعدتها الدائرة الي قطرها ١ج‏ 
وارتفاعها ب دء مزيدًا عليه مجسم ه. وإذا أسقطنا المشترك وهو مجسم هاء بتي شكل 
اف زح باط 5 ل ج ة أكثر من نصف الأسطوانة التي قاعدتها الدائرة التي قطرها اج 


1101 


وارتفاعها ب د. وقد تبيّن فيا تقدم من الأشكال أنه أقل من نصفهاء هذا خلف. فليست قبة 
١‏ باج بأكثر من نص الأسطوانة الي قاعدتها الدائرة الى قطرها ١‏ ج وارتفاعها ب د. 
فأقول: إن قبة 1باج ليست بأقل من تصف الأسطوانة التي ذكرنا. 
فإن كان يمكن » فلتكن أقل من نصفها عقدار جسم ه . ققد يمكن أن يعمل في قبة ب ج 
5 شكل محسم تحيط به القبة ويكون نقصانه عن نص الأسطوانة التي ذكرنا بمقدار أقل من بحسم 
ها. فليكن ذلك الشكل شكل ا فازح ب طك ل ج د المجسم؛: فشكل 
اف زح ب طى ل ج د المجنىم مع مجسم ه أكثر من نصف الأسطوانة التي قاعدتها الدائرة 
التي قطرها أ ج وارتفاعها ب د. ولكن قبة !ب ج مع مجسى ه مساوية لنصض الأسطوانة الي 
قاعدتما الدائرة التي قطرها ' ج وارتفاعها ب د. فشكل اف زح باط ك ل ج د المجسم مع 
10 بحسم ه أكثر من قبة ابا ج مع مجسم ه. وإذا أسقطنا (المشترك» وهو جسم ه ء في شكل 
اف زح ب طى ل ج د الجسم أعظم من قبة !ب جء فهو أعظم منها وهي مميطة بهء هذا 
خلف. فليست قبة !ب ج بأقل من نصف الأسطوانة التي قاعدتها الدائرة التي قطرها [ج 
وارتفاعها ب د. وقد كنا ببّنا أنها ليست بأكثر من نصفهاء فهي إِذَا مساوية لنصقهاء وذلك ما 


أردنا أن تبسن / 


15 تمت المقالة في مساحة المجسمات المكافئة لثابت بن قرة و 
والحمد لله رب العالمين وصلى اللّه على محمّد خاتم النبيين وعلى آله. 
وكتب أحمد بن محمّد بن عبد الجليل بشيراز 
ليله السبت لعن بقين من ربيع الأول 


سينة عان ولتمسان وثلا لمائة , 


1أكتب في الحامش إزاء هذا الطر هلي لباه - 5كتب في الحامثى إزاء هذا السطر ١ف‏ لهه. 


إناتننا 


4-١‏ في قطوع الأسطوانة ومساحتها الجانبيّة 


١ 45١‏ مقدّمة 
لقد ترك مؤلّف ابن قرّة "في قطوع الأسطوانة وبسيطها". مثلما فعل مؤلّفاه السابقان» أثراً 
مُهِمَاُ في تاريخ رياضيّات اللامتناهيات في الصغرء وكان أيضاً أحد النصوص الأكثر أهميّة 
في علم الهندسة . فضلاً عن ذلكء وبما أنه يتناول دراسة التحويلات الهندسيّة النقطيّة» فقد 
حول البحث الهندسي نحو وجهة جديدة: ممّا أذَى إلى إغناء علم الجبر. سنتتبمّع آثار هذا 
المؤلّف في نتاج المؤلّفين» ومن بينهم؛ إبراهيم بن سنان وابن سهل وابن الهيثم وشرف الدين 

الطوسي. 

وهذا لا يُشْكُل التباين الوحيد بين هذا المؤلّف والمؤلَّفين الأوْلِيْن لثابت بن قرّة ؛ وذلك أن 
ابن قرّة يسلك هناء في ميدان رياضيّات اللامتناهيات في الصغر طريقأ جديداً أكثر هندسيّة: 
لا يستخدم فيه لا المقدمات الحسابيّة ولا المجاميع التكامليّة. ويُضافء إلى هذاء اختلافٌ ذو 
طابع تاريخي: لم يكن لثابت سابقون في عمله في مؤلّف "في مساحة القطع المكافئ" وفي 
مؤلّف "في مساحة المجسّم المُكافئ". وذلك أنه كان يجهل ما كتبه أرشميدس في هذا 
الموضوع. فابتدع عملاً تجديديّاً بالكامل. بالمقابل» يشير ثابت في مقدّمة مؤلّفه "في قطوع 
الأسطوانة" إلى عمل للحسن بن موسى؛ والحسن أكبر منه سنأ وكان أستاذه بلا ريب؛ وهذا 
يعني أنَّ ثابتأء في هذا المؤلّف» يتبع التقليد الذي كان دائماً تقليدّه الخاصًء وهو تقليد بني 
موسى. 

كتاب الحسن بن موسى هذاء مفقود للأسف. ولكي نفهم الدور الذي أذاه في انطلاقة بحث 
ثابت» وكذلك لاحقاً في مساهمة ابن المتمْح» وهو رياضيّ من الغرب الإسلاميء فإنّه لم يبق 


لنا سوى بضع شهادات غير مباشرة. تأتي الأولى من أَخَوَي الكاتب» محمّد وأحمد. اللذين 
ذكرناهما سابقا! 'فهما يخبراننا أنّ الحسن» وبدون معرفة حقيقيّة بكتاب "مخروطات" 


' انظر الفصل الأوّل: بثو موسىء ص ."9-7”٠‏ 
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أبلونيوس - إذ كان لديه منه نسخة مغلوطة لا يستطيع لا فهمها ولا ترجمتها- درس القطع 
الناقص وخصائصه كقطع مستو لأسطوانة» وكذلك مختلف أنواع القطوع الناقصة. ويذكر 
ثابت نفسه بأنّ الحسن بن موسى قد حدّد مساحة القطع الناقص. هذا هو إذأ الميدان الذي سعى 
ثابت بن قرّة إلى استثماره. لكننا نعلم أيضأء وفق شاهد آخر هو السجزيء. وهو رياضيّ من 
القرن العاشرء أنّ الحسن بن موسى قد استخدم طريقة البؤرتين لدراسة هذا الشكل "الدائري 
المستطيل". قد نتوقع إذأء إذا استندنا إلى ممارسة رياضيّي ذلك العصرء التي كانت متوافقة 
مع متطلبات الدقتة» أن يكون جزءٌ من كتاب الحسن بن موسى مخصّصاً لإثبات أنّ الشكل 
الحاصل بطريقة البؤرتين هو نفسه المولد بواسطة القطع, وأنّه يحقق على الأخص العلاقة 
الأساسيّة المميّزة التي يُمكننا التعرّف عليها بإلقاء نظرة بسيطة على المقالة الأولى من 
"المخروطات". هذه الفرضيّة ليست اعتباطيّة: فهي تتفق مع أقوال الأخوين محمّد وأحمد؛ 
التي تفيدنا أن الحسن ابتكر نظريّة في القطوع الناقصة وفق طريق مختلف عن طريق 
أبلونيوس؛ وهي من جهة أخرى ستلقي الضوء على بحث ابن السمح, الذي تنشكل أعماله 
شهادة ممتازة على هذا المسارء كما سنرى ذلك لاحقاً . 

إذا انتقلنا الآن إلى مؤلّف ثابت في قطوع الأسطوانة:؛ نتبيّن أنّ طريقة البؤرة المزدوجة لم 
تندرس فيه مطلقاً. لم يتناول ثابتء إذأء إلا قسمأ من المواضيع التي عالجها بنو موسى. إن ما 
قد يبدو خياراً محدّدأ» يكتسب معناه إذا ذكرنا باختلاف آخر بين ثابت والحسن بن موسى؛ 
فثابت بن قرّةء وبخلاف هذا الأخيرء كان مطلعاً بشكل ممتاز على "مخروطات" أبلونيوس. 
وذلك أنه ترجم منه المقالات الثلاث الأخيرة من المقالات السبع التي حُفظت باليونانيّة. لقد 
كان لديه إذأء ومنذ البدايةء نصّ أبلونيوس ونصّ كتاب الحسن بن موسىء وبواسطة وسائل 
الأوّل حذا حذوّ الثاني. لقد أخذ من أبلونيوس مشروعاً وبعض الإنجازات؛ وأخذ من الحسن 
عرضه لكتاب "المخروطات"؛ وخاصة ما يتعلق بالقطع الناقصء كما اقتبس وسائل فعّالة 
لدراسة هذه المخروطات. هذا وضع غير مسبوق تم فيه تحويل المشروع وتوسيعه وتطويرٌ 
الوسائل في اتجاه مختلف عن اتجاه الميدان الأصلي. فأصبح هدف هذا المشروع المُعذل» 
إعداد نظرّية للأسطوانة وقطوعها المستوية مشابهة لنظرية المخروط وقطوعه. أمّا الوسائل 
فقد اغتنت بالإسقاطات والتحويلات النقطيّة. وربّما اتبّع في ذلك الحسن بن موسىء لكنه ذهب 
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إلى أبعد بكثير مما ذهب إليه هذا الأخير. لنوضّح أقوالنا عن هذه السّمات الأساسيّة لمؤئف 
"في قطوع الأسطوانة". التي بقيت حتى الآن في الظل. 

يتناول ثابت بن قرّة» وهذه هي الخطوة الأولى في هذا الاتجاه» السطح الأسطوانيٌ كسطح 
مخروطيّء والأسطوانة كمخروط رأسّه مبعدٌ إلى اللانهاية في اتجاه معيّن. وهوء في الواقع» 
يستبدل الخطوط المستقيمة المارّة بنقطة والمستويات المارّة بنقطة» في حالة المخروط: 


في حالة الأسطوانة. يبدأ بتعريف(”تحديد") السطح الأسطواني» ثم الأسطوانة» على غرار ما 
قام به أبلونيوس في كتاب "المخروطات" عندما عرّف أوّلا السطح المخروطيّ ومن ثمّ 
المخروط. كما أنّه يتبع ترتيب أبلونيوس للتعريفات: المحورء الخطّ المولدء القاعدة؛ 
الأسطوانة القائمة أو المائلة. 

يعرّف ثابت ارتفاع الأسطوانة» الخارج من مركز القاعدة. حتى وإن لم يظهر تعريفٌ 
مشابه له عند أبلونيوسء فإنّ دور المستوي الذي يتضمُّن المحور والارتفاع (فيكون عموديّاً 
على القاعدة) عند ثابت» وكذلك دور المستوي المارٌ بالمحور والعمودي على القاعدة عند 
أبلونيوس؛ جلي عند المؤلفيّن؛ ابتداءً من القضيّة الخامسة عند أبلونيوس والقضيّة التاسعة 
عند ثابت. هذا المستويء الذي نسمّيه المستوي الرئيسيّء هو مستوي تناظر للمخروط 
وللأسطوانة؛ وهنا تكمن أهميّته. 

لا يعطي ثابت» ونحن نفهم ذلكء تعاريف القطر والقطرين المترافقين وكذلك المحورين 
بالنسبة إلى منحنء وهي التعاريف التي نجدها في بداية كتاب "المخروطات". ولكننه يعطي 
تعريف المولدين المتقابلين» وهو التعريف الذي لا يظهر بالطبع عند أبلونيوس. 

يتأكد التشابه بين مساري المؤلّفين عندما ندرس القضايا الأولى في كتاب ثابت. فالقضايا 
١‏ لاء"ء 4 4ء ٠١ ١5‏ و ١١‏ متوافقة على التوالي مع القضايا ١‏ 7, "اء 4 ه, 9 و١‏ 
عند أبلونيوس. لندرس بشكل سريع هذا التوافق. ولنأخذ في البداية القضيّتين © و " عند 
ثابتء اللتين تعرضان شرطأ ضروريّاً وكافياً لكي يكون قطع الأسطوانة؛ بواسطة مستو 
مواز للمحور أو متضْمُناً له» مستطيلا. ولنأخذ القضيّة /ا» عند ثابت؛ التي تتعرّف الإسقاط 
الأسطواني. فنلاحظ أن القضايا © و ١‏ و“ء » ليس لها ما يقابلها عند أبلونيوس. وبالعكس لا 
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نجد بالطبع عند ثابت قضايا متوافقة مع القضايا 05 / و 8: عند أبلونيوسء التي تخصٌ 
القطع المكافئ أو القطع الزائد. لنلاحظ بعد ذلك أنّ التشابه بين القضايا الأربع الأولى عند 
ثابت والقضايا الأربع الأولى عند أبلونيوس هو على درجة من الوضوح بحيث لا يستأهل 
التوقف عنده'. أمّا في القضيّتين 1 عند ثابت و 5 عند أبلونيوسء فإنٌ التوافق يحصل بين 
الطريقتين المتبعتين. فالطريقة المستخدمة لدراسة قطع بواسطة مستو مخالف الوضع بالنسبة 
إلى مستوي القاعدة هي نفسها: إنها ترتكز على خاصيّة مميّزة للدائرة» نعبّر عنها جبريّاً 
بالعلاقة (- )»+ - 2برء حيث 4 هو قطر الدائرة ( الذي يُشكل مع خط التماس في أحد 
طرفيه؛ محوري مَعَْلْم الإحداثيات). في القضيّتين 8 و ٠١‏ يستخدم ثابت الإسقاط 
الأسطواني؛ وفي القضيّتين ٠١‏ و ١١‏ تختلف الطريقتان. في القضيّة ٠١‏ يبيّن ثابت أنّ القطعَ 
المعنيّ بالدرس هو قطع ناقص أو دائرة» وفي القضيّة ١١‏ يبيّن أنّه لا يمكن أن يكون دائرة؛ 
في حين أنّ أبلونيوس في القضيّة 4 يبدأ بإثبات أنه ليس دائرة» ليميّز بعد ذلك في القضيّة ١1‏ 
القطع الناقص بواسطة معادلته الأساسية» ويستنتج من ذلك خاصيّة مميّزة في القضيّة ١7؛‏ 
ويستخدم ثابت هذه الخاصيّة الأخيرة في القضيّتين ٠١‏ و »١١‏ عندما يثبت أنّ القطع 
المستوي الحاصل ليس سوى القطع الناقص الذي حدّده أبلونيوس. ويستند ثابت» بعد القضيّة 
١‏ إلى أبلونيوس بكلٌ ما يتعلق بخصائص القطع الناقص: الأقطار المترافقة؛ القطر 
الأصغر والقطر الأعظمء الخ ... 

لقد وجد ثابتء إذأء في "مخروطات" أبلونيوس نموذجأً لإعداد نظريتته في الأسطوانة» 
فطوّرء لمتطلبات هذه النظريّة» دراسة التحويلات الهندسيّة. هذه هي السّمة الثانية لمؤلف 
"في قطوع الأسطوانة" الذي أشرنا إليه. 

وذلكء أنّ ثابت يستخدم؛ في القضيّتين ‏ و 8 من مؤلّفه» الإسقاط الأسطواني مر لمستو 


على مستو آخر اختياري. وفي الجزء الثاني من القضية الأخيرة هذه يركب إسقاطين 
' انظر القضايا الأربع الأولى ضمن: 


لنتة2 .30 ,رعورء2 ع0 كنقاته[ لووك 4 607119265 كع ,لآ عتتتها ,(1974 باقةها51) 8ك ط2161 .عآ. ل .60 ,سستعوعععآ عنتده[أممك 
.(1959 رقاعة2) عماعما عع7ا 


ماق 


أسطوانيّين. ويبيّن» في القضيّة ؟١.‏ أنَّ قِطعَين ناقصين لهما نفس المركز م ويكون محورا 


أحدهما (5,م) متسامتين على التوالي مع محوري الآخر (5,م) مع تحقيق العلاقة 2-6 


يتوافقان في تحاك يز هو | كير )ير ؛ ويظهر هذا التحاكي كتركيب من إسقاطين أسطوانئيّين 
ومن التحاكي بين دائرتي القاعدتين. 

يذكر ثابت بأنّ نسبة قطعتين ما تساوي نسبة مثيلتيهماء لكلّ من الإسقاط الأسطواني م 
والتحاكي #/. 

تتحدد القضيّة ١7‏ التماثل» بواسطة تألف عموديء بين القطع الناقص وكلٌ واحدة من 
الدائرتين ذواتي القطرّيّن المطابقين على التوالي لمحورّي القطع الناقص. هناء تشحفظ فقط 
نسبتا القطعتين العموديتين على محور التآلفء أو الموازيتين له. في القضيّة 4 ١‏ يبيّن ثابت 
أن نسبة مساحتئ متعدديْ أضلاع؛ متماثلين في تآلف م نسبته 2 تتساوى مع نسبة هذا 
التآألف. ويبيّن أنه بالإمكان الانتقال من قطع ناقص إلى دائرة مكافئة له (أي مساحتها مساوية 
لمساحته)» بواسطة التحويل و,/ز» حيث يكون # تحاكياً نسبته أ وهكذا حدّد تحويلاً 
بحيث تكون مساحتان متماثلتان متساويتين» وقد استخدم لاحقأ هذا التحويل في القضايا »١5‏ 
5" للحصول على قطعة دائرة» مكافئة لقطعة قطع ناقص. في هذه الحالات الثلاث 
يستنبط بناعٌ هندسي بسيط من التحويل /0م. وفي القضيّتين 4 ؟ و 55» فإِنْ النتيجة» المثبتة 
في البداية لقطعين ناقصين متحاكيين» تُعمّم فيما بعد على قطعين ناقصين متشابهين. ويحدّد 
ثابت الإزاحة التي تسمح بالانتقال من التحاكي إلى التشابه. فضلاً عن ذلكء يُدخِل في القضيّة 
1 التناظرّ العمودي بالنسبة إلى مستوء بحيث يُحوّل دائرة القاعدة إلى قتطع ناقص بواسطة 
مستو مخالف للوضع بالنسبة إلى القاعدة. 

إن استخدامات هذه التحويلات عديدة» ودورها أساسي للغاية في الحصول على النتائج» 
فلا يمكن أن تكون وليدة الصدفة. فضلاً عن ذلكء لقد بقي هذا الاستخدام للتحويلات قائماًء 
كما ذكرناء بعد ثابت في هذا الميدان وفي ميادين أخرى. هذه الوسائل كلها هي التي سمحت» 
على أيّ حالء لثابت بمتابعة إعداد نظريّة الأسطوانة وقطوعها. 


تداق 


لننتقل الآن إلى شرح قضايا ثابت» لكي نتتبّعَ استخدام هذه الوسائل في المسار الفعلي 
لمشروعه ونكشف تناوله في هذا السياق للطرائق الأرشميدية. لذلك سنقارن: كلما دعت 
الحاجة» مسار ثابت بمسار أرشميدسء أملين الحصول من هذا البحث المقارن على إدراك 
أفضل لمساهمة ثابت. ولن يغيب عن بالنا مطلقاً أن هذا الأخير لم يكن مطلعاً على مؤلُّف 
"المخروطيّات والكرويّات" لأرشميدس. 
لنبدأ بالتذكير بالرموز المستخدّمة: 
(: "سهم" الأسطوانة أو محور الأسطوانة 
,: "ضلع" الأسطوانة أو الخطّ المُوَلد للأسطوانة. 


,: السطح الجانبي للأسطوانة 

,© : الأضلاع المتقابلة 

,2 : ارتفاع الأسطوانة 

: أسطوانة قائمة (إذا كان الارتفاع يساوي المحور) 

,© : أسطوانة مائلة ( إذا كان الارتفاع يختلف عن المحور) 
؟" 4 -" الشرح الرياضي 


؟ 4 7 ١‏ القطوع المستوية للأسطوانة 
القضيّة -١‏ كلُ خط مولد(ضلع) لأسطوانة يكون موازياً لمحورها. 

وفق التعريفء يكون الخطّ المولد والمحور في نفس المستويء ويكون لدائرتي القاعدتين 
نصف القطر نفسه. تتستنبط النتيجة مباشرة بتطبيق القضيّة 77 من المقالة الأولى من 


"الأصول" لأقليدس. 
القضيّة ؟- الخطوط المستقيمة الوحيدة الواقعة على السطح الجانبي للأسطوانة هي الخطوط 
المولدة. 

يستخدم ثابت برهان الخلفء مرتكزاً على الخاصيّة التالية: كل خطّ مستقيم له مع كلّ دائرة 
نقطتان مشتركتان على الأكثر. 


تداق 


القضيّة 7 إذا قطع مستوء يتضمن المحور أو يوازي المحورء السطع الجانبي 
للأسطوانة» فإِنٌ تقاطعهما يكون على خطين مستقيمين. وإذا لم يتضمّن المستوي المحور ولم 
يكن موازياً له» فإنّ التقاطع لا يكون على خطّ مستقيم. 

يستخدم البرهان القضيّتين ١‏ و ١‏ ويرتكز على وحدائيّة الخط المستقيم الموازي لخط 
مستقيم معلوم والخارج من نقطة معلومة. 


القضيّة 4- إذا قطع مستوء يتضمّن المحور أو يوازي المحورء: أسطوانة» يكون القطع 
متوازي أضلاع. 

نستنتج مباشرة هذه النتيجة من القضيّة " باستخدام القضيّة ١١‏ من المقالة الحادية عشرة 
من "أصول" أقليدس. 

في حالة الأسطوانة القائمة» يكون القطع مستطيلا. 
القضبّة 4- لكي يقطع مستوء مارٌ بمحور أسطوانة مائلة هذه الأسطوانة وفق مستطيل» 
يجب ويكفي أن يكون عموديّاً على المستوي الأساسي. 
القضيّة 5 لكي يقطع مستوء مواز لمحور أسطوانة مائلة» هذه الأسطوانة وفق مستطيل» 
يجب ويكفي أن يكون عموديّاً على المستوي الأساسي. 

القضيتان © و" هما نتيجتان مباشرتان للقضيّة ؛ وتتثتبتان باس تخدام خصائص 
المستويات العموديّة وخصائص الخطوط المستقيمة العموديّة على المستوي (القضيّتان ١4‏ و 
8امن المقالة الحادية عشرة من "أصول" أقليدس). 
القضيّة 1 إذا كان لدينا مستويان متوازيان (5) و (5)» ونقطة ير حيث (م)ع 4رء ونقطة 
يم حيث «ميء برء وشكل جر في المستوي (م)» تقطع الخطوط المستقيمة الموازية ل جا 
والمارّة بنقاط الشكل ب المستوي (م)» وتكون نقاط التقاطع على شكل “بر مشابه ومساو 
للشكل م. 

تتناول القضيّة /؛ إذاً دراسة للإسقاط الأسطوانيء» على موازاة 8يرء لشكلٍ م موجودٍ في 
المستوي (م)» على المستوي (8) الموازي للاوّل. 
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وبالرغم من أنّ التحويل المدروس هنا هو أيضاً انسحاب بالمتجه ج4» فإِنّ ما يتبع يكبيّن 
أن ثابتأً يسعى إلى تمييز الإسقاط الأسطواني حتى في الحالة التي يكون فيها المستويان (م) 
و (5) غير متوازيين» كما سنرى ذلك في القضيّة .٠١‏ 

البرهان» هناء هو برهان الخُلف. 

الشكلان بر و “بر هما إذأً مُتقايسان. 


القضيّة /- قطنع السطح الجانبي لأسطوانة بواسطة مستو مواز للقاعدة هو دائرة مساوية 
لدائرة القاعدة ومتمركزة على المحور. 

وبشكل أعمّء فإِنّ قطعي السطح الجانبي لأسطوانة» بواسطة مستويين متوازيين يقطعان 
جميع الخطوط المولدة» هما شكلان مُتقايسان. 

القضيّة / هي تطبيق للقضيّة /. 
القضيّة 4 القطوع المخالفة لوضع القاعدة. 

-١‏ تعريف المستويات المخالفة لوضع القاعدة: لنأخذ أسطوانة مائلة دائريّة القاعدتين 
محورها كن وارتفاعها 67؛ فإِنٌ المستوي م وهو مستوي القاعدة والمستوي 'مغير 
الموازي ل م يسمّيان مخالفين في الوضع إذا تحقّق الشرطان التاليان: 

)١‏ المستوي 'م عمودي على المستوي 627» أي على مستوي التناظر للأسطوانة؛ 

؟) يتقاطع المستوي (67277) مع كلّ من المستويين م و “25 وفقأ لخطّين مستقيمين 
مخالفتي الوضعء أي يشكّلان مع المستقيم 677 زاويتين متساويتين. 

-١‏ في حالة الأسطوانة المائلة» فإنّ المستوي المنصّف للمستويين م و '5ء العمودي على 
0 يكون مستوي قطع قائم للأسطوانة» ويكون مستوي تناظر يحول دائرة القاعدة إلى 
دائرة مخالفة الوضع واقعة في /م. سنرى أن هذا المستوي يعطي قطعاأ أصغرياً (القضيّتان 
5) 

"- يتقاطع السطح الجانبي للأسطوانة مع مستو مخالف الوضع بالنسبة إلى مستوي 
القاعدة» وفقاً لدائرة متمركزة على محور الأسطوانة ومساوية لدائرة القاعدة» أو لجزء من 
دائرة كهذه. 


داق 


يُسمتي ثابت هذه الدائرة "قطعأ مخالف الوضع" - 00011356058+ مثلما فعل 
أبلونيوس في حالة المخروط (القضيّة الخامسة من المقالة الأولى). 

الطريقة التي اتبعها ثابت هي طريقة أبلونيوس؛ إنّها تستخدم خاصيّة الدائرة: 
5 . 0ن - #بزريزء وهذه هي معادلة الدائرة المنسوبة إلى مَعْلم الإحداثيات ذي المحورين 
المشكلين من قطر للدائرة ومن خط التماسُ في أحد طرفيه؛ وهي تكتب: (بر- م)بر- تمبرء حيث 
يكون 7 قطر الدائرة. 

لكي نفهم بشكل أفضل بعض جوانب مسار ثابت في القضيّتين 8 و 5» لناخذ الشكل في 
مستوي تناظر الأسطوانة. متوازي الأضلاع 2/825 هو المسقط العمودي للأسطوانة على 
هذا المستويء والقطعتان 28 و جرم هما مسقطا دائرتيئ القاعدتين. 


شِ 23 1 


11[ 1 11 سا 

حدّد ثابت» في القضيّة 4 فصيلة من الدوائر حيث يكون 8 أحد ممشليها. 

إذا كانت / نقطة من دري بحيث يكون'ه -يروء يكون لدينا 8م - اررق إذأ 18م 
هو مسقط مستو مخالف الوضع. وهكذا حدّد ثابت في القضيّة 4 فصيلة من الدوائر حيث 
يكون 8'/, أحد ممثليها. 

منصّف الزاوية 84 هو المسقط العمودي لمستو عمودي على المحورء وهو ممثّل 
لفصيلة من المستويات. 

كلُ مستو من هذه الفصيلة يكون مستوي تناظر للشكل المؤلّف من دائرةٍ من الفصيلة 
الأولى ودائرةٍ من الفصيلة الثانية. 


م 


القضيّة -٠١‏ المسقط الأسطواني للدائرة (80) ذات المركز 27 على المستوي (5)» غير 
الموازي لمستوي الدائرة» هو دائرة أو قطع ناقص. 

لنسمٌ م الإسقاط الأسطواني الذي نتناوله. 

) يمر المستوي (5م) بالنقطة 2. ويقطع المستويّ (480) وفق القطر 8م. ليكن 76 
مع هه ١‏ 26 . لكلّ نقطة جم من الدائرة: ممنقطة عموديّاً في النقطة بم على #يء يكون 
لدينا #وريع - #وعء أي د م2)»- ثبرء إذا كان م2- 48. 


إذا كان (8) م - #ء فإنّ المثلث جم يُحدّد بتشابه ما على التقريب» وإذا كان (0)م- © 


٠»‏ يكون لدينا كيدا فنحصل على 8ع مع - 2572 . في المستوي (م)ء 57 هي 
خط الترتيب (الإحدائيّة الثانية)'.ر بالنسبة إلى 8مء 57/07» ولأيّ نقطة م مع 
(5)م-”ء يكون لدينا: 

(-ع2)ء - ير ؛ مع ع2 > 2 > 0. 

مجموع النقاط م هوء إذأء دائرة أو قطع ناقص. 

ب) لا يمر المستوي (5) بالنقطة <. ليكن '5) مستوياً موازياً ل (5) وماراً بالنقطة 7 
»إذا كان م مسقط (نهريم) على (م)» و 'م مسقط ('م) على (م)» و "م مسقط (480م) 
على ('5)» حيث تكون الإسقاطات الثلاثة على موازاة خط مستقيم واحد. وفق القضيّة /ا, 
يكون '/م إزاحة؛ يستخدم ثابت هناء كما نرىء التحويل المركب من م و 'م: "مه'م- م. 

الشكل الحاصل في (25) يساويء إذأء الشكل الحاصل في (”5)؛ إِنْه دائرة أو قطع ناقص. 

نشير إلى أن ابن أبي جرّادة» وهو رياضيّ من القرن الثالث عشرء عند شرحه لهذه 
القضيّة» درس الإسقاط الأسطواني لقطع ناقص وقدّم فيه عرضاً أكثر أهميّة [راجع التعليق 
الإضافي]. 


يق 


القضيّة -١١‏ لتكن (ح) أسطوانة مائلة قاعدتاها 80ل و دم. وليكن (م) مستوياً غير 
مواز ل (80ر)وغير مخالف لوضع (80/)»؛ لا يتضمّن المحور ولا يتوازى معه. وإذا كان 
لدينا أيضاً 2 - هل ) م (ص) و ©- (#وص)م (م)ء فإِنْ 0) م (م) قطع ناقص. 

يمبّز ثابت بين حالتين» عندما يكون خط التقاطع بين المستوي م والمستوي الأساسي 
موازياً للقاعدتين أو غير مواز لهما. 

استناداً إلى القضيّة ٠١‏ نعرف أنّ (0(2)0) دائرة أو قطع ناقص. يبيّن ثابت بواسطة 
برهان الخثلف المرتكز على وحدانيّة العمود الخارج من نقطة على مستقيم أن (0)م(م) لا 
يمكن أن يكون دائرة. 

ينتج من القضايا 8 و 5 و ١١‏ أنّ الدوائر الوحيدة الواقعة على أسطوانة مائلة هي قطوع 
بواسطة مستويات متوازية مع مستويِيْ القاعدتين أو مخالفة الوضع بالنسبة إلى هذين 
المستويين. 


؟ 4 7؟ -؟ مساحة القطع الناقص وقطعه 


القضيّة -١١‏ إذا قطعنا بمستو أسطوانتين دائريّتني القاعدتين» ولهما نفس المحور ونفس 
الارتفاع» نحصل على قطعَين ناقصين مُتحاكيَيْن: ويكون مركرٌ التحاكي المركز المشترك 
الواقع على المحور ونسبة التحاكي هي نسبة قطري دائرتي القاعدتين للأسطوانتين. 

يأخذ ثابت كخاصيّة مميّزة لقطعين ناقصين متشابهين»ء محورا كل منهما على التوالي 
(2,26) و 228,289)» المتساوية 2-7 


44 
لم يثبت أبلونيوس هذه المتساوية في القضيّة ١١‏ في المقالة السادسة من كتاب 
"المخروطات", لكنها نتيجة لهذه القضيّة ( راجع التعليق الإضافي). 


اوداق 


إذا كان 4 و '2 قطري دائرتي القاعدة» وكان م و "م قطرين ما متسامتين في القطع 


الناقص الأعظم والقطع الناقص الأصغرء يكون لدينا: 2-2 وذلك مهما كان اختيار 


التحاكي ,,)م» حيث يكون المركز المشترك للقطعين الناقصينء قد حُدّد انطلاقاً من 
084 


تساوي النسبتين الناتج فقط من الإسقاط الأسطواني على موازاة محور الأسطوانة. 


القضيّة ١7‏ ليكن قطع ناقص محوره الأعظم »46-2 ومحوره الأصغر 8» ولتكن 
الدائرة ذات القطر م).. لكلٌ عمود على 20 يقطع الدائرة والقطع الناقص والمحور على 


التوالي في © و 7 و 1ء يكون لدينا 22-7 . 


يستخدم البرهان الخاصيّة الممرّزة للدائرة وخاصّية القطع الناقص المنسوبتين إلى الة 
م البرهان ثر ١‏ 
0 . يكون لدينا: (د-ع2) - تير وَ (22-7)-2 د سر (» هو الضلع القائم بالنسبة إلى 


. . 2 ع ار 
المحور 40)؛ فيكون: ------2. 


2 22 كلل 


وهكذا حدّد ثابت تألفأ عموديّاً محوره 46 ونسبته .مع 1 >7» بحيث يكون القطع 
2 2 
الناقصء في هذا التآلف. صورة الدائرة ذات القطر 0)رء وهذا التآلف هو تقلص. 
كذلك» فإِنْ القطع الناقصّ هو صورة الدائرة. التي قطرها هو المحور الأصغر للقطع 
الناقصء» في تألف عمودي نسبته 5 مع 5<1. فيكون هذا التآلف تمدّداً. 
٠‏ لنأخذ في نظام إحداثيات متعامدء مع م >مقء مايلي: 
[2م- ةبرج ةع ,(بروع)! - © 
[82- 2 بجع ,( بررع)! - © 


به ٍ) )| -رم 


لاق 


4 ليكن ((©))م -(8) مع ١‏ 7 8) ج (بر,ع):يء حيث يكون ع - 2 و بر -لزء 
وتكون الدالة م تقلصاً. 
2) ليكن ((ي0))س-(8) مع (8,7) + (بر, )0 حيث يكون 3-2و برد لآء 


وتكون الدالة سن تمدداً. 


« إذا سمّينا المحورّ الأعظم والمحورّ الأصغر لقطع ناقصء أو قطن دائرة أقطاراً 
رئيسيّة: فإنّ القضيّة ١‏ تكون مكافئة لما يلي: 
ليكن لدينا قطعان مخروطيّان مغلقان» قطع ناقص أو دائرة» وليكن لهما قطر رئيسيٌ 
مشترك +2 وقطر ثان هو 20 و '26» فيُستخرج أحدهما من الآخر بواسطة تآلف عمودي: 


حيث تنسب الإحدائيّات إلى نفس المَعْلَم المتعامد مع: 


ه-04» 5- 08: 'م-'قم) مع'08 أو ه-08. 


القضيّة 4 1١‏ إذا كانت 5 مساحة القطع الناقص #رء ذي المحورين 24 و 25: و 8 مساحة 
الدائرة 8 ذات نصف القطر م حيث (ذهل --م»ء يكون لديناء» عندئذ» 5-5. 
لنستخدم الرموز: 
8 مساحة القطع الناقص كر > 5 مساحة م المحاط ب بر 
5 مساحة الدائرة المكافئة و > .5 مساحة ,11 المحاط ب 8 
'5 مساحة الدائرة © المحيطة > /ى مساحة 'م المحاط ب ©. 
برهان ثابت بن قرة 
) إذا كانت < ىء فإِنْ 


)1( م +22 ح قر 


ليكن 7 متَعدٌد أضلاع: عدد أضلاعه 222 محاطأ بالقطع الناقص برء وناتجاً عن م 
الذي نضاعف عدد رؤوسه عندما نقطع القطع الناقص بواسطة أقطار تمر في منتصفات 
أضلاع , م. متعدّد الأضلاع الأوّل م هو المعيّن المحدّد بواسطة رؤوس القطع الناقص. إذا 
كانت ,ى مساحة 2ء يكون لدينا على التوالي: 


1 و-ويى1< 2 
2 2 


> رك- 5ه (,5-3) 2< و - يل 


2 رك وج (ريى- 2300 رك ى؛ 


يوجّدء عندئذء لكلّ ء محدد بواسطة العلاقة (1)» عدد برء مع 77ع>) بحيث يكون > و 


» فنحصل على: م > ,5- 5» 3< ركى.. 


نأخذ عندئذ الدائرة © ومتعدّد الأضلاع '/7 المستخرّجين من كرو 5 بواسطة التآلف 


العمودي ذي النسبة ' ولتكن ؛ى مساحة /5 و 'ى مساحة ©» فيكون: 


5__ ا 
2 اتاستسس م لاق 
)2( 'ي الى “ل 
لنتناول مجدّداً الدائرة © والمضلعات السابقة /ترء يكون لدينا على التوالي: 


“ول»:ى-'ى 
2 


يبوجد عندئذء لكل محدد بالعلاقة (2). عدد بر ار م) بحيث يكون > 
فيكون: 
)3 “> إك-”ق3. 


إذا كان 2 متعدّد الأضلاع المحاط ب 5ر» الموافق ل /5 في التألف العمودي ذي النسبة © 
0 


٠‏ يكون: ِ فك -عة؛ ولكنٌ لديناء وفق العلاقة (3)» 'م-0قى< 'ىء ففحصل على: 
6 | 5 
5 < ,5 ؛ وهذا محال. 
من أ) و ب) نستنتج» إذأء أنّْ: 5-5. 


م 


لاحظات 
ننتقل من القطع الناقص 8 إلى الدائرة © بواسطة التمدّد العموديّ م ذي النسبة ٍ- 
وننتقل من الدائرة © ذات نصف القطر ء إلى الدائرة #» ذات نصف القطر مر بحيث 
يكون 5.- 2م» بواسطة تحاك /, نسبته ,# حيث يكون 2 فلا يم. يكون إذاًد م 
04 04 4 
- () رمز » والتحويل رمم يحفظ المساحات» لأنْ 1- ١42‏ 6. 
إنّ هدف القضيّة ؛ ١‏ بالتحديد هو إثبات هذه الخاصيّة في حالة القطع الناقص م. 


يستخدم ثابت العلاقة 2م-2-2 ويبيّن أنّ 
2 


و5 كي 2 جم الول 
“5 ال اك كي 


تتوافق طريقة ثابتء إذأء مع المرحلتين التاليتين: 


نبيّن أنه يوجّد مُضلع م مُحاط بالقطع الناقص ير بحيث يكون ,> ,ى> م-5؛ غير أن 


(طار -رح © تحقق | لعلاقة (1)» فنحصل على “5< ؛ىء» وهذا محال. 


6 95 فيكون فده 20). 


7 5 ره-5 5 
نبيّن أنه يوجّد مُضلع 2ح © بحيث يكون 57> /5> يم '5؛ غير أنّ (2) 2 - هد 8 
تحقق العلاقة (2)»: فيكون 5< ,كىء وهذا محال. 


لقد أثبتناء إذأء أنّ: 52 - _”., 
ا 


إذأء انطلاقاً من خاصيّة التآالف العمودي. التي 3 تقول إنّ نسبة المساحتين /كد و وى 


للمضلعين المتشابهين م و '2ء مهما كان م» تساوي نسبة التألف» يستنتج ثابت بت أنّ 
النتيجة نفسها تنطبق على المساحة 5 للقطع الناقص ور والمساحة 5 للدائرة ©. وهذا يرجع 


وم 


إلى القول إِنْ النسبة تبقى محفوظة بعد المرور إلى الحدّ عندما يسعى م إلى ما لا نهاية: 


م ؟, 8 ,وى شه _ فى 
دش وا وى 2 1100 سي 
57 ا" 4 ا ابن 1 


يُمكن أن نلاحظ 9 لوكا فاليريو (17720هآ ) أخذ هذا النوع من القول كقاعدة 
لطريقته" . وهذه الطريقة لا تثدخل المجاميع التكامليّة في الاستدلال. 


ولقد حصل أرشميدس على هذه النتيجة نفسها في مؤلّف "المخروطيّات والكرويّات"؛ في 
القضيّة 4. لكنٌ رياضيّي ذلك العصرء بما فيهم ثابت» لم يكونوا على علم بهذا الكتاب. 
والمقارنة بين مساري الأوّل والثاني لها فائدة مضاعفة» إذ سيكون باستطاعتنا أن نفهم بشكل 
أفضل مساهمة رياضيّ القرن التاسع»: وأن نعي أيضأ بشكل أفضل معرفة رياضيّي ذلك 
العصر بأعمال أرشميدس. 

يمكن إعادة كتابة القضيّة 4 من مؤلّف "المخروطيات والكرويّات" » إذا استخدمنا رموز 
القضيّة ؛ ١‏ عند ثابت؛ فنكتب: 


"نسبة المساحة 5 لقطع ناقص ؤ2رء محوره الأعظم م2 ومحوره الأصغر 2» إلى 
5 0 


0 


المساحة '؟ للدائرة © ذات القطر م2 هي 


يُحيل أرشميدس هذه القضيّة مباشرة إلى نص لقضيّة مكافئة للقضيّة الرابعة عشرة عند 


ثابت. يحدّد الدائرة © ذات المساحة ع» بحيث يكون 2- ب» ويكتب "أقول إِنّ ي مكافئة ل 
0 


5" أي أنْ 8-5. ليست الدائرة © سوى الدائرة , عند ثابت. 


©0) 35<ر2. 


" انظر: .69-75 .وح ,1-111 .إمعم ,آآ ععجتنآ ,(1661 ,عموماهظ8 ) وم 1 تجطارط ب«سصمك1[ه؟5 يملاع مجع 1226 


؟ انظر: و06 صمناء116مه ,تعاعد15 وعامتقطت حقح اتدههها نه تاطهاة عامها ركم 12م 6 #دد عدا 1ت عه72م«مه هوا على رولغستطعهم 
.166-169 .مم ,[ غطده 1 ,(1970 رقاعة2) ععمةع 1 عل 5غازوك17دلاآ 


ليكن ,11 مضلَّعاً متساوي الأضلاع؛ عدد أضلاعه “*2» محاطاً بالقطع الناقص م وذي 


المساحة ,5 بحيث يكون 5,<5. عندئذء إذا كان م التشابة ذا النسبة 6 و ,م التآلت 


العمودي ذا النسبة 2 يكون لدينا 
24 


)حديمر :م 
#ج و11 حيث يكون »بر مضلّعاً محاطاً ب © 
لج ) :يه© 


جد ام حيث يكون م مضلعاً محاطأ ب ير 
يكون لدينا إذاً: *--20 و 2- ل فيكون: ,:5- ,5؛ وهذا محال لأنّ 5> ,5 ولأنّنا قد 
فرضننا 5< ئ2. 
لنلاحظ أنّ أرشميدس لم يثبت أنّ التحويل ,م هو تآلف عموديء وهو يستخدم بدون 


6) كبكل2. 
ليكن م مضلّْعاً متساوي الأضلاع؛ عدد أضلاعه 2 محاطاً ب كزرء بحيث يكون 5< ,5. 


0ج 8 نكيم | لجال واس 
جد ,اجام 


85 ثم 6 


-» فيكون الل - 5؛ وهذا محال لأنّ 2 >2 ولأننا قد 


فرضنا ,2< ,ك. 
من »م) و 6) نستنتج أَنَّ 5 - 5.. 
يأخذ ثابت قسمئّ برهانه بترتيب معاكس للترتيب الذي اعتمده أرشميدس. 
٠‏ >3 (م بالنسبة إلى ثابتء م بالنسبة إلى أرشميدس). 


يفصل ثابت شرح بناء متعدّدات الأضلاع 2 ويستخدم القضيّة ١17‏ من المقالة الأولى 
لأبلونيوس ليُدخل العامل ٍ بهدف تطبيق القضيّة الأولى من المقالة العاشرة من "أصول" 
أقليدس وذلك ليفسّر وجود «# بحيث يكون م>,ى- ى» مع 5-8 -م. في م لا يشرح 
أرشميدس بناء ص وهو يعتبر أنه حاصلء كما في ع» انطلاقاً من » لكنه لا يعطى هنا 
أيّ تفسير لوجود ,م بحيث يكون 5< ,ك.. 

ينتقل ثابت بعد ذلك من إلى “7 بواسطة التمذد العمودي :م - م الذي وصفه في 
القضيّة ١7‏ واستخدمه أرشميدس بدون تعليل. والاثنان يثبتان أنّ 7- +2 من خلال تقسيم 

9 4 

متعدّدات الأضلاع إلى مربّعات منحرفة وإلى مثلثات. 

لا يعمد ثابت إلى إدخال ,11 المحاط ب م. 

٠‏ ى<3 (خ بالنسبة إلى تابت» » بالنسبة إلى أرشميدس). 

ينطلق أرشميدس من ,11 ذي المساحة ,3 والمحاط ب م بحيث يكون 5< ,,:2<2. 

لقد استخدم وجود مضلع كهذا في القضيّة الأولى من مؤلّف "في مساحة الدائرة"» واعتير 
هذا الوجود "بديهيّاً" في القضيّة السادسة من مؤلّف "الكرة والأسطوانة" كما اعتبر أنّ هذا 
الوجود قد " نُقَلَ في "الأصول" ". ينطلق ثابت مباشرة من '7 ويعلل كما في الحالة أ) وجود 


م بحيث يكون بم > /5-/5. والاثنان» كما في السابق» يستخدمان آث كما أنّهما 
44 9 


يستعملان كمصادرة القول الثالي: من بين سطحين مستويين يحيط أحدهما بالآخرء فإِنّ 
السطح المُحاط هو الأصغر. 


ملاحظات حول أعمال أرشميدس 

يستخدم أرشميدس الأسطوانة القائمة والمخروط في العديد من قضايا المؤلّف "الكرة 
والأسطوانة" (لاء .)...1761١ ٠١‏ ومن بين المقدّمات التي تسبق القضيّة »١0/‏ فإِنّ 
المقتمة 5 تبيّن بوضوح أن المخروطات التي تناولها ذات أضلاءع(أي خطوط مولدة) 
متساوية في الطول. ولا يجري الكلام في أي مكان من النصّ عن أسطوانة مائلة أو عن 


نان 


مخروط مختلف الأضلاع. فأرشميدس يتقيئد بتعاريف أقليدس (انظر القضيّتين ١7و78‏ 
من المقالة الحادية عشرة). 

ولم يُعطٍ أرشميدس أيّ تعريف للقطوع المخروطيّة الثلاثة ضمن مؤلّفه في "المخروطيّات 
والكرويات". 

يستنتج أرشميدس من القضيّة ؛ قضيّتين -5 و 5- ولازمة نوردها فيما يلي. 
القضيّة 6 إذا كان # قطعاأ ناقصأً محوراه 2 و20 و© دائرة قطرها ن» بحيث يكون 


٠ /‏ زدينا. 30 _ 486 _ (15) 3 
4-2 يكون لدينا: 20 _ 480 _ 20ت 
4-27 » يكون 2 تل )يي 


القضيّة 5 إذا كان ؟ قطعاً ناقصأ محوراه 22 و20 و “5 قطعأ ناقصأً محوراه 28 و/20» 


ن لديناء 35._ (5) 5 
يعون اه (35)06 


7 2 2 
لازمة ‏ إذا كان ير و '/بم متشابهين» يكون: 0 


القضيتان ”>١‏ و ”” اللتان استنتجهما ثابت من القضية 5 »١‏ هما حالتان خاصتان من 
القضيّة ه عند أرشميدس. إذا كانت رى مساحة القطع الناقص الأصغريء و ىيى مساحة 


القطع الناقص الأعظميّ » و5 مساحة دائرة قاعدة الأسطوانة ويكون نصف قطرها م يكون 


لدينا: 
القضيّة 5 5د (لأنّ +- ي»). 
ص 


القضيّة 1" عنك ‏ عرث (لأنّ «دية). 
7 
القضيّة 7١‏ هي لازمة للقضيّتين "7١‏ و777, لكنّها أيضاً نتيجة للقضيّة ". 


القضيّة ع عد 


مد 0 كر 
القضية 707, التي يستنتجها ثابت من القضيّة ؛ ,١‏ ليست سوى القضيّة ١‏ ولازمتها عند 


أرشميدس. 


القضيّة ١6‏ ليكن ي# قطعاأ ناقصأ محوره الأعظم ا ارا ومحوره الأصغر 2» ولتكن بر 
الدائرة المكاففة ونصف قطرها مّهل/.-م. الوتر ع4 (88 ١‏ 46 ) والوتر 7 من الدائرة 
كان علا _ 46 , فيكون 5:- 

و 5 » فيكون ,2 - إن.. 

إذا كانت © الدائرة ذات القطر 8هء فإِنٌ ثابت»: بواسطة التآلف العموديّ “رذي المحور 
وم والنسبة ©» يُرفق بالقطعة 0و قطعة هي /ورج. يبني في القطعة 80 ), متعدّدَ 
أضلاع م بالطريقة المشار إليها في القضيّة 4 ١‏ ويُرفق به بواسطة التآلف مر متعدد أضلاع 
'. ويبيّن أن القطعتين م2 و عير تتمائلان في تحاك نسبته 2 ؛ يكون. إذاً. 

4 
)1( ((©ه4)) يه - (08) . 
البرهان في هذه الحالة مطابق لبرهان القضيّة .١4‏ 


ملاحظة ‏ من العلاقة (1) نستنتج بناءً هندسيّاً بسيطأً للقطعة ,ع إذا عرفنا القطعة 80م 
وافترضنا أنّ القطع تر والدائرة جم مُتراكزان. 


يكون لدينا بالفعل: | 4 و 5 - 2 فيكون: 7 


بك 


الوثر 7 من الدائرة 5 هو متوسط متناسب بين الوترين 40 من القطع الناقص و 77 
من الدائرة» وهما الوتران القائمان على مستقيم واحد عمودي على المحور جهء 
فنحصل على بناء بسيط للوثر ,2,. 


القضيّة ١5‏ ليكن بير قطعاً ناقصاً محوره الأصغر 28-8 ومكوره الأعظم و2 » ولتكن 2 
الدائرة المكافئة ل ب الوتر 40م (88 1 ©46) والوتر ,رر من الدائرة يفصلان في كرو م 


القطعتين (480) ومساحتها ,ى و (72) ومساحتها ,5. إذا كان: 2 2 يكون: 


ورك - ي8. 
إذا كانت ح الدائرة ذات القطر وجهء فهي صورة 6 بواسطة التآلف 'مرذي المحور 88 
والنسبة © عندئذ يبني ثابت ((هم))'/-( 087). 
4 


عدا لير يجيد 


تستنتج الدائرة م من 0ن بواسطة تحاك» 'لر» نسبتة 2 » ويبيّن ثابت أن 


(1:')087-(12ة)ء إذا 


)2( (©هه)' ه10 -(13). 
يُحَدّدُ المُضلّعان م. و /ء كما جرى في السابق» ويكون البرهان بالتالي مماثلاً لبرهان 
القضيّة 54 ,١‏ 
4 


م بذ ان حر 


0 2 
سراحك 


ملاحظة - من العلاقة (2) نستنتج بناءً هندسيّاً ل .20د. 


كما في القضيّة 2١5‏ »؛ يمكن أن نكتب: 62-2 ©> ويكون لدينا من جهة أخرى: - 4 ظ( 


فيكون: 27. 40 - 172 . 


القضيّة -١‏ ليكن ‏ قطعا ناقصا وليكن عرص أحد محوريه؛ ولتكن جر الدائرة المكافئة 
وقطرها 30. نسقط العمودين 47 وين على 5م من نقطتين 4م و © من القطع الناقصء» 
ومن النقطتين 5 و مد من الدائرة نسقط العمودين 52 و 3407 على 30 ؛ إذا كان وضع 
زم بالنسبة إلى 7 هو نفسه وضع 40 بالنسبة إلى #ء وإذا كان وضع النقطتين م و 
بالنسبة إلى مركز الدائرة هو نفسه وضع النقطتين 7 و > بالنسبة إلى مركز القطع 


الناقصء وإذا كان 22 المحور الأعظم و 20 هو المحور الأصغرء يكون لدينا: 2 - م 
0 


و ( عندما يكون م2 -28) 


أو لك _ لا عل _ نالة (عندما يكون (2- 278)؛ 


مه طمل 7 © طول 

وفي هذه الحالة تكون القِطّع التي يفصلها 20 في القطع الناقص و دز في الدائرة 
متكافئة ثناعءً. 

سنستخدم الرموز التالية: مساحة قطعة: _ى» مساحة مثلث: يي 

مساحة المربّع المنحرف: .ىء مساحة كر أو بير: ى. 

ترتكز الطريقة التي استخدمها ثابت على حساب مساحتي قطعة قطع مكافئ وقطعة دائرة 
معلومتين» بواسطة مجاميع أو فروق مساحات هي على التوالي مساوية للمساحتين السابقتين. 

يميّز ثابت ثماني حالات للشكل. لنمدّد على استقامة العمودين 7م و0 حتى 0 و م 
والعمودين م5 و 3/07 حتى 7 و 7. لتكن 5, مساحة القطع الناقص والدائرة. 


ان 


عث يفطم ترون 2 1 


قش ا 
15 عو المحور الأعظم لثم ل يقطم 0517 3 
ٍ 00 عن يقطع برق ١‏ ىم 
م يقطع لاط بر 
ث لا يقطم 037 7 


عش يقطم ترق 20 


م 000 
00 
5 عو المحور الأصغر بلا عث لا يقطع 37 4 


000 عد يفطم وم 0 م 
42 ل يقطع 77 "8 

0 450(>25)ي5 و كك>(لة)ي5. 
لدينا في جميع حالات الشكل ووفق القضيّتين ١©‏ و6١:‏ 

( 'القطاي3-(420)ي5 د (1اللط)ي5-(22))يك. 
أ) في الأشكال ١٠ء‏ ” ”7, 4» يكون لديئا وفق الفرضيّات 

( 7144:ط)ى 35 -( 010 ا 5. 

ويكون لدينا أيضاً: 


[ (4010)ي 5-(0طش)ي 5- (قط0) ا -(480) يك 
[(8:7734)ي 5 -( اللاي 11171-5) اك -( الط)ي5) 


فيكون: ( 4لة)ي 5-(480)ي 5. 
ب) للأشكال ه. ”ى لاء لق يكون لدينا: 
(©409) 5+(©©)ي 5+ (0صفاي 5 - ( 48 ) 5 


(7234:) 3+( 014 5+( شاي 5- ( 14 1ئ1) 5 


فض 


وفق القضيتين ١١‏ و15١ء‏ يكون لدينا: (273/7)ي5-(450),ى؛ وفق|) لدينا: 
(734)ي,5ى-(00) رىء ووفق الفرضيات لدينا: (1734)م5ى-(406)يى» 
إذأ: (/7ط)يكى-( 48 ) يك 

0 48(<25)ي5 و 1714(<25ط)ي5. 

وفق 1 نعرف أنَّ: (5,)2714- 35-(480) ركاىء 

فيكون: (5714)يمي,5-( 480 ) ي,ك. 


إذا كان 5ط-(480) م5 يكون عندئذ (5,)480- ك5 - ( 1.734)ي,5. 


إذا نسبنا إلى نفس المَعْلم (برهم,+0) القطعَ الناقص #لء والدائرةً © التي قطرها المحور 
الأعظمء والدائرة م المكافئة ل كرء حيث تكون النقطة 0 مركز الدائرتين» يكون معناء كما 
رأينا في القضيّتين ١5‏ و6١»‏ (8) “رمم ح زرء مع: 


يكون عندئذ: 2-2 ؛ هذه هي العلاقة التي أعطاها ثابت في الحالة التي تكون فيها 


النقطتان 4م و © مُسقطتين على المحور الأعظم. إذأء تثبت القضيّة ,١1‏ أنه إذا كانت 14 و 
34 نقطتين من القطع الناقصء و ”3/4 و ”234 صورتهما بالتحاكي #روبزء يكون عندئذ: 


(3447) و -( اق لق ) ا 


حون 


رو 7 
7 


0 


؟ 4 ؟ ” في القطع الأعظميّ للأسطوانة وفي قطوعها الأصغريّة 
القضيّة ١4‏ قطمٌ أسطوانة مائلة محورها ©, وارتفاعها بر بواسطة مستو (2)» عمودي 
على عر » هو قطع اقص محورآأه 22 و 25» مع <ج»؛ حيث 26-2: و 2 هو قطر دائرة 
القاعدة؛ ويكون: - 

وفق القضيّة »١١‏ نعلم أنّ القطع هو قطع ناقص بير المستوي (0)» الذي يمر ب عبر 
والعمودي على المستوي الرئيسيء يقطع المستوي () وفق قطر من القطع الناقص. هذأ 
القطر: 0 مساو لقطر دائرة القاعدة» 2) هو أعظم قطر في 5 يكون إذآ 4 -26. 

يكون لدينا (:05()153) 1 (0()0)» إذأء المحور الأصغر هو في (22). نبيّن بواسطة 
تشابه مثلثين قائمئ الزاوية أنّ. 44 _ 28 

به مثلثين قائمي الزاوي سد حت 
ملاحظات ‏ 

« يستخدم الاستدلال القضيّة ه وخصائص الخطوط المستقيمة والمستويات المتعامدة. 

٠‏ المستوي الرئيسيّ هو مستوي تناظر للأسطوانة وللمستوي (5) في آن معأء فيكون 
مستوي تناظر بالنسبة إلى كرء ويتضمّن إذاً أحد محوري القطع الناقص. 


نض 


« المستوي (5) يسمّى مستوي القطع المستقيم. جيب التمام لزاوية (2) مع مستوي القاعدة 


سبع صمي 17 
هو #7 وم - ست 
4 


القضيّة -١4‏ ليكن ,5 القطع الناقص الحاصل في مستوي القطع المستقيم (2)» وليكن / 
قطعأ ناقصأ في مستو (0) اختياري. إذا كان ,28 » ,28 » ,ى و 26 ١25‏ ى على التوالي 
المحور الأعظم والمحور الأصغر ومساحة ,رك و كاء يكون لدينا: 
١ 348‏ شادنا 
0 (2(/)0)ء في هذه الحالة ووفق القضيّة 4 يكون: _ه-ه» ,5- 25 ,ك- ى. 
© (2) و (0)غير متوازيين. ليكن 4-27 قطر دائرة القاعدة؛ وفق القضية »١6‏ لدينا 
اح رخا 
« إذا كان م-ي» عندئذ يكون _626-04 و ي5>6. 
« إذا كان م -مقء عندئذ يكون يه - 5 ٠»‏ _5<8 و ي4<». 
« إذا كان رم و معوقء عند ذاك يكون 8<-م<عء فيكون 5< _»<»4. 
لدينا إذأ في جميع الأحوال _»<ه و يه>ة. 
المستوي الذي يتضمّن محور الأسطوانة والمحور الأصغر لم يتضمّن قطرأء م من 
ركلء ,8<25< _مدء لكن م <25» فيكون ,56<85. لدينا في جميع الحالات ,8< 8< يه. 
ونستنتج من ذلك (.ه> رة. رم» فيكون _,ك< 5. 
كل قطع ناقص حاصل في مستوي قطع مستقيم يُسمَى قطعاً ناقصأ أصغرياً. 


القضيّة ١؟-‏ ليكن م القطر الأعظم في تقاطع أسطوانة © مع مستويها الرئيسيّ 629 . 


ليكن (5) المستوي المتضمّن #يمء بحيث يكون «7ى) ١‏ (م)» في هذه الحالة يكون 


(60)مرط) قطعاً ناقصاً هوىنر. إذا كان ,20 ع 28 »© 09 و م2* 25 » لكر على التوالي 


5754 


المحور الأعظم والمحور الأصغر ومساحة يي والمحور الأعظم والمحور الأصغر 
ومساحة قطع ناقص #/ اختياريّ واقع على الأسطوانة عندئذ يكون 
©#<ي©»» 8<يرظة ف 5<يك. 

يبِيّن ثابت أنّ: 

أ) يم هي أعظم القطع التي تصل بين نقطتين واقعتين على خطين مولديّن متقابلئن. 

ب) جم هي أعظم القِطع التي تصل بين نقطتين واقعتين على خطين مولديّن اختيارتّين. 

عندئذ يكون جيم المحور الأكبر من بين المحاور العظمى للقطوع الناقصة للأسطوانة» 
ويكون ي»2 - ا » ويكونء إذأً: يره>ه. 

2 المحور الأصغر ,رم عموديّ على يم وهو موجود في (5). إذأ هو عمودي 
على المستوي الرئيسيّء فيكون 4- ,28ء حيث يكون 4 قطر دائرة القاعدة؛ لكن وفق 
القضيّة ١1‏ م2 -25>2» فيكون ,5>3. ونستنتج من ذلك أن ي5>ى. 

القطع الناقص ,5 يسمّى قطعاً ناقصاً أعظميّأَء وهو وحيد في أسطوانة معلومة. 

إذا أخذنا بعين الاعتبار القضيتين ١54‏ و ,7١‏ يكون لدينا: 


7ح يرطد- م6١‏ ,2 ك5 4 ك ير4 بيك 8 كرل رتك تكرت . 


6 


القضيّة -1١١‏ "إذا كان #رو محور أسطوانة مائلة و :ج ارتفاعهاء و (480) دائرة قاعدتها 


وقطرها #» حيث م2 -#4» و ,8 مساحة القطع الأصغريّء يكون لدينا: 


هذه النتيجة تستنتج مباشرة من القضايا 5 ١8 ,١‏ و .١5‏ 


القضبّة 3١١‏ اذا كانت . ؟ مساحة القطم الأعظم”» يكون لديناء 2ت _ عدكه 2 برت 
لقضيةه : 39 لقطع عظمي؛ يكون عم 80 


هذه النتيجة تستنتج من القضيّتين ؛ ١‏ و .7١‏ 


مق 


القضيّة 7؟- هي لازمة القضيّتين 7١‏ و7١.‏ 28 ع, 
يده هرت 
القضيّة 1١4‏ إذا كان لدينا قطعان ناقصان متشابهان طرو'2/, ومتراكزان» بحيث يكون 
محوراهما الأعظمان متسامتين» وكذلك محوراهما الأصغرين. فإِنّ خط التماسّ في أيّ نقطة من 
الت الناقص الصغير يقد في تلع الناقص الكبير ورا تكون فقعلة تمان في منتصفه. 
بيمكن تحديد تشابه القطعين الناقصين بواسطة المتساوية » مخروطات" 
0 6 
أبلونيوسء القضيّة ١١‏ من المقالة السادسة)» حيث يكون ٠‏ و 'ء الضلعين القائمين بالنسبة 


إلى المحورين 26 و /م2» أو بواسطة متساوية نسبتئئ المحاور - 0 © . يبيّن ثابت» مستخدماً 


المتساوية الأولى والثانية والقضيّة ١7‏ من المقالة الأولى من "مخروطات" أبلونيوسء أن 
لأيّ نصف مستقيم يخرج من المركز ‏ ويقطع القطع الناقص الصغير في 3 والقطع 
الناقص الكبير في 2 يكون لدينا 

2-4 0 

هذه الخاصيّة والقضيّة ©٠‏ من الكتاب الأوّل من "مخروطات" أبلونيوس تسمحان لنا 
بالحصول على النتيجة. 

تحدد المتساوية (1) التحاكي 06 / حيث يكون: (8 )1 - '8. 

يعرض ثابت في المقطع الأخير نتيجة تتعلق بالحالة العامّة للتشابه. ليكن “5 قطعاً ناقصاً 
مساويأ ل “كرء ولتكن + الإزاحة - التي قد تكون انسحابأ أو دوراناً - حيث يكون 807 - /ر 
/* » فيكون (),زمة - ”كرء حيث يكون م تشابهاً. تحافظ الإزاحة على الزواياء فيشكل 
قطران متماثلان من كر و6 مع محورين متماثلين زاويتين متساويتين - وهكذا يحذد ثابت 
هذين المحورين. 

لقد حُدّد التحاكي 000 هنا بواسطة متساويات بين النسبء» وقد حُصل على هذه 
المتساويات انطلاقا من العلاقات المتريّة» وذلك بخلاف ما تمٌّ فعله في القضيّة ؟١.‏ 


"1 


القضيّة 15- نأخذ قطعين ناقصين متحاكيين متراكزين. المطلوب بناء مضلع محاط بالقطع 
الناقص الكبيرء حيث لا تلتفي أضلاعه بالقطع الناقص الصغير ويكون + مركز تناظر. 
ليكن 40 و 56 المحورين الأعظمين» 85 و #م المحورين الأصغرين» حيث يكون 
20 < 400 وق 78 < ([8 . 
ليكن عم خط التماس في # ولتكن الزاوية 275 - ,ه. نتخرج بعد ذلك خط التماسّ 
ثم خط التماس 3/57 » ونكرّر العمليّة حتى الحصول على خط تماسّ يقطع القطعة 
8 . نضع 1378- بيه و 3778 - ب,مء وتوافق الزاوية ,م خط التمانّ ذا المرتبة ». 
يبيّْن ثابت»: مستخدماً القضيّة 4 ؟ والقضيّة 74 من المقالة الثانية من "المخروطات" 
وكذلك القضيّة ١١‏ من المقالة الخامسة من "المخروطات" لأبلونيوسء أنّ: 
:3< و9 » 2 زه5< به ...2 2-1(06 )< بره ؟ 
ويَقبّل (بموجب مسلمة أودوكس_أرشميدس) بوجود »» حيث يكون 5< ,ه(1- 20)؛ وينتج 
من ذلك 5< يه ؛ وهكذا يحصل على خط التماسّ المطلوب. 
تكون رؤوس متعدّد الأضلاع على القوس 8 من القطع الناقص الكبير على التوالي 
النقطتين 4 و © والنقطة 0 الواقعة كيفما اتفق على القوس 727 التي يحدّدها خط التماسٌ 
الثاني» والنقطة م3 الواقعة على القوس التالية» وهكذا دواليك إلى أن نصل إلى طرف خطّ 
التمامن ذي المرتبة 0-1) وأخيراً إلى النقطة 8. 
نحصل على الرؤوس الأخرى لمتعدّد الأضلاع 
) بواسطة التناظر بالنسبة إلى المحور 2هء 
2) بواسطة التناظر بالنسبة إلى 1. 
نحصل أيضاً على متعدّد أضلاع عدد أضلاعه 1-,80. إِنّ وجود هذا النوع من متعدّدات 
الأضلاع سوف يدخل في القضايا "7 ١اء‏ 17؟. 


القضيّة 5" نسبة محيطي قطعين ناقصين متشابهين تساوي نسبة التشابه. 
ا 


يجري الاستدلال على قطعين ناقصين متحاكيّيْن ,5 و م5 متراكزين في النقطة » ويكون 
المحور الأعظم والمحور الأصغر والمحيط لكل منهماءعلى التوالي» (,ص,,28,,2) و 


(و. و25, ي2) . نفترض أن ره > ,» » فيكون ,5/>5 و ,م> ,م. نريد أن نبيّن أنّ: 24 -ن2. 


و روث 


0 


يوجدء عندئذء ,م بحيث يكون 4 - لك؛ مع يه > يه> ,»ه. 
و ولثم 


2 
ليكن / التحاكي | © و م التحاكي |.© | فيكون لدينا (وت ر- رق ونأخذ القطع 
الناقص (رير )م - وكا. وفق القضيّة 5؟» نحن نعرف كيف نبني متعدّد أضلاع م عدد 
أضلاعه 1-)8» محاطأ ب وكر وليس له نقاط مشتركة مع ,#رء ليكن ؛م محيطه؛ يكون لدينا 
إذأ رم > :ص > بم. انظر مصادرة أرش ميدس في أط وال المنحنيات المحدّبة ["الكرة 
والأسطوانة", المصادرة ١‏ 


ليكن (م)7ج - ,طم محاطاً ب ركرء وليكن ؛م محيطه؛ يكون لدينا ل فيكون 
2 


2 


و0 2 يه وم 


ب) لنفترض أن ١‏ 1ك 


2 


يوجّدء عندئذء بم بحيث يكون ل مع »< يه< ره. 


2 

ليكن / التحاكي | ك. | ف نبني القطع الناقص و'كلء بحيث يكون (,7 )2 - ,"ل ونبني 
4 

في ر'#ر متعدّد أضلاع “ضر بدون نقاط مشتركة مع رت ونستنتج من ذلك متعدّد الأضلاع 

('ص) م - اطع المحاط ب رير. إذا كان بم محيط ,6# و /م محيط /وء يكون لدينا 


2 > الل؛ وهذا محال لأنْ ور< يور و رص>'م.يكون لدينا إذا 4 حال 
و2 و48 ور و و2 


" انظر: عع1[عن/18 دع اتقط) عدم .0ع ات .60 رانو نك أت متف نآصد 2[ 26 رء80تسنطععمء» المجلد الأوّلء» ص. ,١١-١١‏ 
خم؟ 


نستخلص من أ) و ب) أنّ: 2-2 


22 

النتيجة المثبتة للقطعين الناقصين المتحاكيّين رك و «كرتبقى صحيحة إذا استبدلنا رب 
بقطع ناقص ,“6 ناتج من ,/ بواسطة إزاحة» وهذا يؤدّي إلى تعميم النتيجة على قطعين 

في هذه القضيّةء يستند ثابت إلى النتيجة الحاصلة» وهي أنّ نسبة محيطّئ متعدّديّ أضلاع 
متشابهين تساوي نسبة التشابه» ليبرهن أنّ نسبة محيطي قطعين ناقصين متشابهين تساوي 
أيضاً نسبة التشابه. 

ترتكز طريقة ثابت من جهة على استدلال يخص اللامتناهيات في الصغر ويرجعنا إلى 
القضيّة ©؟؛ ومضمونه أنّه يمكن دائماً أن نئدخِل» بين قطعين ناقصين متحاكيين بالنسبة إلى 
مركزهما المشتركء؛ متعدّد أضلاع محاطأ بالقطع الناقص الكبير دون أن يمسّ القطع الناقص 
الصغير؛ ويكون ذلك مهما كانت نسبة التحاكي» حتى وإن كانت قريبة للغاية من ١؛‏ ومن 
جهة أخرى ترتكز الطريقة على استدلال بالخُلفء يُستخدّم فيه تحديدٌ من أعلى أو تحديدٌ من 
أدنى. 

لماذا لا يحسب ثابت المحيط؟ 

يقوم ثابت» في القضيّة 4 ١‏ المكرّسة لحساب مساحة القطع الناقص ء بتحويل القطع 
الناقص #/ إلى دائرة 8 لها نفس المساحة» بواسطة تركيب من تألف عموديّ وتحاك» بحيث 
تكون نسبة المساحات المتماثلة معلومة. 

لا يمكننا مقارنة محيط القطع الناقص بمحيط دائرته الكبرى انطلاقاً من المضلّعات 
المتساوية الأضلاع ,“5 ذات المحيطات 'م والمحاطة بالدائرة» ومن مثيلاتها ,م * ذات 
المحيطات ؛م والمحاطة بالقطع الناقصء لأنّ نسبة قطعتين مستقيمتين متماثلتين في التآلف 


المعنيّ بالأمر ليست ثابتة» 2 ؛ 28 ؛ إذ إِنّ التآلف لا يحافظ على نسبة الأطوالء وبالتالي لا 
04 


, 


,2 
يمكن استخدامه كما فعلنا في حالة المساحات. 


* المضلّعات ,7/ ليست متساوية الأضلاع. 
ما 


لِنْشِرْ مع ذلك إلى أنها المرّة الأولى التي يتم فيها تناول طول محيط القطع الناقصء؛ أو 


بشكل أعم طول منحن غير الدائرة. 
القضيّة ١١!‏ 
أ) نسبة المساحتين ,5 و ,5 لقطعين ناقصين حيث يكون محورا كل منهما على التوالي 
0 12 3 
(/2, ر2) و (,25, ي28) هي: 2 


ب) إذا كان القطعان الناقصان متشابهين وإذا كان ,8 و رة قطرين متماثلين في هذا 
التشابه, فإن: :58-21-55 
ين ل ال 
إنّ الفقرة أ) لازمة للقضيّة 4 ١؛‏ ونبيّن أن الفقرة ب) لازمة للفقرة أ)» إذا استخدمنا نسبة 
التشابه. 


؟ 4 > 4 في المساحة الجانبيّة للأسطوانة والمساحة الجانبيّة لقطعة أسطوانة محصورة 
بين قطعين مستويين يلتقيان بجميع أضلاعها 
القضيّة ١‏ يكون الخطان المولّدان» لأسطوانة قائمة أو مائلةء متقابلين إذاء وفقط إذاء مرًا 
بطرفي قطر من كل قطع ناقص أو دائري. 
وفق التعريفه المولدان ‏ و /ىم يكونان متقابلين إذا أخرجا من طرفي قطرٍ إحدى 
القاعدتين؛ إنهما إذأ في مستو واحدٍ يتضمّن المحور من هنا تبرز النتيجة التي يمكن كتابتها 
على الشكل التالي: لكي يكون مولّدان ‏ و 'م متقابلين» ينبغي ويكفي أن تلتقي قطعة 
مستقيمة» تصل نقطةٌ ما من ٠‏ مع نقطة ما من /م» بالمحور. 
القضيّة 14- في أيّ أسطوانة قائمة أو مائلة» يكون مجموع قطعتين» محدّدتين على مولدين 
متقابلين بواسطة مستويين لا يتقاطعان داخل الأسطوانة ويلاقيان جميع المولدات»ء ثابتاً 
ومساوياً لضعفي القطعة المحدّدة على المحور بهذين المستويين. وأحد المستويين يمكن أن 


يكون مستوي إحدى القاعدتين. 


رن 


يستخدم البرهان خاصيّة القطعة التي تصل بين منتصفي ضلعين غير متوازيين لمربّع 
منحرفء ويبرهنها ثابت انطلاقاً من خاصيّة القطعة المستقيمة التي تصل بين منتصفتي 
ضلعين في مثلث. 
القضيّة -"٠‏ ليكن لدينا أسطوانة مائلة وقطع أصغريٌ ,م وقطع آخر كيفما اتفق (يمكن أن 
يكون قطعاً ناقصاً أو دائرة)» لا يلتقي ب ,.. إذا أَحَطْنا بالقطع ,م متعدّد أضلاع م رؤوسه 
متقابلة قطريّاً كُنَاءٌ» فإنّ المولدات المارّة برؤوس 7 تحدّد سطحاً منشوريّاً تكون مساحته 
الجانبيّة 10+ !)كدت إذا كان م محيط متعدّد الأضلاع 2رء : و ,1 القطعتين الواقعتين 
على مولدين متقابلين بين القطعين. 

يستخدم البرهان القضيّة 5؟ ومساحة المربّع المنحرف. وتبقى النتيجة صحيحة إذا كان 
القطعان متماسين. 
القضيّة -"١‏ المساحة الجانبيّة 5 لقطعة من أسطوانة مائلة واقعة بين قطعين قائمين هي: 
:.م -58» إذا كان م محيط قطع ناقص أصغر و / طول قطعة المولّد الواقعة بين القتطعين. 

ليكن 5 أحد القطعين» مركزه بج ومحوره الكبير 26. 
)١‏ إذا كانت م.م>س» فإِنّهِ يوجد طول م » مع م > ج» بحيث يكون 4.م-5. 

ليكن ب# بحيث يكون م> ,, > ع ؟ في هذه الحالة توجد مساحة م بحيث يكون /.مر-م+ب3» 
فيكون (جم-2)/-ج. 

نبني القطع الناقص ء مع (5)م- 5 » حيث يكون م التحاكيّ ذا المركز يم والنسبة 


> وبحيث يكون 4ك د1؛ ومحيط هذا القطع ,م يحقق العلاقة 2-5 وفق القضيّة 
ك رط شط 


5 فيكون 4< وبالتالي 6< بر. 

ليكن م متعدّد أضلاع محاط بٍ م دون أن يلاقي 5ء وليكن /م مسقطه على القاعدة 
الأخرى و ,م محيطه. إذا كانت .2 المساحة الجانبيّة للمنشور ذي القاعدتين م و 'صء 
يكون لدينا م. م - .53 ؛ لكن #< .م< امء فيكون /< :5؛ فنحصل على: 
)1) 2+4 < ,ئ3. 


مس 


أ) إذا كان وح وبما أن المساحتين , و “, للقاعدتين؛ اللتين هما قطعان ناقصان 


أصغران» متساويتان» يكون لدينا "+ ,<جء فيكون “ىل ورم < رن . 
في هذه الحالة تكون المساحة الجانبيّة للمنشور المحاط بالأسطوانة أكبر من المساحة 
الجانبية الكاملة للأسطوانة» وهذا محال. 


فى 
ب) إذا كان .>2» نفرض على ,»م الشرط 2و ه42 “؛ لكن وبما أنّ .ى هي مساحة إظء 


0 5 5 س0 سب 5 5 8 3 
إذا كانت ك5 مساحة ضر قو ا مساحة ص يعون لديناء ؟ى - اك رل< راج 6 2< اين 


و (؛.-'ى)+(يى-ى)<ج. 
من (1) نستنتج أنّ: (؛ى-'ى)+(,ى- 6)+5< ,3ء وهذا محال. 
من أ) و ب) نستنتج أنّْ /.م < :5. 

؟) إذا كانت م.م < رء فإنّه يوجد طول م » مع م < ج» بحيث يكون /.م- 5. 
ليكن # » مع ج > > مء ولتكن م مساحة بحيث يكون م+/.2- 3. 


ليكن (5)م - ب » حيث يكون م التحاكيّ ذا المركز ع والنسبة 2 ور بحيث يكون: 


35 
له 
*.> و 2> > . إذا كان ,م محيط #زرء يكون لدينا 21-5» فيكون يز > ,م, 
مر م 1" 000 

نتحيط ب 5 متعدّة أضلاع م ليس له نقاط مشتركة مع رء وإذا استخدمنا الرموز المعتمدة 
في الجزء الأوّل»؛ يكون لدينا #. ,م - ١3,‏ لكن ,م< ,م< #ء فيكون .> ٠3,‏ وبالتالي 


)2( ه+ 2 < رن. 

لكنٌّ: كاد فيكون: 6 > غير أن و .وى<ى ىء فيكون 2 وس يكء 

نعرف أنّْ: 5 < (57- :ى)+(5 ,ى)+ إء فيكون: 2< ,25 وهذا يتعارض مع العلاقة 
(2). يكون لدينا إذأ ,.صم>كع. 


نفس 


من (1) و (2) نستنتج أنّ: م.م-:. 

لنلاحظ أنّ المساحات الوحيدة للسطوح المنحنية المأخوذة حتى ذلك الحين كانت مساحات 
لأسطوانة قائمة ولمخروط قائم ولكرة (انظر: أرشميدسء "الكرة والأسطوانة"). لقد كان 
ثابت أوّل من درس مساحة الأسطوانة الماتلة» التي سنعبّر عنها بواسطة تكامل أصمّ (غير 
قابل للحساب بدقكة بواسطة أعداد جبرية). 

لنتابع المقارنة بين النتائج والطرق التي ابتكرها أرشميدس للوصول إلى هذه النتائج» وبين 
القضيّة "١‏ لثابت بالإضافة إلى طرقه الخاصّة . ومن أجل القيام بهذه المقارنة» لنذكر في 
البداية بالقضايا التي صاغها أرشميدس في "الكرة والأسطوانة". هذا المؤلّف الذي راجع 
ثابت بن قرة نفسه إحدى ترجماته العربية. والقضايا المعنية هذه هي القضايا ١١‏ و١١‏ و 
١‏ عند أرشميدس. 


القضيّة -١١‏ المساحة ح لقطعة؛ من السطح الجانبي لأسطوانة قائمة» محصورة بين خطين 
مولدين» هي أكبر من المساحة , للمستطيل المحدّد بهذين المولدين» و<ى. 

ليكن ')ي و “88 المونديْن المعلومين» وليكن “برج أي مولدٍ واقع في قطعة الأسطوانة 
المعلومة؛ 

و - (8 ها أععنة (مساحة: عجزم)» ,.- ('54ش)عمنه» ,كح (' 8 ظظظاعمنة . 

يكون لدينا وم + عجري > وريمء فيكون ,و+,ى> ت. 


لنضع + فرح قط رى. 


تفن 


.١ <]5 لنفترض أن [('58) يك +('4'8م) ي5]+ | (58) م5 +(ض4) يم‎ )١ 
نعرف وفق المصادرة ؛ من كتاب "الكرة والأسطوانة" أنّ‎ 
رعج,ك< | ('58)يك+(”4'5) م5 || (58)ي 5+( ظ4) يم ىإ+ده‎ 
يكون لدينا إذا : #+ى< زبىء فيكون ودى.‎ 
.2 > ؟) لنفترض أن [('58) يك +('4'8) 5+ |( ه) يك+(ظ4) ي5]‎ 
ليكن 6 و # منتصفي القوسين هلم و 28ء وليكن 69 و “© المولدين الخارجين من‎ 
هاتين النقطتين". يكون لدينا: ( يرلم) 8 (4658) _ى؛ إذاً:‎ 
(ه) يكح > (408) ,5-(48) ,,ى. وهذا يعني أنَّ:‎ 
(ه) ,كط > (08) ,5+ (48) ك» (88) يكل > ( هك) ي,5 +( علة) يرك‎ 
(150ه) كط > (05) ي 5+ (4'6) يي 5؛ (818) كج > ('8غع) ي5+('81) ي,5.‎ 
ومن خلال التكرارء بقدر ما هو ضروريء نحصل (بطريقة أقليدس في القضيّة الأولى‎ 
.# من المقالة العاشرة) على مجموع قطع مساحتها أقل من‎ 
لنقترض أنّ هذه النتيجة حاصلة في حالة الشكل؛ لتكن /ى و ”, مساحتي المستطيلين ذوّي‎ 
القاعدتين 46 و 2مء على التوالي» ولتكن ؛, و ؟, مساحتي المستطيلين ذوّي القاعدتين‎ 
عم و 8>#ء على التوالي.‎ 
إذا أخذنا بعين الاعتبار المصادرة 4» يكون‎ 


8 وأ فوا , 
ذى+ وى +7 وى + إى< جدى 
رى+ رى< 
و[ + << جعودى 


لكن: م > ج» فيكون: ىو<ى. 


" راجع القضيّة ١4‏ عند ثابت بن فزة. 


فس 


لازمة القضيّة -١١‏ إذا كانت : المساحة الجائبيّة لأسطوانة و ,: المساحة الجانبيّة لمنشور 
اختياريّ محاطٍ بالأسطوانة؛ يكون ,5< 5. 
القضيّة ؟١-‏ لتكن 46 قوساً من دائرة القاعدة لأسطوانة قائمة؛ يتفاطع خطي التماسٌّ في لم 
و © على النقطة :. المساحة ى لقطعة السطح الجانبي للأسطوانة» المحصورة بين 
المونّدين هه و ©©: هي أقل من مجموع مساحتي المستطيلين ذوّي الارتفاع 'هُه 
والقاعدتين 1م و 836» على الثوالي؛ وهذا يعني أن أي رو+ 9 > 6. 

لتكن م نقطة من القوس 26» يقطع خط التمانَّ في مرء 2ه و 70 على التوالي» على 
النقطتين م و 7. لدينا جع < 2 + يرعء فيكون: 20+ 22+ هر < 83 + 41171 . 

لتكن ؛/, و ؛ى و م مساحات المستطيلات التي قواعدها جيرء جرء ع2» وارتفاعها 
'م. لدينا وعلط ووط+ ري < ريط رىء 


ا 1 5 
لتكن + المساحة بحيث يكون + دول + ىح رد+ رى. 


وفق المصادرة 4: وإذا أخذنا بعين الاعتبار الأشكال المتساوية» المربّعات المنحرفة 
والقطع الدائريّة في القاعدتين» يكون لدينا: 
(48) يكة + < ( 420 ) ,25+ زو+ إودرىء 
»< | (480) ي 3 -(4820) ,8 ]2+ يو+ يى+ ]5 
0 إذاكان |[(482) يم 5-(870م) ,| < 2 يكون لدينا ى< خ + بوب :ىب :ى» فيكون 
© < يقل رقرء 


دقان 


© إذا كان [(ع48) م5-(45222) وك] > 5 

ناخذ نقطة 6 على القوس هرم » ونقطة جر على القوس 26» نرسم خطي التماس في 8 
و > ونكرّر العمليّة إلى أن يصبح مجموع فروق المساحتينء بين كلّ مربّع منحرف حاصل 
والقطعة المرفقة به» أقل من - 


يكون لدينا عندئذ: > < خ + إى+ 'وبا/ىرء فيكون ج< رىر+ى. 


لازمة القضبّة -١1‏ إذا كانت 5 المساحة الجانبيّة لأسطوانة و .< المساحة الجانبيّة لمنشور 
محيط بالأسطوانة» يكون لدينا عندئذء مهما كان هذا المنشور» ,>5. 


القضيّة -١‏ المساحة الجانبيّة لأسطوانة قائمة تساوي مساحة دائرة نصف قطرها م؛ وء 
هو المتوسط المتناسب بين + مولد الأسطوانة و7 قطر قاعدة هذه الأسطوانة: مم- مم. 


ري 


1.3 1 
َه 
مح 
لتكن 4 دائرة القاعدة وقطرها مء مع 2- +ء ولتكن 8 الدائرة التي نصف قطرها م» 
بحيث يكون 4م - 2.. 


لتكن 2 المساحة الجانبيّة للأسطوانة و وى مساحة الدائرة مء نريد أن نبئن أنّ 2-5. 


0 لنفترض أن 5 > 5. 
وفق القضيّة 5 لأرشميدسء نستطيع بناء متعدّد أضلاع 82 محيط ب م ومتعدّد أضلاع 


.0 محاط ب 8» مساحتاهما على التوالي 8 |6 '5 بحيث يكون 21 2 


0 


ليكن ,م متعدد أضلاع محيط ب مء و.8 مشابهلٍ م. لتكن ,م مساحة ,م وليكن 
و2 محيطه. لنضع له - للظ- رم و -١‏ و2ط. 

المنشور ذو القاعدة ‏ # المحيط بالأسطوانة له مساحة جانبيّة: .22 52 - ,م.1 - .5 

ليكن + منتصف ين ولتكن النقطة م بحيث يكون #ج2 - مج» يكون عندئذ: 


5 12 722 _ يه 
ط22ط) ,3 - إلا جهه ى: - لكا اسطار 
() . ومن خر 07 02287 تم يى 


؟. 72 (222)ص35 > ا , 
لكن. 420 لد اخامت م7*) _ وى ىء فيكون:  )222١‏ 5- 4و؛ وبالتالى _,- .* 
2 (282)يى و (5,)12- يه ن: (ضلت) ,ى- ,ى؛ وبالتالي ,.- , 


لكن وفق الفرضية: 54>5؛ فيكون ب 6 ؛ وهذا محال لأنّ < ,5 و 5> ؛. يكون لدينا 


إذأ 5< 5. 
2( لنفترض أن *< 5. 

وفق القضيّة 5 لأرشميدس نستطيع بناء متعدد أضلاع ,م محيط ب 8 وآخر ,0 
محاط ب م بحيث يكون > :*. ليكن» إذأء 'م متعدّد أضلاع محاطأً ب ) ومشابها ل ,0 


٠‏ وليكن 2و انر على التوالي محيطه ومساحته. 
لنضع أيضأء كمافي 1 )» بم - برج - وعء يكون لدينا: (70*) ,5 > به و 


(1)ء5_ 132  22-‏ 6ع فى .. | 
الكتتتتتات اتلد اكت عكء فيكون (221) ,> ب؟. 
(281) ,8ق 72ص ثم يك ن (2) ,35> .؟ 


لتكن :5 المساحة الجانبيّة للمنشور ذي القاعدة /#ء والمحاط بالأسطوانة: يكون لدينا 


(طضط) ,35 - لط 82 - [1. يم - ددر فيكون )> دمر وبالتالي 2 5 لكننا وضعنا: 7 عك؛ 


3 


5 


وهذا محال لأنّ 5< ,ى و 58> ؛ه. يكون لدينا إذأ 5 > 5. 

من ) و 2) نستنتج أنَّ: - 5. 

تشكل القضيّة 7١‏ عند ثابت» كما رأينا ذلك» مرحلة نحو تحديد المساحة الجانبيّة لأسطوانة 
مائلة قاعدتاها دائريّتان» والمساحة الجانبيّة لأيّ قطعة من أسطوانة مائلة محصورة بين 
مستويين متوازيين أو غير متوازيين 


نفس 


تتناول القضيّة "١‏ عند ثابت قطعة أسطوانة مائلة محصورة بين مستويّي قطعين قائمين؛ 
وهذه القطعة هي أسطوانة قائمة قاعدتها قطعٌ ناقص. القضيّة هي إذأً أكثر عموميّة من قضيّة 
أرشميدس التي تتناول الأسطوانة الدورانيّة. 

يثبت أرشميدس في القضيّة ١‏ أنّ رم- « مع 4+ - 2م أي أنَّ مبع -5 »و هم هو 
المحيط م لدائرة القاعدة» فيكون ,رم -5» وهذه المتساوية هي صيغة النتيجة في القضيّة ١١‏ 
عند ثابت» حيث يكون م محيط القطع القائم. من جهة أخرى » فإنّ الصيغة مم -5 هي تلك 
التي تنتج منطقيّاً من عبارة المساحة الجانبيّة لمنشور قائم؛ أي م.م - ,5» التي يستند إليها 
المؤلّفان» كما تُعمّمم من جهة أخرى على المساحة الجانبيّة لمنشور مائلء إذا كان ,م محيط 
قطع قائم للمنشور؛ هذه الصيغة» ,م -5» سيجري برهانها في الحالة العامّة لأسطوانة مائلة. 

لقد استخدم المؤلّفان التعريفات والمصادرات التي أعطاها أرشميدس في بداية مؤُف 
"الكرة والأسطوانة"» والمتعلّقة بتقعّقر السطوح وبعظم مساحتيئ سطحين» حيث يحيط أحدهما 
بالآخر وفق الشروط المحدّدة في المصادرة 4. 

القضيّتان ١١‏ و١١‏ لأرشميدس واللازمات الخاصة بكلٌ منهما هي مقدّمات للقضيّة .١7‏ 
وتستخدم هذه المقدّمات المصادرة 4» في القضيّة »١١‏ بالنسبة إلى منشور محاط بالأسطوانة» 
وفي القضيّة ؟١١‏ بالنسبة إلى منشور محيط بها. فضلاً عن ذلكء تستخدم القضيّة ١١‏ 
لأرشميدس القضيّة ١‏ من المقالة العاشرة لأقليدس. 

في القضيّة ١7‏ يستخدم أرشميدس القضيّة © في قسمّي برهان الخللفء ليستنتج من جهة 
منشوراً محاطأ بالأسطوانة ومن جهة أخرى منشوراً محيطاً بها. 

في الجزء الأوّل من القضيّة ,"١‏ ينطلق ثابت من منشور محاط بالأسطوانة ويبيّن أنّ 
الفرضيّة /م>5 والمصادرة ؟ (أطوال المنحنيات المُحدّبة) متناقضتان. في الجزء الثاني 
ينطلق من منشور يحيط بالأسطوانة» بدون أي تماس معهاء وهنا أيضا تُطبَّق المصادرة ؛ 
وهي على تناقض مع الفرضية /.م< 5. 

مسارا المؤلفين مختلفان فأرشميدس في استدلاله يرتكز على الدائرة 8 المكافئة للسطح 
الجانبي وعلى متعدد الأضلاع المحاط ومتعدّد الأضلاع المحيط المرفقين بالدائرة 8. 


مس 


ويستنتج من ذلكء وبواسطة التشابه» متعدٌد أضلاع محاطأً بالدائرة المعلومة أو متعددّ 
أضلاع محيطأً بهذه الدائرة. 

أمَا ثابت فإنّه يستخدم القضيّة 75 ليبن مباشرة في الجزء الأوّل من استدلاله متعدّد 
أضلاع محاطاً ب م وليس له أيّة نقطة مشتركة مع القطع الناقص إيرء المحاكي ل #؛ كما 
يستخدم القضيّة ليبني في الجزء الثاني متعدّد أضلاع محاطأً بالقطع الناقص م ومحيط ب م 
بدون أي تماس معه. ويستخدم القضيّتين 75 و77 اللتين تعطيان نسبة المحيطين ونسبة 
المساحتين للقطعين الناقصين المتشابهين. مسار ثابت أكثر انسياباً ويؤدّي إلى برهان هوء 
بشكل جليء أكثر سهولة في المتابعة. 

من أجل تطبيق القضيّة ١‏ من المقالة العاشرة لأقليدسء يستخدم أرشميدس خاصيّة لقطّع 
الدائرة تسمح له بإبراز العامل 2 فيحصل بواسطة التكرار على .. لقد رأينا أن ثابتاً 
يستخدم الطريقة نفسها في القضيّة 4 »١‏ من خلال تطبيقها على قِطع قبيطع ناقص في الجزء 
الأوّل وعلى قِطع دائرةٍ في الجزء الثاني. 

في القضيّة "١‏ يستخدم ثابت "مبدأ الاتصال" في # (إذا كان م > م»ء فإنّه يوجد بر حيث 
أصرعاء 7). 
القضيّة ” "- المساحة الجانبيّة 5 لقطعة» من أسطوانة مائلة دائريّة القاعدتين» محصورة بين 
قطع قائم محيطه م وقطع اختياريّ؛ هي: (+)م - ل» إذا كان » و .1 طولي قِطعَتتي 
المولدين المتقابلين المحصورتين بين القطعين. 


1( لنفقرضص :)م 1 > ؛ 
ليكن ع طولاء مع م> ع » حيث 0 +,1)ع 2-2 » وليكن + طولاً وام مساحة بحيث يكون: 


1 
)1) > > ع 3 (8-)(1+:)ع - - 6. 
ليكن © مركز الدائرة © ذات القطر م؛ © هي قاعدة الأسطوانة» ولتكن '0 الدائرة المتحاكية 


مع © في التحاكي له بحيث يكون 4< <1. الأسطوانة» ذات القاعدة "© والمحور جح 
و 


حس 


المشترك مع الأسطوانة المعلومة» تقطع المستوي ]7 للقطع القائم وفق قطع ناقص “/ر محاك للقطع 
الناقص الأصغريّ . ليكن 'م محيط“2؛ يكون لدينا 2-5-5 فيكون 7<ام. 

ليكن م متعدّد أضلاع عدد أضلاعه ,ر2د» محاطأ بالقطع الناقص جرء الذي رؤوسه ثثناعً 
متقابلة قطريّأء والواقع خارج القطع الناقص“5ء وليكن ,م محيطهه لدينا: ي,</م < ,م. 

نرفق بمتعدّد الأضلاع م جذعٌ منشور مساحته الجانبية ,'اء مع 
.111 < (1+ط) م 5؛ لكن وفق (0» جنع كه - جرد فيكون 
)2( م +8 < ,. 

لتكن ى مساحة القطع الناقص الأصغريّ 5 و ,, مساحة القتطع الثاني ر؟ر؛ يكون لدينا 5< ,5. 


أ إذا كان مدعل فإِنٌ ى< - من (2) نستنتج أنّ: + 2+5 < رن2 ؛ وهذا محال. 


. [ .. 1 8 ا هط وى 0 
ب إذا كان > 26* تفعرضص على 24 شرطا إضافيا: لمهحيه. 
1 
1 ل 
5 . . 12200 , 2 , 
ليكن 7 القطع الناقص المحاكي ل ر. يكون لدينا: -2--<-5- ل 
1 1 


> اء 1 'ى- ىم إعد ري 4ث» .. 1 . 
فيكون: 6 رك < ]5 و ثكث, فيكون: > رى> ”وىء ويكون: 
5 5 


م +8 > (إأع-,رى) + ('ى- ى)+لة. 
إلا 9 لديناء استناداً إلى المصادرة 21 ,لا < (أعرى) +('وى- )+8 با < م در ؛ وهذأ محال 
استناداً إلى (2)» يكون إذاً: 
6 (+)م 2 <5. 
2 لنبيّن استحالة المتباينة +.)م 2 <5. لتكن 5 القطعة العظمى من بين قِطع الخطوط 


المولدة المحصورة بين قِطعَيْ الأسطوانة المعنيين بالأمر. يُحدّدُ مُستويا القطنعين القائمين» 


5 


المارّين ب م و ,ى» سطحاً أسطوانياً قاعدتاه هما القطعان الناقصان الأصغريّان كرو وي ؛ 
وفق القضيّة ١"ء‏ مساحته هي مم - ,2ء إذا كان < طول القطعة العظمى من خط مولد. 
تساوي مساحة السطح الأسطواني المحصور بين ,كر و رك استناداً إلى الجزء الأوّل: 


> (0-1)م كا لكنٌ: ب - 8+ ,28 فيكون: 
1 
)4( (/+:8)م > ن8ة. 


من (3) و (4) نستنتج أن (+)م 2 -8. 
ملاحظتان - 

الطريقة المستخدمة في الجزء الأوّل من برهان القضيّة ؟"؟» هي نفسها المستخدمة في 
القضيّة ."١‏ فالمنشورء في القضيّة "١‏ ذو المساحة الجانبيّة م.م - ,2» الذي يؤدّي إلى 
مساحة السطح الجانبي للأسطوانة م - 5»؛ استبدل في القضيّة 7١‏ بجذع منشور ذي 
مساحة جانبيّة (+1).م 2 - ,<» يؤدي إلى مساحة السطح الجانبي لجذع الأسطوانة: 
0+مم لذ دع. 

2 

2) بدلأ من أن يعالج ثابت الجزءً الثاني بواسطة برهان للخلف من النوع الذي استخدمه 
في الجزء الأوّلء يبيّن أنه إذا افترضنا خلاصة الجزء الأوّل صحيحة: أي (/+2)م > 5 
يمكن الوصول إلى /+)م >5 بواسطة عمليات جمع أو طرح مساحات. 

القضايا الخمس التالية هي لازمات القضيّة "". تتستخدم فيها نفس الرموز: م هو محيط 
قيطع قائم» + و + هما طولا القطعتين المحدّدتين على خطّين مولدين متقابلين بواسطة 
المستويَيّن م و ب للقطعين المعلومين» « هي المساحة الجانبيّة لقطعة الأسطوانة 
المحصورة بين م و ©0. 
القضيّة 77 إذا كان م و 0 مستويين اختياريّيّن» يكون (+1)م 8-12 

يُدخل ثابت مستوياً لقطع قائم ويستخدم الفرق بين مساحتي سطحين يُحقٌقان شروط القضيّة ؟". 


حدق 


لقضيّة 4" إذا كان م و 0 مستويين متوازيين» فإِنّ 2-4 و /مم-5. 

إذا كان م و 0 مستويي قاعدتي الأسطوانة» عندئذء يكون م طول المولدين وتكون 7 
المساحة الجانبيّة للأسطواتة نفسها. 
ملاحظة. إذا كان م و 0 مستويَّئْ قطع قائم؛ فإننا نجد مرّة أخرى نتيجة القضيّة 2,7١‏ 


القضيّة © "- هي حالة خاصّة من القضيّة 71؟. 

إذا كان قطعا الأسطوانة بواسطة المستويين م و 0 متماسين في نقطة؛ يكون لدينا 
.م -8ء حيث يكون م طول قطعة المولد المقابل لقطعة طولها معدوم. 

القضيّتان 6" وا” هي ملاحظتان تستخدمان القضيّة 59. إذا كان ,+ و يي على 
التوالي طول القطعة الأقصر والقطعة الأطول لمولدء وإذا كان ,م طول القطعة المحدّدة على 
محور الأسطوانة بواسطة المستوييّن م و 0 يكون لدينا: 


القضيّة 75 1+ )م 2 - ظ. 
القضيّة 77 مامح 5. 


ع 

من حيث طبيعتهاء إنّ مسائل حساب أطوال الخطوط أو حساب مساحة السطوح المنحنية 
لا تقتصر مباشرة على عمليّات تربيع. لذلك نفهم لماذا لا يستخدم ثابت المجاميع التكامليّة في 
هذا المؤلف. وكما رأيناء فإنّ الوسائل الأساسية المستخدّمة خلال بحثه هي: 

- التحويلات النقطيّة 

- المصادرة الثانية لأرشميدس في التحدّب 

- مسلمة أودوكس_أرشميدس وكذلك القضيّة ١‏ من المقالة العاشرة من "الأصول" 

لأقليدس. 


- بناء متعدّد أضلاع محاط بقطع ناقص لا يلتقي بقطع ناقص محاك له أصغر منه. 


حدقا 


؟-4- نص كتاب 


'في قطوع الأسطوانة وبسيطها' 
لثابت بن قرَّةِ الحراني 


لاق 


اا 


كتاب ثابت بن قرة الحراني 


في قطوع الأسطوانة وبسيطها 


جمل ما في هذه المقالة 


5 في أول هذه المقالة صفَة أنواع قطوع الأسطوانة القائمة والأسطوانة المائلة» وأنها متوازية 
الأضلاع» وأنها أسطحة متوازية الأضلاع أو دوائر أوقطم دوائر» وأن سائر قطوع الأسطوانة هي 
من النوع الذي يقال له القطم الناقص من قطوع المخروط . أو قطعة منه. 
وبتلو ذلك: القول في مساحة قطع الأسطوانة» الذي كان استخرج مساحتّه أبو محمد 
الحسن بن موسبى رضي الله عنهء وهو القِطم الناقص من قطرع الخروط ؛ وني مساحة أنواع قطم 
0 هذا القطع . 
وبتلوذلك: القول في أعظم قطوع الأسطوانة مساحةً» وأصغرها مساحةء وأطوها أقطارّاء 
وأقصرها أقطارّاء ونسبها بعضها إلى بعضء ونسب مهامها بعضِها إلى بعض. 
وباي المقالة في مساحة بسيط الأسطوانة القَائمة والمائلة» ومساحة ما بقع من بسيط كل 
واحدةٍ منها فما بين قطوعها التي تلق أضلاعها. 


15 وهذا ابتداء المقالة ٠‏ 


[ اللبسملة: كتب بعفها ووحسا الله وجدمع 32 6أسطصة ... أو نالكسة ١‏ يغدها في التصرير 0 8 وثلو: ء يتلوا - [! وتلو: 
وبلوا - 13 كل: مكررة - 14 واحدة: ولحد / تلن : تلقاء وأن نشير إليها فيا بعد. 


م 


(الحدود» 


إذا كانت دائرنان متساويتان في سطحين متوازيين: وول فيا بين مركزَيها خط مسعقيم: 
وفم| بين الخطين الحيطين بها خط آخر مستفم - فكان هذان الخطان المستقمان في سطح واحد 
- وأثبتت الدائرتان والخط الذي فما بين المركزين» وأدير الخط الثاني على الخطين المحيطين 
بالدائرتين من موضع منها حتى يعود إلى ذلك الموضع الذي منه بدأء وكان في جميع دورائه؛ هو 
والخط الذي فيا بين المركزين جميعًا في سطح واحد؛ فإن الشكل المجمء الذي يحوزه هذا 
الخطّ والدائرئان المتوازيتان: يسمّى أسطوانة. 

والخطّ الذي وصل فبا بين مركزي الدائرتين يسمّى سهمّ الأسطوانة. 

والخط الذي وَصل فها بين الخطين المحيطين بالداثرتين؛ وأدير حيًا كان؛ فهو يسمّى ضلم 
الأسطوانة. 

والدائرتان المتوازيتان اللتان ذكرناهما تسمّيان قاعدتي الأسطوانة. 

والبسيط الذي فيه كان ضلع الأسطوانة يسمّى بسيط الأسطواتة. 

ونتسحٌ كلّ ضلعين من أضلاع الأسطوانة - يكونان فها بين أطراف قطرين من أقطار قاعدتيها 
- ضلعين متقابلين من أضلاع الأسطوانة. 

ولتسمٌ العمود الواقع من مركز إحدى قاعدتي الأسطوانة على سطح القاعدة الأخرى منها 
عمودٌ الأسطوانة. 

فإذا كان سهمٌ الأسطوانة هو عمودهاء فإن تلك الأسطوانة تسمّى الأسطوانة القائمة ؛ وإذا 
لم يكن سهمها عمودًا لهاء سميت الأسطوائة / المائلة. 

3 صدنر المقالة. 


2 ووصل مستهير: سكررة . تم ضرب عليها بالقلم 4 الاي : قد تقرأ وااقيه - 5آهناهم - 9ععً: حذاها - 
5 الأحرى: أثنها في الهامشي مع بان موفيعها. 


اللدانا 


9١‏ - قطوح الأسطوانة الحادئة من السطوح القاطعة ها» 


1 - كل ضلع من أضلاع أسطوانة فهو مواز لسهمها ولسائر أضلاعها. 
فليكن أسطوانة على فاعدتيبا اباي دهاق وعل مركزي القاعدتين زاحء وعبى هم 
الاسطوانة زحء ولبكن لم سس اضلاع الأسطوانة ا د. 
فأقول: إن ]د مواز لسهم زح ولكل ضلع من أضلاع الأسطوانة. 


برهان ذلك : أن خط ١د‏ ضلع من أضلاع الأسطرانة: فهو وسهم زح جميعًا في سطح 
واحد . وذلك السطح بقطع سطحي دائرنيٍ اب ج د ه و. وإذا جعلنا الفصلين المشتركين لذلك 
السطح ولسطحي دائرتي ابح ده وخطي زاح د. كان خطا ز! ح د مستقيمين» لامها 
فصلان مشتركان لسطح زاد ح مع سطحي دائني اب جح ده وء وكانا متوازيين لآن سطحي 
دائرق ا باج ده و متوازيان+ وكانا نصني قطري دائرني ١ب‏ سج د وهء لأن مركزي هاتين 
الدائرنين نقطتا زح . وكانا متساويين: لأن هاتين الدائرتين متساويتان. فخطًا | د زح - اللذان 
يصلان فا بين أطرافها - متوازيان. فكل ضلع من أضلاع الأسطوانة فهو مواز لسهمها. ومن 
ذلك أيضنًا يتبيّن أن خط آد مساو لسائر أضلاع الأسطوانة؛ وذلك ما أردنا أن نييئن. 


9 مطحي (لأيل): مطح 


نا 


لتكت 00م 8 3 8 03 ١‏ 2 + الو 
اب - كل خط مستقيم يقع لي بسيط اسطوانة فهوضلع من اضلاعهاء اوقطعة من ضلع 
منها. 
فليكن أسطوانة على قاعدتيها | باج ده و وليكن في بسيط الأسطوانة خط مستقيٍ وهو 


0خ 


: فأقول : إن زح ضلع من أضلاع الأسطوانة أو قطعة من ضلع منها. 


برهان ذلك: أنا إذا تعلمنا على خط زح ثلاث نقط كينها وقعت: وهي از ط اح ء كانت 
هذه النتقط في بسيط الأسطوانة؛ لأن جميع خط زح في بسيطها. فإن أمكن ألا يكون خط زح 
ضلمًا من أصلاع الأسطوانة أو قطعة من ضلع منباء فإنا إذا جعلنا أضلاع الأسطوانة التي تمر 
بنشط زط ح خطوط أ د باه جا وء لم يقع واحد مها على خط زحء وكانت هذه الخطوط 
متوازية» وحط زط ح مستقيرء وهو قاطع لاء فهي إذن في سطح واحد. ولذلك تكون نقط د 
ه والثلاث في هذا السطح» وهي أيضما في سطح دائرة د وه ؛ فهي إذن على الفصل المشترك 
هذين السطحين. وكل فصل مشترك لسطحين فهو خط مستقيم: فنقط د ه وير بها خط واحد 
مستقيم . وبلق الخط المحبط بدائرة د ه وعلى ثلاث نقط ؛ وهذا غير مكن. فخط زح ضلع من 
أضلاع الأسطوانة أو قطعة من ضلع مبا؛ وذلك ما أردنا أن نبيّن. 


0 


14 داج - كل بسيط يقطع أسطوانة ور بسهمها أو يكون موازيًا له. فإنه بقطع بسيطها على 
خطين مستقيمين. وإن لم يكن ذلك السطح مارًا بالسهم ولا موازيا لهء فليس يقطع شيئًا من 
بسيط نلك الأسطوانة على خط مستقم. 

فليكن أسطروانة على قاعدنها أب ج ده و وعلى مركزي القاعدتين ب ح: وعلى سهم 
الأسطوانة زح» ولبقطم الأسطوانة سطح ما. 


مكيف : كيف ماء. ولن نشير إلى مثلها هيا بعد - 7 آلا: ان لا. ولن نشير إليها فا بعد. 


كن 


ا 


فأقول : إن هذا السطح إن كان مارًا بسهم زح أو موازيًا لهء فإنه بقطع بسيط أسطوانة 


اب ج ده وعل خطين مستقيمين؛ وإن لم يكن كذلك. فليس يقطم شيئًا من بسبط هذه 


الأسطوائة على خط مستقم. 


برهان ذلك : أن السطح القاطع للأسطوانة. إن كان مارّا بسهم زح : فإنه بقطم (بسيط» 
الأسطوانة على خطين. وإذا جعلنا الفصلين المشتركين له ولبسيط الأسطوانة خطي ١د‏ باهء 
أخرجنا خط 1 زبء كان خطا آ زب زح في ذلك السطح القاطع للأسطوانة. فِحْط ادهو 

مشترك للسطح الذي فيه خطا ١زب‏ زح ولبسيط الأسطوانة» مار بنقطة 1. وضلع 
الأسطوانة الذي يخْرج من نقطة ١‏ هو مع زح في سطح واحدء وخخط ا زب الذي يقطعهها هو 
أيضًا في ذلك السطح + فضلع الأسطوانة الذي يرج من نقطة 1 هوفي السطح الذي فيه خطا 
ازب زحء وهو أيضما في بسيط الأسطوانة : فهو/ إذن فصل مشترك لما مار بنقطة 1. وقد كنا ه , 
ينا أن خط 1د أيضًا فصل مشترك لها مار بنقطة 1 فخط آد ضلع من أضلاع الأسطواتة فهو 
إذن خط مستقم. وكذلك أيضحًا : نين أن خط هاب مستقم. 

وأيضمًا ٠‏ فإن !١‏ لسطح القاطع للأسطوانة . ٠‏ إن كان موازيًا لهم زح . فأما إذا جعلنا خط اد 
فصلا مشتركا له وليسيط الأسطوانة» وجعلنا سطح ١‏ ب ه مارًا بسهم زح وبنقطة من خط ا د. 
فإنه سيمرٌ مجميع خط اد؛ الذي هو فصل مشترك للسطح القاطع ولبسيط الاسطوانة. فإنه 
سيقطع بسيط الأسطوانة على خط ما مستقيٍ مارٌ بنقطة من خط دء ويقطع ذلك السطح 
القاطع على خط آخر مستقيم هار يتنك النقطة من خط ١‏ د. وإذا جعلنا قطعّه لبسيط الأسطوانة 
على خط اط الارٌ بنتقطة 1. وقطعه للسطح القاطم للأسطوائة على خط ١ك‏ المارَ أيضنًا بتقطة 


0 


- 
ما 


': فإن خط اط يكون ضلعًا من أضلاع الأسطوانة» أو قطعة من ضلع منها. وذلك أنه خط 
مستقيم ؛ فهومواز لسهم زح. وخخط أك هومع خط زح في سطح واحدء وهومواز له » لأنه لو 
م يكن موازيًا له لَلَقِيَهُ - إذكان معه في سطح واحد - ولولقيه لقطع سهم زح السطح القاطم 
للأسطوانة إذ كان اك في ذلك السطح؛ وليس يمكن ذلك لأن السطح القاطع للأسطوانة قد 
كان موازيًا لسهم زح. فخط اك مواز لسهم زح. وقد كنا بينا أن خط 1ط أيضمًا مواز لسهم 
زحء فخطا ا ط أى متوازيان؛ وقد التقيا على نقطة ! : وهذا غير ممكن. فسطح | به مر خط 
اد وخط آاد هو فصل مشترك لسطح ١د‏ وج مع بسيط الأسطوانة: فهو خط مستقيم. 

وأيضًاء فإن السطح القاطم للأسطوانة بققطع بسيطها على خط آنخر. وذلك أنه لولم يقطعها 
إلا عا لى خط اد وحده لكان يكون مماسًا للأسطوانة غير قاطع هاء لأن اد خط مستقم. فإن 
كان قاطمًا ها فهو يقطع بسيطها على خط سوى 1د كا يقطعها سطح اج ود على خط جو 
ونبيّن كا بينَا انما أن خط ج و أيضنا مستقيم. 

وأبضمًاء فإن السطح القاطع للأسطوانة إن لم يكن مارًا بسهم زح ولا موازيًا له؛ وجعلنا 
خط ١د‏ فصلاً مشتركا له ولشيء من بسيط الأسطوانة؛ لم يكن مستقيمًا. فإن أمكن» فليكن 
خط اد مستقيمّاء فهو ضلع من أضلاع الأسطوانة أو ة قطعة من ضلع من أضلاعهاء ويكون 
كذلك موازيًا لسهم زح؛ وهو معه في سطح زح دا. و خط زح يلقى السطح الذي يقطم 
الأسطوانةء ذة فهو إذن يلقاه على على الفصل المشترك لذلك السطح وسطح زح د أ. والفصل المشترك 
لما هوخخط آ د فخط زح يلتق خخط ١‏ د. وقد كنا بين أنه مواز له هذا تخلف. فليس خط ١د‏ 
بمستقير ؛ وذلك ما أردنا أن نييّن. 


- 3- إذا قطع سطحٌ أسطوانة» وكان مرا بسهمها أوموازيًا له فإن القطم - الذي يُحدثه 
فيا - سطمٌ متوازي الأضلاع. 

فليكن أسطوانة على قاعدتيها اب ج دهاوء وعلى مركزي القاعدتين زح وعلى سهم 
الأسطوانة زح. وليقطع الأسطوانة سطح عر بسهم زح» كا في الصورة الأولى؛ أو سطح مواز 
لسهم زح كا في الصورة الثانية. وليحدث في الأسطوانة قطم ا ب ه د. 

فافول : إن آ ب ه د سطح متوازي الأضلاع. 


برهان ذلك: أن خطي ١ب‏ ده من الصورتين جميمًا مستقهان» لأنها فصلان مشتركان 
لسطح ١‏ ب ه د ولسطحي دائرتي 1 ب ج د ه و وهما متوازيان؛ لأن سطحي هاتين الدائرنين 
متوازيان. وخخطا )د باه اللذان يصلات فما بين / أطرافها مستقمان» لأنها فصلان مشتركان 
لسطح ١‏ ب ه د - الذي هو مار بسهم زح أومواز له - وليسيط الأسطوانة» فهها ضلعان من 
5 أضلاع الأسطوانة ويكونان لذلك متوازيين. فسطح ! ب ه د متوازي الأضلاع؛ وذلك ما 
أردنا أن نبيّن. 
وتبيّن مما قلنا أنه إذا قطع سطمٌ أسطوانة قائمةَ ومرٌّ بسهمها (أوكان موازيًا له»: فإن القطع 
الحادث فيها سطحٌ قائم الزوايا. 


-ه - إذا قطع سطحٌ أسطوانة مائلة؛ وكان مارًا بسهمها قائمًا على السطح الذي عر 
0 بعمودها ويسسهمها على زوايا قائمةء فإن القطع الذي يحدثه فيها سطمٌّ قاتم الزواياء والقطوع 
الحادثة من سائر السطوح التي تمر بالسهم ليست بقائمة الزوايا. 
فليكن أسطوانة مائلة» على قاعدنها ب ج د ه و وعلى مركزي القاعدتين ز سم ؛ وعلى 
سهم الأسطوانة زح وعللى عمودها زط. وليقطع الأسطوانة سطحٌ عر بسهم زح» (وليكن 
السطح الذي عليه ! به د» وبقطع السطح الذي عِرّبسهم زح وبعمود زط ء على زوايا قائمة 
وه (السطح الذي» عليه ابه د. 


5 نطح: الأفضل «فقطعه. ولن تعلق على مثنها مرة أخرى / به د: اصدماد - لا سطح: سهم للا زخانح - 
4 وبقطم ... زح: انبا قي الحاملى مم بان موضعها. 


لحن 


5-7 


مهو 


فأقول : إن سطح 1 به د قائمُ الزواياء وإن القطوعَ الحادئة من سائر السطوح التي تمرٌ 
بهم زح ليست بقائة الزوايا. 

برهان ذلك: أن خط رط عمود على سطح دائرة ده وء فجميع السطوح التي تمرّبه هي 
قائمةٌ على سطح دائرة ده وعلى زوايا قائمة» وهو أيضًا قائم عليها على زوايا قائمة. فسطح دائرة 
ده وقائعٌ على السطح الذي بر بخطي زح زط على زوايا قائمة. وسطح | ب ه د أيضئًا قدكان 
قائمًا عليه على زوايا قائمةء فالفصل المشترك هذين السطحين - الذي هولإخط> ده - عمود 
على السطح الذي بر يخطي زح زط : فهو إذن عمود على جميع الخطوط التي تخرج من نقطة 
ح في هذا السطح. واحد هذه الخطوط خط ح زء فخط ه ح عمود على خط حزء وخط اد 
مواز لخط زح فزاوية 1د ح قائمة. وسطح 1 ب ه د متوازي الأضلاع » فهو إذن قائم الزوايا. 


فأقول : إنه ليس في القطوع - التي تحدث عن السطوح التي تقطم الأسطوانة وتمرّ بسهمها 
زح - قطع قاتم الزوايا غير سطح ا باه د. 

فإن أمكن غير ذلك» فليكن أيضضًا قطع جى ل وقائم الزواياء وليكن مارًا بهم زحه 
فزواية ج ول قائمة ونحط زح مواز لخط ج وء فزاوية وح زقائمة. وقد كنا بيّنا ان زاوية دح ز 
قائمة» فسهم زح عمود على السطح الذي فيه خطا د ح وح. الذي هودائرة دع و» فهوعمود 
عليبا؛ والأسطوانة مائلة: هذا غير ممكن. فليس ج ك ل و بقائم الزواياء ولا غيرّه من القطوع 
الى تحدث عن سطح يعر بسهم زح سوى سطح ١‏ باه ده وذلك ما أردنا أن تبيّن. 


8 ادا أسر _- 16 سويش: سوا 


ان 
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و- إذا قطع سطحٌ أسطوانة مائلة وكان موازيًا للسطح القائم الزوايا الذي يمر يسهمها. 
فإن القطمّ الحادثٌ فيها سطع قائم الزواياء وليس في القطوع الموازية للسطوح الباقية البي عر 
بسهمها قطع قام الزوايا. 

فليكن أسطوانة مائلة / على قاعدتيها [ ب ج د ه و2 وعلى مركزي القاعدتين ز ح » وعللى 
سهم الأسطوانة زحء وعلى القطع القائم الزوايا الذي عر بسهم زح ابه د: وعلى القطم 
الموازي لسطح اب ه د ط اج وك. 

فأقول: إن سطح ط ج وى قائمٌ الزواياء وإنه ليس في القطوع الموازية للسطوح الباقية التي 
مر بالسهم قطع قائم الزوايا. 


برهان ذلك : أن خخطي ١!‏ د ط 5 متوازيان لأنها ضلعان من أضلاع الأسطوانة. وقد قَطعت 
دائرة اب جا ط سطحين متوازيين وما سطحا ا باه دا طل لح وى ؛ فالفصلان المشتركان ا 
وها - اللذان هما أ ب ج ط - متوازيان. فخطا 1 ب ١‏ د موازيان لخطي ط ج ط ك5 ء كل واحد 
لنظيره. فالزاوية داب التي يحيط بها خطا ١‏ ب أد مساوية للزاوية الى يبيط بها خطا ط اج 
طط5. ولكن زاوية داب قائمة. فزاوية 5 ط ج قائة. وسطح ط ب و5 متوازي الأضلاع : 
فهر إذن قائم الزوايا. 


12 دابه: أادمتى 


نحن 


كل 


وأيضاء فإنا تجعل قطم [ ب ه د أحدّ القطوع التي تمر بسهم زح وليست بقائمة الزواياء 
وليكن قطع ط ج وك موازيًا له. 

فأقول : إنه ليس بقام الزوايا. 

برهان ذلك : أنا نبيّن كا ببنا آنهًا أن زاوية داب مساوية لزاوية ك5 ط ج. وزاوية داب 
ليست بقائمة . فزاوية ى ط ج غير قائمة. فسطح ط ج وك ليس بقائم الزوايا؛ وذلك ما أردنا 
أن نبيّن. ْ 

ويتبيّن هما قلنا أنه راذا قطم سطحٌ أسطوانة قائمة وكان موازيًا لهمها. فإن القِطع الحادث 


- و - إذا كان سطحان متوازيان» وكان فيوا شكلان» ووصل فيا بين نقطة من الخط أو 
. 3-3 8 

الخطوط المحيطة باحد الشكلين وبين نقطة مما حيط بالشكل الاخرء خط مستقيم - فكان كل 
3 . -00 3 3 8 : 0 لق 
خط يخرج من نقطة مما حيط بالشكل الأول . ويكون موازيًا للخط الاول المَخْرّجٍ واقعًا على نقطة 
نما يميط بالشكل الثاني-. فإن الشكلين متشاببات متساويان. 
الخط أوالخطوط التي تميط بشكل ١‏ ب جد د والخط أو الخطوط التي تحيط بشكل ه وزحء 
خط مستقيم وهو ا ه ؛ وليكن كل خخط يخرج من نقطة مما يحيط بشكل 1[ ب ج د ويكون موازيًا 
لخط ١ه‏ . واقعًا على نقطة مما يحميط بشكل ه وزح. 

فأقول: إن شكلي ١‏ ب ج داه وزح متشاببان متساويان. 


لاك 


برهان ذلك : أنَا إذا تعلمنا على الخط أو الخطوط المحيطة بشكل ا ب ج د نقطة ب كيفا 
وقعتء وأخرجنا منها خطًا موازيًا لخط اهء وقع على نقطة مما يحيط بشكل ه وزح. وإذا 
جعلناه واقعًا على نقطة وء كان نخطا ا ه ب ومتوازيين» فها في سطح واحد. وسطحا ١‏ ب جد د 
ه وزح متوازيان: فإذا قطعهها السطح الذي فيه خطا ١‏ ه ب و كان الفصلان المشتركان لما وله 
متوازيين. وهذان الفصلان هما: الخط المستقيم الذي يصل بين نقطني 1 ب والخط المستقع 
الذي بصل بين نقطبي ه و فخطاا ب ه ومتوازيان. وخطا اه ب وأيضًا متوازيان» فخطًا 
آباه ومتساويان. فإذا وضعنا شكل ! ب ج د على شكل ه وزحء ووضعنا نقطة | هنه على 
نقطة ه من الشكل الآخرء ووضعنا خط !ب على خط ه وء ووقعت نقطة ب عل نقطة و» فإن 
باقي الشكل يقع على بائي الشكل الآخر فينطبق عليه. وذلك أن جميع ما يميط بشكل 1 ب ج د 
بنطيق على جميع ما يحيط بشكل ه وزحء لأنه إن أمكن ألا ينطبق عليه فإنا إذا جعلنا نقطة 
ج من شكل ١‏ ب ج د واقعة على نقطة ليست على شيء هما يحيط بشكل ه وزح مثل نفطة 
طء وأخرجنا خطوط ج | ج ب طاه ط وء كان (خط»/ اج واقمًا على خط ه ط وخط 
ج ب على خط ط و والخط الذي يخرج من نقطة ج ويكون موازيًا لخط ! ه بيقع على نقطة مما 
حيط بشكل ه وزحء فإذا جعلنا تلك النقطة نقطة ز وأخرجنا حطي زه زوء تبيّن كا بين آنقًا 
أن خط ج آ مساو لخط زهاء وخط ج ب لخط زو. ولكن تفط 1 ب ج واقعةٌ على تقط ه و 
ط. خط اج واقم على خط م طاء وخط ج ب على خط طاو فخطا ه ط ط ومساويان 
لخطي ه ززي كل واحدٍ مها لنظيره. وقد خرجا من مسخرجها من خط ه ووني جهتهاء فالتقيا 
على غير نقطة زء وهذا غير ممكن. فجميع ما يحيط بشكل اب ج د يقع على جميع ما يحيط 
بشكل ه وزح فينطبق عليهء فشكلا اب ج ده وزح متشابهان متساويان؛ وذلك ما أردنا 


ان بن. 


ح -ذ3 إذا قطع سطحٌ سطع أسطوانة وكان مواز دا لقاعد تيبا : فاتك القِطمَ الحادث قبا دائرة مركزها 


النقطة الي يفطم علها السهم . 
فليكن أسطوانة عل قاعدتيبا أساد دهاي وعلى مركزي الفاعديين زاحء وعل سهم 


7منه: ألبتها في الحامش مع بان مرضعها - 12واقَعًا: أثنها في الامش مع بان موضعها - 17 ها و: هر. 


كن 


- 


الأسطوانة زح. وليقطم الأسطوانة سطحٌ مواز لدائرق اب ج د ه و2 وليكن القطم الحادث 
سطح طى لء وليقطم هذا القطمْ السهمّ على نقطة م. 
فأقول : إن ط ك ل دائرة مركزها نقطة م. 


برهان ذلك : أنا إن جعلنا الخط المحيطٌ بالقِطم الحادث في الأسطوانة خط ط ى لء كان 
5 شكلا اب اج طى ل في سطحين متوازيين؛ وإن أخرجنا من نقطة من الخط المحيط بدائرة 
آب ج ضلمًا من أضلاع الأسطوانة -كخط 1ط د -» كان كل خط يخرج من نقطةٍ من الخط 
الخبط بدائرة 1ب ج ويكون موازيًا لخط اط د ضلمًا من أضلاع الأسطوانة. فكل خطٍ منها 
إِذّا بقع على نقطة من الخط المحيط بقطع طك لع فشكلا أساج طيى ل متشاببان 
متساويان. وشكل ١‏ ب ج دائرةء فشكل ط ك ل دائرة. وتمثل السبيل الى ملكناها في الشكل 
الذي قبل هذا يتبيّن أن مركز هذه الدائرة نقطة م ؛ وذلك ما أردنا أن نبيّن. 
ويتبيّن مع ذلك أيضًا أن هذه الدائرة التي ذكرنا مساوية لكل واحدة من قاعدتي 
الأسطوانة. وعثل ذلك أيضًا يتبيّن أنه إذا كان سطحان متوازيان يقطعان جميعَ أضلاع 
الأسطوانة فإنها يُحدثان فيبا قطعين متشاببين متساويين؛ ومتى وضعت نقطة من أحدهما على 
نظيرتها من الآخرء وهي التي ير بها الضلع الذي عر بالأول» أمكن أن يوضم جميع القطع على 
15 جميع القطع ) فينطبق عليه ولا يزيد ولا بتقص. 


- ط - إذا قطع سطحٌ أسطوانة مائلة» ومرٌ بسهمها وبعمودهاء وقطعها سطح آخر قائم على 
السطح الذي ذكرنا على زوايا قائمة» فلت الفصل المشترك للسطحين اللذين ذكرنا ضلعي القطع 
الذي يحدئه السطح الأول منها» اللذين هما ضلعان من أضلاع الأسطوانة - إما في الأسطوانة 
7[إساج: ابا دق - #8اباد:انادد | 9اباس :اناد ةد 7[الفصل: للفصل. 


ان 


وإما خخارجًا عنها - وأحاط مع واحدٍ منهأ بزاوية مساوية للزاوية التي تليها من الزاويتين اللتين 
حيط بها مع ذلك الضلع أحد ضلعي ذلك السطح الباقيين» فإن القطع الحادث في الأسطوانة 
من السطح الثاني - من السطحين اللذين ذكرنا - دائرة أو قطعة من دائرة» ومركزها هو النقطة 
التي يلق عليها السهم» ولنسمٌ هذه الدائرة قطمًا مخالف الوضم./ 
فليكن أسطوانة مائلة على قاعدتيها آب ج د ه وء وعلى مركزي القاعدتين زح » وعلى سهم 
الأسطوانة زح ؛ وعلى العمود الواقع من نقطة ز على سطح دائرة د ه وزط. وليكن القِطمْ الذي 


بُحدثئه السطحٌ الذي يمر بخطي زح زط في الأسطوانة قِطم ! به ه المتوازي الأضلاع. وليقطع 


الأسطوانة سطحٌ آخرقائمٌ على سطح !ب ه د على زاوية قائمة» فيلق خطي اد ب ه إما في 
الأسطوانة وإما خاريجًا عنها. وليكن القطمْ الحادث من هذا السطح في الأسطوانة قطم ك5 ل م 
وليكن الفصل المشترك هذا السطح ولسطح ! ب ه د خط ك ل» وليكن زاويتا اك ل كاب 
متساويتين. 

فأقول : إن قطع ك ل م داء ئرةٌ أوقطعة من دائرة» ومركزها النقطة التي يلق عليها سهم زح. 

برهان ذلك : أن خط ك ل إما أن يكون قاطمًا لأحد خطي أب دهء وإما أن يكون غير غير 
قاطع لواحد منها. فإن لم يقطع واحدًا منهاء فإنا إذا تعلمنا على خط ك ل نقطة ن كيفها وقعت: 
وأجزنا عليبا سطحًا موازيًا لكل واحد من سطحي دائرتي اب ج ده وء وكان القَطمٌ الحادثٌ 
منه في الأسطوانة قط مس م ع كان هذا القطع دائرة. وإذا جعلنا الفصل المشترك لهذه الدائرة 
ولسطح أب ه د خط س عء كان سع قطرًا لدائرة س مع؛ لأن مركزها على سهم زح. 
وخا زط عمود على سطح ده و فهر إذن عمود على سطح !ب ج الموازي له؛ وكل سطح 
بر بعمود زطء فهوقائم على سطحي دائرني اب حب ده وعلى زوايا قائمة» فسطح أب ه د 
قائم على سطحي دائرني ب ج د ه وعلى زوايا قائمة. فهذان السطحان أيضمًا قائمان على سطح 
ابه د على زوايا قائمة» وكذلك سطح س م ع. ولكن سطح 5 ل م قد كان أيضسًا قائمًا على 
سطح ١‏ ب ه د على زوايا قائمة؛ فإن جعلنا الفصل المشترك لهذين السطحين خط ن م» كان 
عمودا على سطح | ب ه دء فهو إذن عمود عل ىكل واحد من خطي 5 ل س ع لأنها في سطح 
ابه د. وقد كنا بيّنا أن خط س ع قطر لدائرة م س ع » فالسطح الذي يكون من ضرب س ن 
في نع مساو مربع خط ن م. ولكن زاوية ن س د مثل زاوية ب اد لأن خطي أب سع 


#فيق: لقا - 4[ واحدًا! واحد. 


يكن 


متوازيان» وذلك لأنها فصلان مشتركان لسطح ابه د مم سطحي اباج س مع 

لمتوازيين. وزاوية ب ١‏ د قد كنا جعلناها مثل زاوية ١ك‏ ل» قزاوية ن س د مثل زاوية أكى لء 

فيلّث س نك إذن متساوي الساقين. ومن ذلك أيضًا نبيّن أن مثلث ع نل متساوي 

الساقين: فالسطح الذي يكون من ضرب مس ن في نع مثل السطح الذي يكون من ضرب 
كن في ن ل. وقد كنا ّنا أن السطح الذي يكون من ضرب سس ن في نع مساو لمريع خط 
ن م فالسطح الذي يكون من ضرب ك ن في ن ل مساو ريع خط ن م. 

وكذلك أيضنًا يتبيّن أن كل عمود يقع من نقطة من الخط المحيط بقطع > م ل على خط 
كالء فإن مربعه مساو للسطح الذي يكون من ضرب أحد القسمين اللذين يقسم بها خط كك ل 
في القسى الاخر منها. فقطع ك م ل دائرة قطرها ك ن ل. 

أقول: إن مركز دائرة 5 مل هي النقطة التي يقطع علبها سهم زح سطح ك مل. 


1 


مم 


برهان ذلك: أنا إذا جعلنا هذه النقطة نقطة نء وأجزنا عليها خطنًا في سطح ! ب هاد 
موازيًا لخط !ب عليه س نعء ونبيّن كا ّنا إنقًا أن مثلثي ك ن مس ع ن ل متساويا الساقين 
وخط س ن مثل خط نع فخط ك ن مثل خط ان ل. وقد كنا بيّنا أن خط ك ن ل قطر دائرة 
ك مل» فركزها إذن نقطة ن. 

ومثل هذا المسلك أيضما نبيّن أن خط 5 ل إن كان قاطمًا لخط ١ب‏ أو لخط ده أولما 
جميعّاء فإن القطع الحادث منه في الأسطوانة قطعة دائرة مركزها القطة التي يلق علها السهم؛ 


وذلك ما أردنا أن نبيّن. / 


م 


5-7 


3 ع نل: ع نك - 10 الشطة : أثتبها في الحامثى مم يان موضعها. 


ولق 


فلنسمٌ الدائرة التي ذكرنا قطمًا مخالفٌ الوضع . 
وهناك استيان أن الققطع محالت الوضع مساو لكل واحدة من قاعدني الأسطوانة» وأن جميع 
القطوع امخائفة الوضع التي تقطع الأسطوانة متوازية. 
دي - إذا كانت دائرة في سطح ماء وأخرج من اللخط حيط بها خطوط مستقيمة إلى 
و سطح آخرء وكان كل واحد من المخطوط اتفرجة موازيًا لباقيباء فإنها تقع من ذلك السطح الآخر 
على نقطٍ عر جميعها خط واحد حيط بقطع ناقص أو بدائرة. 
فليكن دائرة عليها ا ب ج ومركزها د . 
فأقول : إنه إن أرجت من الخط الحيط بدائرة آب ج إلى سطح غير سطحها خطوطً 
مستقيمة » وكان كل وإحدٍ مها موازيًا لباقهاء فإنها تقم جميعًا على نقط ير بها خط واحد محيط 
0 بقِطع تناقص أو بدائرة. 


برهان ذلك : أن السطح الذي يقع عليه الخطوط التي ذكرناء إما أن يكون مارًا بمركر دائرة 
1ب ج الذي هو نقطة د وإما ألا يكون مارًا به. فإن جعلناه أولاً مارًا به فإنه سيقطع سطح دائرة 
اب جء ويصير الفصل المشترك له وها خخطنًا يمر بنقطة د. وإذا جعلنا ذلك الفصل خط 
اد ب؛» وأخرجنا من نقطة د في سطح دائرة ! ب ج خط دج عمودًا على خط أ د بء وتعلمنا 


6 يحسعها! يجميعا / حيط : وحبط - 12 الذي: مكررة - 13 الفصل (الأيل): للقصل. 


ان 


باظ 


0 


هم 
مك 


على الخط المحيط بدائرة اب ج نقطهةً ما من النقط الت تحرج منها الخطوط الموازية التي ذكرنا 
وكانت نقطة ه ؛ وأخرجنا منبا ذلك الخط الموازي (الذي يقع» في السطح الذي يقع عليه سائر 
الخطوط المتوازية. فكان خط ه وء ووقع على نقطة ومن ذلك السطح. وأخرجنا من نقطة جح 
إلى ذلك السطح أيضنًا خط ج زموازيًا لخط ه و وأخرجنا من نقطة ه خط هاح عمودًا 
د ز يكونان في سطح أ وزب الذي عليه تقع الخطوط الموازية لأنها يصلان فيا بين نتقط من 
النقط التى في هذا السطح. وإذا أخرجنا من نقطة ه في سطح دائرة اب ج خط هط موازيًا 
لخط دح فإن سطح ه ح د ط يكون متوازي الأضلاع. وذلك أن خط ه ح مواز لخط ط د 
لأنما عمودان على ب د. وخطا ه ط ح د اللذان بصلان بين أطرافها متوازيان» فخطا ه ح 
دط متساويان» وكذلك أبضا خطا ح د ه ط. وأيضًا فإنا إذا أخرجنا من نقطة ط في سطح 
مثتلث دج زخط ط ى موازيًا لخط ج زووصلنا فها بين نقطتى و ك5 خط وك ء فإن الخط 
الذي بصل فها ببنها يكون في سطح ! وزدء لأن خطي ح ود زهما في هذا السطحء وهو أيضًا 
مع خطوط وه ه ط طك جميعًا في سطح واحدء وذلك أن خطى ه وطى متوازيان لأنها 
موازيان للخط لح زء فخط وك هو الفصل المشترك للسطح الذي فيه نقط وح د ز وللسطح 
الذي فيه نقط وه ط 5 . وإذا أخرجنا من نقطة وخخطنًا موازيًا لأحد خطي ه ط ح دء فإنه 
يكون موازيًا للآخر منهاء لأنما متوازيان» ويكون مع كل واحد منها في سطح واحد» فهو إذن في 
السطح الذي فيه نقط وح د زوفي السطح أيضًا الذي فيه نقط وه ط كدء فهوإذن 
الفصل المشترك هذين السطحين. ()قد بيّنا أنه خط وكء فخط وك مواز لخط ه ط. وقد 
كان خط ه وموازيًا لخط طك» فهوإذن مساو له. وأيضًا فإنا قدكنا بيّنا أن خط ه ط مساو 
لخط دح؛ وهوأيضًا مساو لخط وكء فخط داح مساو لخط وك ومواز له. فخطا وح كد د 
اللذان يصلان فيا بين أطرافهها متساويان متوازيان. وقد كنا بيّنا أن خط دط مساو لخط ها ح 
وأن خط ه ومساو لخط طاكء فأضلاع مثلث ح ه ومساوية لأضلاع مثلث داط ك. ومثلث 
دط 5 شبيه عثلث دج زلأن خط ط 5 مواز لخط ج زء فثلث وه ح شبيه بمثلث زج دء 
فنسبة مريع خط ه ح إلى مربع خط ح وكنسبة مريع خط ج د إلى مريم خخط د ز. ولكن مربع 


3 لي إلى > 35باد باس 9 بادا باح رع ذ: مطموسة - 2] حو وإ وهوايفك: مطموسة - 23 رجاد: 


دع 


20 


سحي حلي وري خط تسل بدن سو السك الكائن من رب ]في بت ف 
السطح الكائن من ضرب أح في ح ب إلى مربع خط ح وكنسبة السطح الكائن من ضرب ١‏ د 
في دب إلى مربع خط د ز. فتقطتا و زهما على خط عبط بقطم ناقص مركزه د وأحد أقطاره 
ذا : وخطوط الترتيب لذلك القطر تلقاه على مثل زاوية أد زء أو بدائرة هذه صفتاء للذي تبن 
من عكس الشكل 1 من المقالة ١‏ من كتاب أبلونيوس ف الغخروطات. 

وكذلك أيضنا نبيّن أن جميع الخطوط المستقيمة التي تخرج من الخط الميط بدائرة أب ج 
وتكون موازية لخط ه وء تقع على الخط المحيط بالقّطع أو بالدائرة التي وقع عليها خط ه و وهو 
اوزب. 

وأيضًا فإنا إن جعلنا السطح الذي تقع عليه الخطوط المتوازية سطحًا لا بعر بنقطة د - التي 
هي مركردائرة اجاج - وأخرجنا سنا د بنقطة 5 ويكين موا للسطح الذي تقع عل 
الخطوط المتوازية مثل سطح ١‏ وزبء تبيّن كا بيّنا فها تقدم أن الخطوط المتوازية التي ذكرنا 
تقطع سطح ١‏ وزب على نقط ير يجميعها خط واحد حيط بقِطع ناقص مركزه د وأحد أقطاره 
آب؛ أو بدائرة هذه صفتبا. وإذا أخرجت على استقامة» حتى تقع على السطح الآخر الموازي 
لسطح ١‏ وزب؛ وقعت منه على نقطٍ يمر بها خط محيط بقطم ناقص أو بدائرة: ويكون ذلك 
القطع أو الدائرة مساويًا للقطع أو الدائرة التي تقع عليها من سطح ! ورب ؛ وذلك ما أردنا أن 
نبين , 

وتبيّن مع ذلك أن مركز القطع أو الدائرة اللذين تع عليها الخطوط المتوازية هو الوضع الذي 
بقع عليه الخط الموازي لتلك الخطوط الذي يخرج من مركز الدائرة الأولى. 


- يا - إذا قطع سطحٌ سطحٌ أسطوانة وكان غير مواز لقاعدتيها ولا لسهمها ولا مار بالسهم. و 

يكن القطم الذي بحدث منه ي الأسطوانة المائلة قطعًا مخالف الوضع ) ولا قطعة من ف 
اتخالٍ الوضع ء فهو قطع ناقص أو قطعة من القِطع الناقص. أما إن كان غير قاطع لقاعدني 
الأسطوانة ولا لواحدةٍ منها فهو قطع ناقصء وأما إن كان قاطمًا لإحداهما فهو قطعة من القِطع 


2 د : ح د / أيضنا: مطمومة - 5 ف1: ماج - 19 الذي: التي ٠١‏ 23 لواحدة: لوجده. وححي في القامش !الإجداهب: 
لاحديىا /, قطعة اس : ألبتا في اهامش مع بيات مرضعها. 


الناقص يحيط با خط مستقيٍ وطائفة من الخط الحيط بالقطع . أما إن كان قاطعًا للقاعدتين 
جميعّاء فهو قطعة من القطم الناقص بحيط بها خطان مستقيان متوازيان وطائفتان من الخط 
المخيط بالقطع . ومركز ذلك القطم الناقص هو التقطة الي يقع عليها سهم الأسطوانة. 

فليكن أسطوانة على قاعدتيها اب ج ده و: وعلى مركزي القاعدتين ز ح. وعلى سهم 
الأسطوانة زح ؛ ولبقطعها سطح غير مواز لقاعدتيبا ولا لسهمها ولا مار به. وليحدث فيها قطمًا 
عليه ط ك ل . ولا يكون هذا القطع - إن كانت الأسطوانة مائلة -- قطمًا مخالف الوضع . ولا 
قطعة من القطم اتخالف. 

وليكن أولا سطح ط 5 ل غير قاطع لقاعدقي الأسطوانة ولا لواحدة منها. 

اقول : إن قطع طك ل قطمٌ ناقص . وإن مركزه النقطة التي بقطع عليها سهم زح. 

برهان ذلك: أن كل نقطة من الخط المحيط بقطم ط ك ل يقع عليبا ضلع من أضلاع 
الأسطوانة التي تخرج من الخط المحيط بدائرة 1ب جد. وهذه الخطوط التي قلنا - أعني أضلاغ 
الأسطوانة - كل واحد منبا مواز لباقيها ولخط زح. فكل النقط التي تتعلّم على الخط المحيط 
بقطع ط ك ل ير بها خط واحد محيط بقطمع ناقص او بدائرة؛ ومركزه على خط زح» فقطع 
ط ى ل إما أن يكون قطمًا ناقصًا وإما دائرة. 


فأقول : إنه قطم / ناقص. 

فإن أمكن ألا يكون كذلك. فليكن دائرة مركزها نقطة م من خط زح. فإذا أخرجنا سطحًا 
عر بخط زح . وبعمود الاسطوانة الواقع من نقطة ز على سطح ده و. فإن القطع الذي يهدث 
منه في الأسطوانة يكون سطحًا متوازيّ الأضلاع. وإذا جعلتاه سطع اب ه د. وجعلنا الفصل 
امشتركُ هذا السطح ولسطح ط ك ل خط ط ل: وأجزنا على نقطة م سطحًا موازيًا لكل واحدة 
من قاعدني اب ج ده و. فإنه يحدث منه في الأسطوانة دائرة: وهذه الدائرة ليست هي قطع 
ط ك ل. لأن سطح ط ك ل قد كان غير موازٍ لقاعدتي الأسطوانة. وهذه الدائرة الموازية إما أن 
يكون الفصل المشترك لا ولسطح 1ب ه د هو خط ط ل. وإما أن يكون خخطنًا آخر غير خبط 
طال. 

واذا جعلنا أولاً فصلها المشترك خط ط ل . فكانت الدائرة الموازية للقاعدتين دائرة ط ن ل . 
وأجزنا على سهم زح سطسًا يقطع سطح ١ب‏ ه د على زوايا قائمة. فكان القِطم الحادث منه في 
الأسطوانة ج س ع و فإن سطح ب اسع وايككون قائمٌ الزوايا. وإذا جعلنا الفصل المشترك لهذا 
السطح ولسطح دائرة ط نل خط نء ف. وجعلنا النقطةً التي عر بها خط س نع من قطع 
طك ل نقطة ك . ووصلنا فيا بين نقطبي > م خط مك فإن سطح ج س ع ويكون قد قطع 
ثلاثة سطوح منوازية؛. وهي سطوح ١‏ ب بج ط ن ل د هاو قالة ل المشتركة له وخا متوازية. 
وإذا جعلناها خطوط س ج نم وع. وكان زاوية ج سع قائَة لأن سطع ج سع وقائم 
الزواياء فزاوية ء نك قائمة. وأيضنًا فإن نقطة م مركز دائرة ط ن ل. فخط ط م مثل خط ن م. 
ونقطة م أيضنًا مركز قطم ط ك ل. فإن كان قطم ط ك ل دائرة فإن خط ط م مثل خط م ك . 
وقد كان خط ط م مثل خط م نء فخط م ن مثل خط مك : ولذلك يكون زاوية م نك من 
مثلث ن مك مثل زاوية مك ن من هذا المثلث. وقد كنا بيّنا أن زاوية م نك قائمة» فزاوية م ك ا 
أبيضً قائمة» وهما في مثلث واحدء. وذلك غير ممكن. فليس قطم ط ك ل دائرة. 
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وأيضسًا : فإنا إن جملا الفصل المشترلك لسطح 1 ب ه د وللدائ ئرة الموازية لقاعدتي الأسطوانة 
خطنًا غير خط ط ل وهوخط ص قء فهو بن أن هذا الخط ير بتقطة م التي هي مركر هذه 
الدائرة » والفصل المشترك هذه الدائرة ولدائرة ط كا ل “ريد بضئة ) ' فهو إذن قطر طائين 
الدائرتين. فنصير مساويًا لخط ط ل - إذ كان قطرًا لدائرة طى ل - ومساويً لخط ص ق 
أيفما. إذ كان قطرًا للدائرة الموازية لقاعدتي الأسطوانة. فخط ط ل مساو لخط ص ق. وإذا 
أخرجنا من نقطة ط خط ط رهوازيًا لخط عّق» كان خط ط ر أيضمًا مساويًا لخط ع ق3. 
فخط ط ل مساو لخط ط رء فزاوية ط ل ر مساوية لزاوية ل رط ؛ وخط ص ق مواز لخط 
ده لأنها فصلان مشتركان لدائرة ده و وللدائرة الموازية لما التي قطرها ص ق <وسطح 
باه د»>. وخط ط رقد كان موازيًا لخط ص ق أيضاء فخطا ده ط رمتوازيان: فزاوية 
ده ل مساوية لزاوية ط رل. وزاوية ط رل قد كنا بيّنا أنها مثل زاوية ط ل رء فزاوية ده ل 
مثل زاوية ط ل ر. وإذ كان ذلك كذلك. فإن زاويتي ل ط د ط ده متساويتان: فالقطع 
اتخالف الوضم يمر بط ط لء وقطع طى ل الذي عر خط ط ل ليس هو القطع اغمالتف 
الوضع . فإذا جعلنا القِطمّ الخالف الوضع دائرة أخرى تمر خط ل ل: وهي دائرة ط ن ل؛ وكان 
الفصل المشترك ها ولسطح ج س ع وخط ن م فء فإن كل واحد من خطي ن م ك م يكون 
مساويًا لخط ط م. فخطا نم كام متساويان. وخط م ن منها هو نصف قطر القطم الخالف 
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الوضع . فهو إذن مساو لخط زس الذي هو نصض قطر دائرة !ب ج. وخط زس عمود على 
خط ناس . وخطا س زم ن بين خطين متوازيين. فخط من أيضسًا عمود على س ع . فزاوية 
م ناع إذن قائمة. وقد كنا بيّنا أن خط م ن مساو لخط مكء فزاوية من مثل زاوية مك ن. 
وزاوية م نك قائعة. فزاوية مك ن أيض قائمة. فني مثلث م نك زاويتان قائمتان. وذلك غير 
ممكن. فليس قطع ط ك ل دائرة: فهو إذن قطع ناقص ومركزه نقطة م. 

وأيضًا. فإنا إن جعلنا السطح القاطع للأسطوانة قاطمًا لقاعدتيها أو لإحداهماء فإنه إن 
أخرج ذلك السطحٌ عل استقامة ‏ وأخرج أيضسًا بسيط الأسطوانة على استقامة / أضلاعها. 
قطع ذلك السطحٌ بسيطٌ الأسطوانة الذي أخرج وأُحدّث قِطمًا ناقضًا. وكان ما بقع منه في 
اسطوانة ١‏ باه د قطعة من القطع الناقص. أما إن كان السطح قاطمًا لقاعدة واحدة من 
قاعدتي الأسطوانة فقط ‏ فإنه يميط بتلك القطعة خط مستقي وطائفة من الخط حيط بالقطع 
الناقص. وأما إن كان السطح قاطمًا لقاعدتي الأسطوانة جميمّء فإنه يحيط يبا طائفتان من الخط 
حيط بالقطع الناقص وخطان مستقيان متوازيان؛ لأن سطحي القاعدتين متوازيان. وقد قطعهها 
سطح القطع . فيكون فصلاهما المشتركان فيا وله خطين متوازبينء وذلك ما أردنا أن نبيّن. 


15 مساحة القطع الناقص وقطعه » 


- يب - إذا كانت اسطوانتان وكانت دائرتا قاعدتي إحداهما في سطح دائرتي قاعدتي 
الأسطوانة الأخرى. وكان مركزاهما مركزيماء وقَطَم الأسطواتتين جميعًا سطع واحد يقطم 
أضلاعها فيياء فإن القطعين الحادثين في الأسطواتتين متشابهان» ونِسَبُ أقطارهما بعضها إلى 
بعض ؛ كل نظير إلى نظيرهء كنسبة قطر دائرةٍ قاعدة الأسطوانة (الواحدةٌ إلى قطر دائرة قاعدة» 
الأخخرى. 

فليكن أسطواتان عل دائرقٍ قاعدني إحداهما اباج دهاى بعلى داثرق قاعدتي 
الأسطوانة الأخرى زح ط ك ل مء وليكن دائرنا أب ج زح ط في سطح واحد. ومركزها 
جميعًا نقطة ن. وليكن دائرتا د ه وك ل م أيضًا في سطح واحد ومركزهما جميمًا نقطة سء 
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وسهم الأسطوانتين جميعًا إن س؛ وليقطع الأسطوانتين ممًا» سطحٌ بقطع أضلاعها فيهاء 
وليحدث في أسطوانة اب ج داه وقطع ع ف ص .ء وني أسطوانة زح ط ك ل م قطع ق رش. 

فأقول: إن قطعي ع شاص ق رش متشابهان. وإن نسبة كل واحد من أقطار قطع 
ع ف ص إلى نظيره من أقطار قطع قرش : كنسة قطر دائرة انس لح إلى قطر دائرة زحط., 


5 برهان ذلك : أنا بإن قطعنا الأسطوانتين جميعًا بسطح عر بسهمها الذي هون س - 
أحدث فيها سطحين متوازني الأضلاع. وإذا جعلناهما سطحي ادوج زك مطء كانت 
أضلاع هذين السطحين متوازية. وإذا جعلنا الفصل المشترك لهذين السطحين وللسطح الأول 
القاطع للأسطوانتين خط ع قى ش صء كانت نسبة ع ص إلى ق ش كنسبة ١ج‏ إلى زط. 
وكنسبة د وإلى ك م. لأن خطوط اع د زقك ط ش م (ج ص و متوازية وكان خمطا ع ص 

ف ش قطرين من أقطار قطعي ع فف صى ق رش . لأنها يران بموضع قطع هذين القطعين لسهم 
ن س الذي هو مركز للقطعين. 

وكذلك أيضنًا نبيّن أنكل قطرمن أقطارقطم ع ف ص ينفصل منه في قطع ق رش قطرمن 
أقطار ق رش مثل ما انفصل من قطرع ص قطرق ش. 


اع 


وانا إن قطعنا الأسطوانتين بسطح عر بقطر آخر من أقطار قطم ع ف ص - أي قطركان - 
مثل قطر ف رتاث نحاث فأحدث ف دوائر قواعد الأسطواتتين فصول باخ مذ ها ضٍ لا ظء 
كانت نسبة ناث إلى رت كنسبة باخ إلى ح ذ وكنسبة ه ض إلى ل ظ . وقد كنا بيّنا أن نسبة 
اع ص إلى ف ش كنسبة اج إلى زط وكنسبة د وإلى ك5 م. ولكن خطوط اج د وبا اخ ه ض 
متساوية لأنبا أقطارٌ لدائرقي ب ج ده و. وخطوط زط ح ذك م لاظ أيضًا متساوية لأنها 
أقطار لدائرني زح ط ك ل م. فنسبة قطرف ث إلى فطررت كنسبة فطرع ص إلى قطرق ش. 
وكذلك أيضمً نبيّن أن جميع أقطار قطعي ع ف ص ف رش هذه حاها. فإذ كان ذلك كذلك 
فإن قطعي ع قا ص فق رش رش إما أن يكونا جميمًا دائرتين. فيكون قد تبيّن ما أردناء وإما ألأ 
يكونا كذلك . فيكون الذي يتفصل من أطول أقطار قطع (ع قاص داخل قطع قي رشي هو 
3 أقطا رقطع» ق رش. والذي يتفصل من أقصر أقطار قطع ع ف ص دائخل قطع ق رش 

صر أنطار قمع ق رش . وأطول أقطاركل قطع هو سهمه الأطول. وأ قصرٌ أقطاره هو سهمه 
الأقصر: قيكون نسبة السهم الأطول / من سهمي قطع ع ف ص إلى السهم الأطول من سهمي 
قطع فق رش ق رش كنسبة السهم الأقصر من سهميه إلى السهم الأقصر من سهميه. وإذ! بدلناكاتت 
سبة السهم الأول من سهمي قطع اع ف ص إلى السهم الأقصر متها كنسبة السهم الأطول من 
سهمي قطع ‏ 0 إلى السهم الأقصرء فقطعا ع ف ص قف رش متشاببانء للذي تبيْن في 
شكل ؟١‏ من مقالة 5 من كتاب أبلونيوس في الخروط . وقد تبيّن أيضمًا أن نسية كل واحد من 
أقطار قطم اع ف ص إلى نظيره من أقطار قطم ق رش كنسبة قطر دائرة ا ب ج إلى قطر دائرة 
زح ط ؛ وذلك ما أردنا أن تبيّن. 


- # إذاكان قطم ناقص وعمل على سهمه الأطول نصف دائرة. فإن الأعمدة التي رج 
من قوس النصف دائرة إلى سهم القطع الناقص الأطول تكون نسبها إلى ما يقع منبا داخل 
القطع الناقص نسبًا متساوية. 

فيكن قطع ناقص عليه اب ج د وعلى سهمه الأطول أج . وليكن على أ ج نصف دائرة 
عليها 1ه جء. ولنخرج من قوس اه ج إلى سهم اج أعمدة ه ب وزحط كال م. 

فاقول : إن نسب ه و إلى وبء وزط إلى ط ح. وكام إلى م ل نسب متساوية. 


5لأنها: لأسي ا9ايكرنا! يكون ؟افقطما: تقطع - ١١16‏ . ناقصة ورك الناسخ مكانًا ها وتفلناها من شرح ابى أي حرادة , 
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برهان ذلك : أن نسبة السطح الكائن من ضرب ١‏ وفي وج إلى مربع خط وب كنسبة سهم 
اج إلى ضلعه القائم للذي بِبّن في شكل 7١‏ من مقالة ١‏ من كتاب أبلونيوس في الخروط . ولكن 
وكذلك أيضنا نبيّن أن نسبة مريع خط زط إلى مربع خط ط حء ونسبة مربع خخط كك م إلى 
مربع خط م ل - كل واحدة ملها - كتسبة سهم أ ج إلى ملعه القائم. فنسب ه وإلى وبء 
وزط إلى ط حء وك م إلى م ل نسب متساوية لأن نسب مربعاتها متساوية؛ وذلك ما أردنا أن 


0 


نبين. 
وبتيّن أبضًا عثل هذا المسلك أنه يحب في السهم الأقصر نظير ما قلناه في السهم الأطول. 


- بد --كل قطع ناقص فإن مساحته مساوية لمساحة دائرة يكون مربع قطرها مساويًا للسطح 
الكائن من ضرب أحد سهمي ذلك القطع في السهم الآآخر منها. 

فلبكن قطمْ ناقص عليه اب ج دء وليكن سهمه الأطول اجء وسهمه الأقصر ب دء 
وليكن دائرة عليها ه يساوي مربع قطرها السطح الكائن من ضرب ١ج‏ في ب د. 
فاقول : إن مساحة قطم ا ب ج د مساوية لمساحة دائرة ه. 


ذكر واحدة منا: أثيا في اشامش مع بان عوضيعها. 


برهان ذلك : أنه إن لم تكن مساحة قطع ١‏ ب ج د مساوية لمساحة دائرة هاء فإنها إما أن 
تكون أكثر منها وإما أن تكون أقل منها. 

فليكن أولاً مساحة قطع 1ب ج د أكثر من مساحة دائرة هاء إن أمكن ذلك» ولتكن 
زيادتها علبها مساوية لسطح و. فإذا اترجنا خخطوط ا ب بج ج د دا المستقيمة» فإن قطم 
اب باج ج د دآ من القطع إما أن تكون أقل من سطح و وإما أل تكون كذلك. 

فإن كانت اقل منه فهو الذي اردناء وإلا فإنا إذا قسمنا خطوط اب باىي جدد دا 
المستقيمة بنصفين نصفين على نقط زح ط ك وجعلنا مركز القطع نقطة ل » وأخرجنا خطوط 
ل زل ح ل ط لك وأتفذتاها إلى نقط م ن س ع من الخط الحيط بالقطع ؛ وأخترجنا خمطوط 
من أنصاف قطع آ ب ب ج / ج د د امن القطم: لأنه لو أخرجت خطوط مماسّة للقطع على ٠‏ 
نفط م ن س ع لكانت تكون موازية لخطوط !ب باج ج د دا المستقيمة للذي في شكل 
س د دع ع 1 من القطع أقل من سطح و<فهو الذي أردنا»» وإلآ فإنا إذا فعلنا دائمًا كا فملنا 
فها تقدم: لم يكن بد من أن ننتبي إلى قطع تفصل من القطع أقل من سطح و. فنجعل القطع 
التي تفصل فبكون أقل عن سطح وقطع ام مب بان نج ج س س د دع ع أء فيصير 
شكل ١م‏ ب ن ج س دع أعظم عن دائرة ه . وإذا عملنا على خط ١ج‏ دائرة يكون ١‏ ج قطرًا 


10 أنصاف: تصف - 12 17 : ناقصة وترك الناسخ مكانًا ها / ١‏ : ناقصة وترك الناسخ مكانا ها. 
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ها: وهي دائرة افاج صء وأخرجنا خطي مع نس فقّطعا سهم اج على زوايا قائمة: 
وأنفذناهما إلى دائرة ! فج ص إلى نقط ق ر اش أت .ء وأنفذ أيضمًا خط ب د إلى نقطتي ف 
ص : وأخرجنا خطوط اق فق ف فاررج ج شاش ص ص تأت أء كانت نسبة مثلث 
امع إلى مثلث قات كتسبة قاعدة مع إلى قاعدة فى ت. ونسبة سطح م ب دع إلى سطح 
فى ف ص ات كنسبة خطي مع ب د يجموعين إلى خطي قات فا ص مجموعين: لأن هذين 
السطحين متساويا الارتفاع. وكذلك أبضًا يكون نسبة سطح بان ساد إلى سطح 
فرش ص كنسبة خطي ب د ن س مجموعين إلى خطي ف ص رش مجموعين. ونسية مثلث 
ن ج س إلى مثلث رج ش كنسبة ن س إلى رش ونِشَبُ مع ب د ن س إلى قات ف ص 
رش: كل واحد إلى نظيره» نسبٌ متساوية لأن نسب أنصافها متساوية: فنسبة جميع شكل 
اماب» نج س دع الستقيم الأضلاع إلى جميع شكل اق فارج ش صات المستقي 
الأضلاع كنسبة ب د إلى ص ف. ولكن نسبة ب د إلى ص ف كنسية السطح الكائن من 
ضرب 1ج (في ب د إلى السطح الكائن من ضرب أ ج» في ف ص الذي هومثل مربع خط 
قص. فنسبة شكل !ام بان ج سدع المستقي الأضلاع إلى شكل 
أق ف رج ش ص ت المستقيم الأضلاع كنسبة السطح الكائن من ضرب ١ج‏ في ب د إلى 
مربع خط ف ص. ولكن السطح الكائن من ضرب ١ج‏ في ب د مساو لمربع قطر دائرة ه . 
فنسبة شكل آم بان ج س دع المستقم الأضلاع إلى شكل آق فارج ش ص ت المستقم 
الأضلاع كنسبة مربع قطر دائرة ه إلى مربع خمط ف ص الذي هوقطر دائرة ! ف ج ص. ولكن 
نسبة مربع قطر دائرة ه إلى مربع قطر دائرة ا ف ج ص كتسبة دائرة ه إلى دائرة ١‏ ف ج ص . 
فنسبةٌ شكل آمب نج سدع المستقيم الأضلاع إلى شكل أق ف (إر) جا ش صات 
الستقع الأضلاع كنسبة دائرة ه إلى دائرة ف ج ص. وشكل أم ب ن جا اس دع المستقيم 
لأضلاع أعظم من دائة هاء فشكل اق قار شى صات الستقم الأضلاع أعظم من 
دائرة | ف + ص ؛ وهي محيطة بهء وهذا غير مكن. فليس مساحة قطع 1ب ب د إذن بأكثرمن 
مساحة دائرة ه . 


1 ات ل قسن ف اص 8 لاه م (الشانية: لش 15 ماوو: الكفك ل اشام 
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وأقول أيضسًا: إنها ليست بأقل منها. فإن كان يمكن فليكن مساحة حة قطم ب ج د أقل من 
مساحة دائرة ه . فيكون نسبة دائرة ه إلى دائرة !ف ج ص كنسبة قطع 1ب ج د إلى سطح 
أصغر من دائرة اف ج ص. فإذا جعلناها كنسبة قطع اب ج د إلى سطح وء وجعلنا زيادة 
دائرة افك ص على سطح ومثل سطح ث , وأخرجنا خخطوط اف ف جح ج ص ص أء فإن 
قطمّ ف ف ج ج ص ص أ من الدائرة إما أن تكون أقل من سطح ث وإما ألا تكون كذلك. 
وإن كانت أقل منه فهو الذي أردناء وإلا فإنا إذا قسمنا قببى !ف فج جح ص ص | بنصفين 
نصفين على نقط اق راش ات : وأخرجنا خطوط 1ق ق ف ف ررج جاش اش ص صصات 
ت١.:‏ كانت ت مثلئات | ق ف ف رج ج ش ص ص ت | من الدائرة (أعظم من أنصاف قطع 
أق ف فارج جا ش ص ص ات 4.1 فإن كانت قطع أ ف فارج جاش ص صات | 

من الداثرة أل من سطحث : (فهوالذي أردنا». وإلا فإذا فعلنا ذلك دائمًا كما فعلنا فها تقدمء 
لم يكن بد من أن تنتبي إلى قطع تفصل من دائرة 1ف ج ص أقل من سطح ث . فإذا جعلنا 
القطع التي تفصل ويكون أقل من سطح ث قطع أقى ف فارج جا ش ص صرت أء بق 
مكل ا ل يم الأضلاع ا اتيت و أصغر منه. وإذا 


| عي 2 الستقي الأصلاء إلى شكل و2222 الستقي ٠.‏ 


الأضلاع كنسبة دائرة ه إلى دائرة ١‏ ف ج ص. ولكن نسبة دائرة ه إلى دائرة .ف ج ص قد 
كنا جعلناها كنسبة قطع ١ب‏ ج د إلى سطح و. فنسبة شكل 1م ب نج س دع المستقم 
الأضلاع إلى شكل اق ف رج ش صات الستقيم الأضلاع كنسبة قطع ١‏ بج د إلى سطح 
و. ولكن شكل آق فارج ش صات المستقيم الأضلاع أعظم من (سطح و فشكل 
ام بن ج س دع المستقم الأضلاع أعظم من» قطع أب ج د والقطع محيط به وذلك 
غير ممكن. فليس مساحة ة قطع أب ج د بأقل من مساحة دائرة ها . وقد كنا بيّنا أنها ليست بأكثر 
منهاء فهي إذن مثلها؛ وذلك ما أردنا أن نبيّن. 
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ويتبين مما علمنا أن كل قِطع ناقص فإنه مناسب للدائرتين اللتين تعملان على سهميه فيا 
بنها. 1 


- يه - كل قطعة من قطع ناقص يكون قطرها عمودا على قاعدتبا. ويكون ذلك القطر قطعة 
من الهم الأطول. فإن مساحتها مساوية لمساحة قطعة من الدائرة المساوية للقِطع كله . يكون 
4 نسبة وئرها إلى قطر تلك الدائرة كنسية قاعدة القطعة من القطع إلى السهم الأصغر من سهمي 
القطع . على أن تكون القطعة من القطع إن كانت أقل من نصف القطم كانت القطعة من 
الدائرة أقل من نصف الدائرة: وإن لم تكن القطعة من القطع قل من نصف القطع لم تكن 
القطعة من الدائرة باقل من نصف الدائرة. 
فليكن قطعة من القطع الناقص . علييا آب ج . وقاعدنما اج وقطرها ب د. وليكن ب د 
0 عمودا على | ج . وليكن أبضا ب د قطعة من السهم الأطول من سهمي القطع + وليكن جميع 
القطع اباجاه. وسهمه الأطول باهء وسهمه الأقصر وزء والدائرة المساوية للقطع 
ح ط > ل وقطرها ح5. وليككن نسبة وترط ل إلى قطر حك كنسبة اج إل وز. فإن كانت 
قطعة ! ب ج من القطم أقل من نصفه: فليكن قطعة دائرة ط > ل أقل من نصف الدائرة. وإن 
لم تكن قطعة اب ج من القطع أقل من نصف القطعء فلا تكوئن قطعة ط ك ل من الداثرة 
5 بأقل من نص الدائرة. 
فأقول : إن مساحة قطعة ١‏ بج من القطع مساوية لمساحة قطعة ط 5 ل من الدائرة. 
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برهان ذلك : أنه إن لم تكن مساحة قطعة | ب ج من القطع مساوية لمساحة قطعة طاكى ل 
من الدائرةء فإنها إما أن تكون أكترٌ منهاء وإما أقلَّ منما 

فليك: ن أوآً مساحة قطعة آب ج من القطع أكثرمن مساحة قطعة 321 ل من الدائرة» إن 
أمكن ذلك » وليككن زيادتها عليها مساوية لسطح م. فإذا أخرجنا خطي 1 ب ب ج المستقيمين 
فإن قطعتي اب ب ج من القطم إما أن تكونا أقل من سطح م ؛ وإما ألا تكونا كذلك. فإن 
كانتا أقل منه فهو الذي أردناء وإلآ فإنا إذا قسمنا خطي ١‏ ب ب ج المستقيمين بنصفين على 
تقطتي ن س ء وجعلنا مركز القطع نقطة ع / وأخرجنا خطي ع ن ع س وأنفذناهما إلى نقطتي ف 
ص من الخط الحيط بالقطع » وأخرجنا خطوط ١‏ ف ف ب ب ص ص ج المستقيمة » كان مثلثا 
اف ب ب ص ج أكثر من نصط قطعتي | ب ب ج من القطم» لأنه لو أخرج خطان ثماشان 
للقطع على نقطني ف ص لكانا سيكونان موازيين لخطي 1 ب ب ج المستقيمين للذي تبين في 
شكل ١7‏ من مقالة ١‏ من الخروطات. فإن كانت قطع ١‏ ف ف ب ب ص ص ج من القطم 
أقل من سطح م <فهو الذي أردناك وإلا فإنا إذا فعلنا دائمًا | فعلنا فها تقدمء لم يكن بد من 
أن ننتهي إلى قِطع تفصل من قطعة آب جد أقل من سطح ع : «ولتكن) قَطَمْ ات قاب 
ب ص ص جء فتصير قطعة دائرة ط 5 ل أصغرمن شكل 1 ف ب ص ج المستقيم الأضلاع. 

وإذا عملنا على خمط باه دائرة يكون باه قطرًا لهاء وهي دائرة ب ق ه رء وأخرجنا 
خبطي وزج أ إلى نقط اق راش نتء ووصلنا خط ف ص فيا بين نقطتي ص فء وأنفذناه إلى 
دائرة ب ق ه ر إلى نقطتي ث خء وأخرجنا خطوط ات خ خ ب باث ث ش» تبين من 
ذلك - كا يبنا في الشكل الذي قبل هذا - أن نسبة سطح 1ف ب ص ج المستقيٍ الأضلاع 
(إلى سطح تخ ب ث ش المستقيم الأضلاع» كنسبة ج ١‏ إلى ات ش التي هي كنسبة وز إلى 
فق رء وأن نسبته أيضمًا إليه كنسبة دا ثرة حم ط ك ل إلى دائرة ب ق ه ر. وأيضمًا فإن نسبة ج ]ا 
إلىات ش كنسبة وزإلى ق ر. وإذا بدلنا كانت نسبة ج | إلى وز (كنسيةات ش إلى ق ر. ولكن 
نسبة اج إلى وز> كنسبة ط ل إلى حكاء فنسبة ش ت إلى ق ركنسبة ط ل إلى ح ك. فأما 
خط وك فهو قطر دائرة ح طك لء وأما خط ق ر فهو قطر دائرة ب ق هار. وقطعتا دائرتي 


نت ب اش ط ك ل إن كانت إحداهما أصغر من نصف دائرة؛ فالأخرى أصغر من نصف دائرة. 
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وإن له تكن أصغر من نصف دائرة. فليس الأخرى بأصغر من نصف دائرة. فها إذن متشابهتان. 
اقتسسة كل واحدة منها إلى الأرى كنسية الدائرة التي هي قطعة منبا إلى الداد ثرة الى الأخرى 
قطعة منها. فنسبة قطعة دائرة ط ك ل إلى قطعة دائرة ت باش كنسبة دائرة ح طك ل إلى 
دائرة نا فق هار. وقد كنا بيّنا أن نسبة دائرة ح طك ل إلى دائرة باق ه ر كنسبة شكل 
آف ب ص ج المستقي الأضلاع إلى شكل ات خ باث ش المستقيم الأضلاع . فنسبة قطعة 
دائرة ط ك ل إلى قطعة دائرة ت ب ش كنسبة شكل ١ف‏ ب ص ج المستقيٍ الأضلاع إلى 
شكل ات خ باث ش المستقيم الأضلاع. وقد كانت قطعة داثرة كل أصغر من شكل 
اقا سا ص جح المستقي الأضلاع ‏ فقطعة دائرة ات باش أصغرمن شكل ات خ باث ش 
المستقيم الأضلاع . وذلك غير ممكن لأنبا محبطة به. فل فليست مساحة إقطعة» ]ب ج من القطع 
بأكثر من مساحة قطعة ط ك ل من الدائرة. 

وأقول أبضمًا: إنبا ليست بأقل منبا. فإن كان يمكن؛ فليكن مساحة قطعة اناج من 
القطع أقل من مساحة قطعة ط > ل عن الدائرة: فتكون نسبة قطعة دائرة ط ك ل إلى قطعة 
دائرة ت ب ش كنسبة قطعة | ب ج من القطع إلى سطح أصغر من قطعة دائرة ت ب ش. فإذا 
جعلناها كنسبة قطعة 1ب ج من القطع إلى سطح م . وجعلنا زيادة قطعة دائرة ت ب ش على 
سطح م مثل سطح ذ. واخرجنا خخطي نت ب با شح فإن قطعني ت ب ب ش من الدائرة إما 
أن تكونا أقل من سطح ذ . وإما الا تكونا كذلك. فإن كانتا أقل منه فهو الذي أردناء وإلا فإنا 
إذا قسمنا قوسي ت ب ب ش بنصفين تصفين على نقطتي خ اث ء واخخرجنا خطوط نت خ خخ ب 
ب ث اث ش» كان مثلئا ت خ ب اث ب ش أكار من نصف قطعتي ات اخ ب اث باش من 
الدائرة. فإن كانت قطع ات خ خ ب ب اث ش من الدائرة أقل من سطح ذ (فهو الذي 
أردنا4. وإلا فإنا إذا فعلنا دائماكيا فعلنا فها تقدم. لم يكن بد من أن نننبي إلى قطم تفصل من 
قطعة دائرة ت ب ش أقل من سطح ذ. فإذا جعلنا القطع التي تفصل ويكون أقل من سطح 3 . 


9 انام لل كه 


قطمَت اخ خ ب باث ثاش ٠‏ بق شكل ت خ باث ش المستقي الأضلاع أعظم من سطح 


م وسطح م / أصغر منه. وإذا أخرجنا خط ث خ فقطم الخط امحيط بقطعة باج (من ١‏ -اظ 


القطع» على نقطتي ص ف. وأخرجنا خطوط اف فاب ب ص ص جه وسلكنا مثل السبيل 
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التي سلكناها فها تقدم. نين - كا بيّنا آنْمًا - أن نسبة قطعة دائرة ط ك ل إلى قطعة دائرة 
تي تر كنسبة كل قب ص ج الستقم الأضلاع إلى شكل 232 ب 2 الستقي 
الأضلاع. وقد كانت نسبة قطعة دائرة ط ك ل إلى قطعة دائرة ت باش كنسبة قطعة | ب ب 
من القطم إلى سطح م. فنسبة قطعة ابا ج من القطع إلى سطح م كنسبة شكل 
اكب صج الستقم الأضلاع إلى شكل تع باثش المستقم الأضلاع. فقطعة 
اب ج من القطع أصفر من شكل آاف ب ص ج المستقيم الأضلاع. وهذا غير ممكن لأنما 
محيطة به. فليس مساحة قطعة | ب ج من القطع بأقل من مساحة قطعة طى ل من الدائرة: 
وقد كا بسنا اها ليست باكثر منباء. فهى إذن مثلهاء وذلك ما اردنا ان نبيّن. 

وهنالك استبان أن مساحة قطعة .ب ج من القطع مل مساحة قطعة من دائرة ح ط كال 
يكون نسبة سهمها إلى قطرح ك كنسبة قطر قطعة | ب بى - الذي هوب د - إلى باه الذي 
هو السهم الأطول. وذلك أن ب د هو أيضنًا سهم قوس ات ب ش التي هي شبيبة بقوس 
ط كال 


- يو - كل قطعة من قطع ناقص يكون قطرها عمودًا على قاعدتبا. ويكون ذلك القطر قطعة 
من السهم الأقصر. فإن مساحتها مساوية لمساحة قطعة من الدائرة المساوية للقطع كله. تكون 
نسبةٌ وترها إلى قطر الدائرة كنسية قاعدة القطعة من القِطم إلى السهم الأطول من سهمي 
القطع . على أن تكون القطعة من القطع إن كانت أقل من نصف القطم كانت القطعة من 
الدائرة أقل من نصن الدائرةء وإن لم تكن القطعة من القطم أقل من نصف القطع لم تكن 
الفطعة من الدائرة بأقل من نصف الدائرة. 

فلتكن قطعة من القطم الناقص عليها اب ج. وقاعدتها | ج وقطرها ب د؛ وليكن باد 
عمودا على | ج وليكن ب د أبضنًا قطعة من السهم الأقصر من سهمي القطع . وليكن جميع 
القطع | ب ج ه وسهمه الأقصرب ه وسهمه الأطول وزء والدائرة المساوية للقطع ح ط ك ل 
وقطرها ح ك. ولتكن نسبة ونرط ل إلى قطرح ك كنسبة ! ج إلى وز. وإن كانت قطعة أب جد 
من القطع أقل من نصفهء فلتكن قطعة دائرة طى ل أقل من نصف الدائرة؛ وإن لم تكن قطعة 
اباب من القطع أقل من نصفهء فلا تكولن قطعة دائرة ط ك ل بأقل من نصفها. 


4 من القطم (الأيق): أثيها في الامش - 7 قفلعة (الأرل): قطع . ثم البث الصواب في الحامشن. 
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فأقول : إن مساحة قطعة ١‏ ب ج من القطع مساوية لمساحة قطعة ط ك ل من الدائرة. 
برهان ذلك : أنه إن لم تكن مساحة قطعة اب ج من القطع مساوية / المساحة» قطعة ١‏ و 
دائرة ط ك ل فإنا إما أن تكون أكثر مها وإما أقل. 


فلتكن أولاً مساحة قطعة ! ب ج من القطع أكثر من مساحة قطعة دائ ثرة طك ل إن امكن 
5 ذلك؛ ولتكن زيادتها عليها مثل سطح م. وإذا سلكنا مثل السبيل التي سلكناها في الشكل 
الذي قبل هذا حتى تعمل في قطعة !ب ب من القطع شكلاً مستقي الأضلاع أعظم من قطعة 
دائرة ط كى ل» فكان ذلك الشكل شكل ١ن‏ ب س جدء وعملنا على خط ب ه دائرة يكون 
باه قطرًا لحاء فكانت دائرة باع ه فء ووصلنا خط ن ق رس فيا بين نقطتي ن سء فإن 
نسبة قات إلى تان تكون كنسبة ص د إلى دا وكنسبة فاث إلى ث و ونبيّن كا بيّنا في 
الشكلين اللذين قبل هذا أن نسبة شكل آاتب سج المستقي الأضلاع إلى شكل 
ص ف ب رش المستقم الأضلاع كنسبة قطعة دائرة ط كك ل إلى قطعة دائرة ص ب ش الي 
هي شبيبة بها. ولكن شكل أن ب س ج المستقيم الأضلاع أعظم من قطعة دائرة ط كك ل 
فشكل ص ف ب رش المستقيم الأضلاع أعظم من قطعة دائرة ص ب ش» وذلك غير ممكن ؛ 
لأنها محيطة به. فليس مساحة قطعة 1ب ج من القطع بأكثر من مساحة قطم طك ل من 
35 الذائرة. 

وعفل السبيل التي ملكناها في الشكل الذي قبل هذاء تييّن أنها ليست بأقل منباء فهي 

إذن مثلها» وذلك عا أردتا أن نييّن. 


0 


- 


2 قطعة (الثانية) : لقطعة - !]! الأضلاع: ألبنا في الهامش. 
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وهنالك استبان أن مساحة قطعة آ ب ج من القطع مثل مساحة قطعة من دائرة ح ط ك ل 
يكون نسبة سهمها إلى قطرح ك كنسبة قطر قطعة اب جء الذي هوب دء إلى ب ه الذي هو 
السهم الأقصر. وذلك أن ب د هو أيضًا سهم قوس ص ب ش الني هي شبيية بقوس 
ط كا ل. 


اس | د اده ا أت قطعة كانت ء فاث 8 : 5 التماسة 
يز- كل قطعة من قطم ناقصء اي قطعة كا : فإن مساحتها مساوية لمساحة القطعة 
من الدائرة المساوية لذلك القطع . التي قد يخرج من طري قاعدتها عمودان إلى قطر من أقطار 
55 . 0 :ام شام 2 . 5 9 م 5 0 
الدائرةء وإذا اخرج من طرثي قاعدة قطعة القطم عمودان إلى أحد سهدي القطع ؛ كانت تسبة 
كل واحد من العمودين الواقعين على ذلك السهم إلى السهم الآخر كنسبة نظيره من العمودين 
الواقعين على قطر الدائرة إلى قطر الدائرة. وكان العمودان الواقعان على سهم القطع واقعين عليه 
جميعًا من جهة واحدة. (وكان العمودان الواقعان على قطر الدائرة واقعين عليه ايضًا جميعًا من 
جهة واحدة» أو كان العمودان الواقعان على سهم القطم واقعين عليه من جهتين مختلفتين: 
والعمودان الواقعان على قطر الدائرة واقعين عليه أبضًا من جهتين مختلفتين: وكان مركز القطع بين 
مسقطي العمودين الواقعين عل سصهمة : ومركز الدائرة بين مسقطي العمودين الواقعين عل 
قطرها : أولم يكن مركز القطع فيا بين (مسقّطي» العمودين الواقعين على سهمه : ولا مركز الدائرة 
فها بين (مسقطي» العمودين الواقعين على قطرهاء وكانت قطعة القطع أقل من نصف القطم . 
وقطعة الدائرة أقل من نصف الدائرة: أوكانت قطعة القطم ليست بأقل من نصفه . ولا قطعة 
الدائرة بأقل من تصفها. 
فليكن قطعة من قطع ناقص عليها 1ب ج ؛ وعلى قاعدتها ١‏ جء ولتكن أولاً أقل من نصف 
١‏ 83 - 5 5 0 5 َه 3 ضااته 5 - ب 2 
القطع . وليكن القطم ' ب ج ده وليكن / ده من الصورة الأول والثالثة والخامسة والمابعة ١١‏ 
السهم الأطول؛ ووز السهم الأقصر. وأمّا من الصورة الثانية والرابعة والسادسة والثامنة : فليكن 
الأمرعلى خلاف ذلكء أعني أن يكون السهم الأطول وز والسهم الأقصرد ه. وليكن مركز 
القطع نقطة ح ء ولبخرج من نقطبي | ج عمودان على سهم ده في جميم صور القطع . وهما 
اط ج 5. ولتكن الدائرة المساوية لقِطم ! ب ج د دائرة ل م ن ومركزها س . ولتكن قطعة أقل 
من نصققها قاعدتها ل م. وليُخْرج من نقطئي ل م إلى قطر من أقطار الدائرة - وهو قطرن ع - 


7 سهمي: مهم 189 القطم (الأول): للقطع ‏ 23 ومركزها: غير واضحة. 
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عمودان وهما ل قا م ص. وليكن نسبة كل واحد من عمودي اط ج 5 إلى سهم وزمن جميع 
صور القطع كتسبة نظيره من عمودي ل ف م ص إلى قطر ن ع من جميع صور الدائرة. وليكن 
عمودا 3ط جى إِما واقعين جميعًا على سهم ده من جهة واحدة من جهتي هذا السهم: 
وعمودا ل فف م ص أيضئًا من جهة واحدة من جهتي قطرن ع على ما في الصورة الأولى والثائية 
والثالثة والرابعة: وإما واقعين من جهتين مختلفتين من جهتي سهم ده : وعمودا فال م ص 
أيضنًا من جهتين مختلفتين من جهتي قطرن ع على ما في باق الصور. وليكن مركزح إما فها بين 
عمودي اط ج 5» ومركز س فيا بين عمودي ل ف م ص على ما في الصورة الأولى والثانية 
والخامسة والسادسة» وإما ألا يكون فيا بين عمودي اط ج 5ء ولا يكون مركرٌ س فها بين 
عمودي ل ف م ص ء كا في الصورة الثالثة والرابعة والسايعة والثامنة. 

فأقول : إن مساحة قطعة أب ج من القِطع مساوية لمساحة قطعة ل م من الدائرة. 

برهان ذلك: أنا إذا أخرجنا أعمدة اط جك ل ف م ص من جميع الصور على استقامة 
إلى نقطاق راش تاء وأخرجنا أولأء في الصورة الأولى والثانية والثالثة والرابعة» خط فق أء 
كانت نسبة !ق» الذي هوقاعدة قطعة | د ق من القطع ؛ إلى سهم وزكنسبة وترك ش إلى قطر 
نع. وخط داط هو قطرقطعة آد ق من القطع ؛ وهوقطعة من سهم دهء وقطعة آ دق من 
القطع أقل من نصفهء وقطعة دائرة ل ش أيضنًا أقل من نصف الدائرة: فساحة قطعة ! د ى من 
القعطم مساوية لمساحة قطعة ل ن شن من الدائرة. 

ويمثل ذلك أيضمًا د بين أن مساحة قطعة ج د رمن القطع - التي هي في الصورة الأولى 
والثانية أكثد من نصفهء وفي الصورة الثالثة والرابعة أقلّ من نصفه - مساوية لمساحة قطعة م نابت 
من الدائرة» إذ كانت أيضمًا في الصورة الأول والثانية أكثر من نصقهاء وفي الثالثة والرابعة أقل 
من نصفها؛ فتبق مساحة قطعة اط ق رك ج هن القطع ماوية لمساحة قطعة 
ل ف شرات ص م من الداثرة. 

وأبضماء فإن نسبة دط إلى د ه كنسبة ن ف إلى نع ء ونسبة دك أيضا إلى د ه كنسية 
ن ص إلى نع: فتبق نسبة ط 5 إلى د ه كنسبة ف ص إلى ن ع. وإذا بدلنا كانت نسبة ط ىك 
إلى ف ص كنسبة ده إلى نع. وأيضمًا فإن نسبة ١‏ ق» إِذْ كان مثلئ 1 طء إلى و زكنسبة 
ل شء إذكان مثلي ل فء إلى نع ؛ ونسبة ج رء إذكان مثل ج كء إلى وزكنسية م تء إِذْ 
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كان مثلي م صء إلى ناع. وإذا جمعتاء كانت نسبة خطي ١ق‏ ج ر مجموعين إلى وزكنسبة 


ل ش ءات مجموعين إلى نع. وإذا بدلنا كانت نسبة نحطي ١ق‏ ج ر مجموعين إلى خطي ل ش 
عات مجموعين كنسبة وزإلى ناع. وقد كنا بيّنا أن نسبة ط ك إلى ف ص كنسبة داه إلى ناع. 
فالنسبة المؤلّفة من نسبة خطي اق ج ر مجموعين إلى خطي ل شْ مات مجموعين» ومن نسبة 
ط 5 إلى ف ص هي كالنسبة المؤلفة من نسبة وز إلى نع ومن نسبة ده إلى ناع. فأما النسبة 
المؤلفة من نسبة خطي اق ج ر مجموعين إلى خطي ل ش عات مجموعين ومن نسبة ط ك إلى 
ف ص / فهي كنسبة السطح الكائن من ضرب خطي 1ق ج ر يجموعين في خط ط 5 إلى 
السطح الكائن من ضرب خطي ل ش مات مجموعين في خط ف ص. وأما النسبة المؤلفة من 
نسبة وز إلى نع : ومن نسبة داه إلى نع : فهي كنسبة السطح الكائن من ضرب وزفي داه 
إلى مربع خط نع. ولكن السطح الكائن من ضرب وزفي ده مساو مريع خط نع؛ فالسطح 
الكائن من ضرب خطي اق ج رمجموعين في خط طك مساو للسطح الكاثن من ضرب خطي 
لاش مات مجموعين في خط فا ص. ونصف السطح الكائن من ضرب خطي اق جار 
جموعين في خط طك هو سطح أق رج ذوالأربعة الأضلاع. ونصف السطح الكائن من 
ضرب خطي ل ش مات (مجموعين» في خط اف ص هو سطح ل شت م ذو الأربعة 
الأضلاع. فسطح آى رج ذو الأربعة الأضلاع مساو لسطح ل شات ام ذي الأربعة 
الأضلاع. وقد كنا ينا أن مساحة قطعة ف ط ١‏ ب جك رمن القطع مساوية لمساحة (قطعة» 
ش فال م ص ات من الدائرة» فتبق مساحة قطعتي ١‏ ب ج ق رمن القطع - إذا جُمعتا - 
مساوية لمساحة قطعتي ل م شات من الدائرة إذا جمعتا. ولكن قطعتي ل م ش ات من الدائرة 
متساويتان» وقطعتا !اب ج ق رمن القطع أبضًا متساويتان» للذي تبّن في شكل 8 من مقالة 
5 من كتاب ابلونيوس في الغخروط . فساحة قطعة ١‏ ب ج من القطع مساوية لمساحة قطعة ل م 
م الدائرة. 

وأبضئًا. فإنًا نجعل كلامنا في الصورة الخامسة والسادسة والسابعة والثامنة. وتخرج خخطوط 
ق ج ا رلات ش م. ونبيّن كا بيّنا انها أن مساحة قطعة ١‏ د ق من القطع مساوية لمساحة قطعة 
ل ن ش من الدائرة» وأن مساحة شكل ق ج را ذي الأربعة الأضلاع مساوية لمساحة شكل 
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لش مات ذي الأربعة الأضلاع. وأن مساحة قطعة ف ج من القطم مساوية لمساحة قطعة 
ش م من الدائرة. وأيضًا فإن نسبة | قى. إذ كان مثلي ١‏ ط . إلى وزكنسبة ل ش . إذ كان مثلي 
ل ف. إلى نع + ونسبة وز إلى ج رء إذ كان مثلى ج ك . كنسبة نع إلى مات . إذ كان مثلٍ 
م ص. فني نسبة المساواة يكون نسبة ١‏ إلى ج ركنسبة ل ش إلى م ت. فأما نسبة فى إلى جار 
فهي كنسبة مثلث ١ج‏ ق إلى مثلث ١ج‏ رلأن ارتفاعي هذين المثلثين متساويان. وذلك أن 
ارتفاع كل واحد منها مثل ط ك. وأما نسبة ل ش إلى م ت. فهي كنسية مثلث ل ش ع إلى 
مثلث لات مء لأن ارتفاعي هذين المثلئين متساويان. إذ كان ارتفاع كل واحد ملها مثل 
قا ص. فنسبة مثلث | ف ج إلى مثلث ١‏ رج كنسبة مثلث ل ش م إلى مثلث لات م. وقد كنا 
ينا أن شكلي اف ج رل ش مات ذي الأربعة الأضلاع متساويان» فثلث اق ج مساو ثلث 
ل ش م. وقد كنا بِيّنا أن مساحة قطعتي 1 د ق ق ج من القطم مساويةٌ إلساحة قطعتي ل ن ش 
ش م من الدائرة فساحة جميع قطعة ! فق ج من القطع مساوية» لمساحة جميع قطعة ل ش م 
من الدائرة. 

وأيضمًا فإن قطعة القطع إن كانت أكثرٌ من نصف القطع مثل قطعة | ه ج . وكانت قطعة 
الدائرة أكثر من نصف الدائرة مثل ل ع م. فإن مساحة قطعة اه ج من القطع تكون مثل 
مساحة قطعة لع م من الدائرة لأن مساحة جميم القطع مساوية لمساحة جميع الدائرة. 
ومساحة قطعة اب ج . التي هي أقلّ من نصف القطع ء مثل مساحة قطعة ل م من الدائرة. 
التي هي أقل من نصف الدائرة+ فتبى مساحة قطعة 1ه ج من القطع مساويةٌ لمساحة قطعة 
ل ع م من الدائرة. وأما إذا كانت قطعةٌ القطم نصف القطع . وقطعة الدائرة نص الدائرة. فإن 
الأمرني تساويبا بين ٠‏ وذلك ما أردنا أن نبيّن. 

وهتالك استبان أنه إذا كانت نسبة د ط إلى سهم داه كنسبة ن ف إلى قطرن ع . وكانت 
نسبة ط ك إلى سهم داه كنسبة ف ص إلى قطران ع» فإن مساحة قطعة اب ج من القطع 
مساوية لمساحة قطعة ل م من الدائرة: وقطعة 1ه ج من القطع لقطعة ل ع م من الدائرة. / 
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( " - في قطع الأسطوانة الأعظم وف قطوعها الصغار » 


- بح - إذا قطع سطحٌ أسطوانة مائل» ولتي سهمٌ الأسطوانة ذلك السطحّ؛ إما في + -ظ 
الأسطوانة وإما خارجًا عباء فكان عمودًا عليه» فإن القطع الحادث منه في الأسطوانة قط 
ناقص ؛ سهمه الأطول مساو لقطركل واحدة من قاعدتي الأسطوانة : وسهمه الأقصرٌ خط يكون 

1 نسبته إلى قطركل واحدة من قاعدتي الأسطوانة كنسبة عمود الأسطوانة إلى سهمهاء أو قطعة من 
قطم ناقص صفته هذه الصفة التي قلنا. 

فليكن أسطوانة مائلة على قاعدتيها اب ج د ه وزحء وعلى سهمها ط ك, ولنخرج من 
نقطة ط عمود الأسطوانة وهوط ل. وليقطع الأسطوانة سطحٌ يلقاه خط ط ك إما في الأسطوانة 
وإما خارجًا عباء فيكون عمودًا على ذلك السطحء وليحدث في الأسطوانة قطع م ن س ع. 

0 فآما أن سطح م ن س ع إن لبي جميع أضلاع الأسطوانة فيها فهوقطم ناقص. فأمرٌ قد تين لأنه 
ليس واز لقاعدني الأسطوانة» ولا هو القطع المخالف الوضع . 

قأقول : إن سهمه الأطول مساو لقطركل واحدة من دائرتي ١‏ ب ج ده وزح وإن سهمه 

الأقصر خط نسبته إلى قطركل واحدة من دائرتي ١ب‏ ج د ه وزح كنسبة ط ل إلى ط ك. 


6 صفته : أثيتا قي الامش 
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برهان ذلك : أنا إن قطعنا الأسطوانة بسطح عر بخطي ط ك ط لء وهو سطحٌ اج زهء 
وسطح آخريقطع هذا السطمّ على زوايا قائمة وهر بسهم ط ك» وهو سطحٌ ب دح و فإن سطح 
ب دح و يكون قائم الزوايا. وإذا جعلنا الفصل المشترك هذا السطح ولسطح من سع خط 
نع كان خط ط ف قاطمًا لخط نع على زوايا قائمة. لأن خط ط ف عمود على سطح 
م نس عء وخط نع أيضا عمود على خطي ب ن ودع ح لأنها موازيان لسهم ط فك . إذ 
كانا ضلعين من أضلاع الأسطوانة. وخطا بان دع عمودان على خط ب دء لأن سطح 
ب داح وقائم الزوايا؛ فخط نع مساو لخط ب د الذي هو قطر دائرة اب ج د ولخط وح 
الذي هو قطر دائرة ه وزح. وأيضًا فإن نع قطر من أقطار قطع م ناس ع» لأنه يعر بمركزه 
الذي هو/ نقطة ف. وإن نحن أخرجنا قطرًا اخرمن أقطاره؛ أيّ قطركان» وهو ص ق» وأخرجنا 
على خطي ص ق ط ف سطحًا يقطع الأسطوانة عليه رشت ثء كان القطع الحادث منه في 
الأسطوانة سطحًا متوازيٍ الأضلاع وليس بقائم الزوايا. وخمط ص ق عمود على خط طك لأن 
ط ف عمود على سطح م ن س ع ؛ فخط ص ق إذن عمود على تحطي رث شت المتوازيين» 
فخط رش أطول من خط ص ق. وخخط رش هوقطرمن أقطاردائرة !ب ج دء وكل واحد من 
أقطار دائرة ا ب ج د مساو لخط نع: فخط نع أطول من خط ص ق. وكذلك أيضًا يتبيّن 
أن خط نع أطول من سائر أقطارقطم م ن س ع» فهو إذن سهمه الأطول لأن السهم الأطول 
هو أطول أقطار القطع الناقصء للذي تبيّن في الشكل ١١‏ من المقالة ه من كتاب أبلونيوس في 
اغخروط. وقد كنا بِيّنا أن ناخ مساو لقطركل واحدة من دائرني | ب ج د ه وزح. 

وأقول أيضا: إن نسبة سهم قطع م ن س الأقصر إلى قطركل واحدة من دائرتي ب ج د 
ه وزح كنسبة ط ل إلى ط ك. 

برهان ذلك : أن سطح ب دح ويقطع سطح ١ج‏ زه على زوايا قائمة» فإذا جعلتا الفصل 
المشترك لسطح ١‏ ج زه مع سطح م ن س ع خخط م سء (فهوعمود على ط فكء وككان قد 
أخرج في سطحي اج زه ب دح وعمودان على ط فى الذي هو قصلها المشترك؛ رهما 
فان فام. فزاوية ن قا م قائمة» فخط م س يقطع خط نع الذي هو السهم الأطول على 
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زوايا قائمة . ويمرٌ بنقطة ففَ التي هي مركز القطع . فخط م س م س هو السهم الأقصرمن سهمي قطع 
م ناس ع. للذي تبيّن في شكل 6 من مقالة ١‏ من كتاب أبلونيوس في الخروط. 

وإذا أخرجنا من نقطة م خطاا موازيًا لخطي ١ج‏ ه ز. وهوم خ. كانت زاوية م خخ س 
الخارجة مساوية لزاوية ه زس الداخخلة التي تقابلها. وكذلك أيضنا تكون زاوية ه رس مساوية 
لزاوية طك هء لأن خط ط ك5 مواز لخط زسء فزاوية م خ س من زوايا مثلث م س خخ 
مساوية لزاوبة ط ك ل من زوايا مثلث لك طن وزاويتا م س خ ط ل ك من زوايا هذين المثلثين 
أيضمًا عتساويتان لأنها قامتان. وتبق زاوية خ م س من مثلث م س خ مساوية تزاوية ك5 طا ل 
من مثلث ل ط ك. فثلنا م س خ ط اك ل متشابهان. فتسبة م س إذن إلى م خ كنسبة ل ط إلى 
ط ك. ولكن خط م خ مساو لخط ١‏ ج. الذي هو قطرمن اقطار دائرة أب ج د. إذ كان هو 
وخط 1ج متوازبين؛ وكانا بين خطين متوازيين» فنسبة م س إلى قطر دائرة ب ج دء الذي هو 
مثل قطر دائرة ه وزح. كنسبة ل ط إلى عمود ط ك. وقد كنا بيّنا أن م س هو السهم الأقصر 
من سهمي قطم م ن سا ع فنسبة السهم الأقصر من سهمي قطع م نا سع إلى قطركل 
واحدة هن دائرني !ب ج د ه وزح كتسبة ل ط إلى ط 5. 

وأما إن كان قطع م ن س ع لا بقطم جميع أضلاع الأسطوانة . فإن الأسطوانة إذا أخرجت 
على استقامة اضلاعها في الجهتين. واخرج سطح م نا س ع حى يقطم جميع أضلاعها : 


ل 


اق آنا أن مسي قطعة من قم تالص ء له السعة ني دكن لقا ولك ما أي أ 


نبين. 
. بط - إذا قطع سطحٌ أسطوانة مائلة . ولق سهم الأسطوانة ذلك السطحّ إما في 
الأسطراة وإعا خارجًا عنبا. فكان عمودا عليه. فإن القطع الناقص الحادث منه في الأسطوانة أو 
لذي بي ف الأسطواتة قطعة منه. لا يكون في السهام الطّوال من سهام قطوع تلك الأسطوانة 
الناقصة سهمٌ أقصر من سهمه الأطول. ولا في سهامها القصار سه أطول من سهمه الأطول 
الذي هو مساو لقطركل واحدة من قاعدتي الأسطوانة : ولا أقصر من سهمه الأقصر. وليس / في 


2 شكل ١6‏ عن مقالة ١‏ : الأرقء نافصة كالمادة. ونم سثر على الشكل الذي يطب أمامًا في هذا الموضع . وما تقترسه عو أقرب الأشكال 
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قطوع تلك الأسطوانة التي تلق أضلاعها فيها قطمٌّ أصغر منه. فلنسمٌ هذا القطمّ قطمّ الأسطوانة 
الأصغر. 

فليكن أسطوانة مائلة على قاعدتيها اب جد ده ووعلى سهمها زحء وليقطعها سطح يلقاه 
خط زح؛ إما في الأسطوانة وإما خارجًا عنهاء ويكون عمودًا على ذلك السطحء وليحدث في 

5 الأسطوانة قطم ط 5 ل الناقص أو قطعة منه. 

فأقول: إنه لا يكون في السهام الطوال من سهام قطوع هذه الأسطوانة الناقصة سهمٌ أقصر 
من سهم قطع ط > ل الأطول: ولا في سهامها القصارسهم أطول من سهمه الأطول الذي هو 
مساو لقط ركل واحدة من قاعدني ! ب ج ده وولا أقصر من سهمه الأقصرء وليس في قطوع 
هذه الأسطوانة الي تلق أضلاعها فيبا قطع أصغر من ط ك ل. 


0 برهان ذلك : أن كل قطع ناقص من قطوع أسطوانة !باه د هو سوى قطع ط ك ل: إما 
أن يكون موازيًا لقطع طك ل» وإما أن يكون غيرٌ مواز له. فإن كان موازبًا له فهو شبيه به ومساو 
لهء وسههاه مساويان لسهميه» فيكون الأمر فيه وفي سهميه على ما قلنا. 

وإن لم يكن موازيًا له فإنا إذا جعلناه قطعًا م ن سء كان مركزه نقطة ع التي عليها يقطم 
قطع م ن س سهم زح. وإذا قطعنا الأسطوانة بسطح بر بنقطة ع ويوازي قاعدتي الأسطوانة » 


| من مطوع : بقطم / ابا هاد: اباجاد, 
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أحدث في الأسطوانة دائرة وصار الفصل المشترك لتلك الدائرة ولقطع م ن س قطرًا من أقطارتلك 
الدائرة. لأنه يمر بنقطة ع التي هي مركزهاء وكان مساويًا لقطركل واحدة من دائرني 1 بج 
ده و. وإذا جعلنا ذلك الفصل خط م ع ن: كان خط مع ن قطرًا من أقطار قطع م ن س لأنه 
عر بمركزه : وخط م ن مثل قطركل واحدة من دائرني ١‏ ب جد داه و. فخط م ن إما أن يكون هو 
سهمَ قطع م ن س الأطول. وإما أن يكون هوسهمّه الأقصرء وإما أن يكون غيرهما من أقطاره. 
فإن كان قطرم ن هوسهمٌ قطع م ن س الأطول فقد تبيّن أن سهمه الأطول ليس بأقصرمن سهم 
قطم طكى ل الأطول. لأن سهم قطع طى ل الأطول؛ قد بيّنا أنه مثل قطركل واحدة من 
دائري !ب ج ده و. ونين أيضا أن سهم قطم م ن س الأقصر ليس بأطول من سهم قطع 
ط ك ل الأطول. بل هو أقصر منه. لأنه أقصر من خط م ن. وإن كان خط م ن هوالسهم 
هوم ن - ليس بأطول من سهم قطع ط > ل الأطول لأنه مساو له: إذ كانا جميعًا مساويين 
لقطر! ب. وإن كان قطر م ن ليس هو واحدًا من سهمي قطع م ن س» فهو أقصر من سهمه 
الأطول وأطول من سهمه الأقصر. للذي تبّن في شكل ١١‏ من مقالة © من كتاب أبلونيوس في 
الخروط. وإذا كان م ن أقصرمن السهم الأطول من سهمي قطع م ن س» فكات مساويًا للسهم 
الأطول من سهمي قطع ط ك ل فإن السهم الأطول من سهمي قطع ط ك ال أقصرمن السهم 
الأطول من سهمي قطع من س. فالسهم الأطول من سهمي قطع م ناس ليس بأقصر من 
السهم الأطول من سهمي قطع ط ك ل. وإذا كان خط من أطول من السهم الأقصر من 
سهمي قطع م ن سء فإن السهم الأطول من سهمي قطع ط ك ل أطول من السهم الأقصرمن 

وأقول أيضا : إن السهم الأقصرمن سهمي قطع م ن س ليس بأقصرمن السهم الأقصرمن 

برهان ذلك : أنا إن جعلنا السهم الأقصر من سهمي قطم م ناس خط م نع وقطعنا 
الاسطوانة بالطح الذي هر بحطي زح م ن: احدث في الأسطوانة سطحًا متوازيّ الأضلاع. 
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وإذا جعلنا ذلك السطحّ سطمّ 1ب ه د وجعلنا الفصل المشترك لسطح ١‏ به د ولسطح 
طك ل خط كط ؛ كان خطا ! د ب ه ضلعين من أضلاع الأسطوانة؛ فهها موازيان لسهمهاء 
الذي هوزح. وسهم زح عمود على سطح ط > لع فيكون كل واحد من خطي اد باه 
عمودًا على سطح ط > ل» فكل واحد مها عمود على كل خط يرج من نقطة منه في سطح 
ط كلء فكل واحد من خخطى اد ب ه عمود على ط ك وخخط طاك عمود عليهاء/ قليس 16-, 
يخرج فها بينها خط يلقاهما أقصر من خط ط ىء فليس عط م ن بأقصر من خخط ط 5 . فإ ن كان 
خط ط > هوالسهم الأقصر من سهمي قطم ط ك لء فقد تبن أن سهم قطع م نس الأقصر 
لبس باقصر منه. وإن لم يكن خط ط ك هوالسهم الأقصرمن سهمي قطم ط ك ل. فإن سهمه 
الأقصر أقصر من خخط ط > لأن خط ط ك قطرمن أقطاره والسهم الأقصر من كل قطع تاقص 
أقصر من سائر أقطاره . للذي تبيّن في الشكل 3١‏ من المقالة ه من كتاب ابلونيوس في الخروط . 
فليس خط م ن. الذي هو السهمٌ الأقصرمن سهمي قطع م ن سء. بأقصرّ من السهم الأقصر 

وقد تبن ما فلنا أنه ليس في قطوع هذه الاسطوانة قطع اصغر من ط ك ل؛ وذلك أنه ليس 
في سهامها الطوال سهمٌ أقصر من سهمه الأطول : ولا في سهامها القصارسهم أقصر من سهمه 
اللأقصر؛ وذلك ما أردنا أن لمم . 

فليسمٌ قطم ط ك ل قطمّ الأسطوانة الأصغرّ 

وهنالك استبان أنه ليس في السهام القصار من سهام قطوع الأسطوانة الناقصة سهمٌ اطول 
من قطر دائرة إحدى قاعدتي الأسطوانة وأنه لا يحرج في الأسطوانة خط مستقيم يقطع سهمها 
وينتبي طرفاه إلى بسيطهاء اقصر من سهم قطم ط 5 ل الاصغر. 


- ك - إذا زكان] قطع الأسطوانة المائلة سطحٌ عر بسهمها وبعمودها. وسطحٌ آخرقائم على 
ذلك السطم ح عل زوايا قائمة مر بأطول قطريه. فإن القطع التاقص الذي يحدثه فيها السطح 
الأخير يكون سهمّه الأطول أطول من سهام غيره من لقطوع الناقصة التي تحدث في تلك 
الأسطوانة . وسهمُه الأقصر خط ليس في سهامها القصار أطول منهء وسطحه أعظم من كل 
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سطح من سطوح سائر قطوع تلك الأسطوانة التي تلق فيها أضلاعها. فلنسمٌ هذا القطم : قطمّ 
الاسطوانة الاعظم. 

فليكن أسطوانة مائلة. على قاعدنيها اب ج ده و وعلى مركزي القاعدتين ز ح : وعلى 
سهم الأسطوانة زح؛ وعلى عمودها زط. وليقطع هذه الأسطوانة سطح عر بخطي زح زطء 
وليحدث فيها سطح ١‏ به د اللمتوازي الأضلاع: ونحرج خط اه. فاطول قطري سطح 
ابه د هوخط اه. وليقطم الأسطوانة أيضًا سطحٌ آخررٌ بخط ١‏ ه ويكون قائمًا على سطح 
١ب‏ ه د على زوايا قائمة. وليحدث في الأسطوانة قطع كاه الناقص. 

فاقول: إن سهم قطء اك ه الأطول اطول من سهم كل قطم ناقص يحدث في تلك 
الأسطوانة . وإنه ليس في سهامها القصارسهمٌ أطول من سهمه الأقصر. وسطحّه أعظمٌ من كل 
سطح من سطوح سائر قطوع تلك الاسطوانة الي تلق فبا اصلاعها, 

برهان ذلك : أن خط أه أطول الخطوط المستقيمة التي تمْرج في سطح ١‏ ب ه د المتوازي 
الأضلاع. لأنه أطول قطريه. 

فأقول : إنه أطول الخطوط المستقيمة التي تخرج في سائر قطوع الأسطوانة التي تمر بسهمها. 
وذلك أنا إذا جعلنا قطمًا من هذه القطوعء 5 قطع كان. سطعّ ل ج وم. كان متوازي 
الأضلاع ‏ وإذا جعلنا أطول قطريه خط ل و. كان ل وأطول الخطوط المستقيمة التي تخرج في 
سطح ل ج وم. وإذا أخوجنا من نقطة ل عمودًا على السطح الذي فيه دائرة ده و؛ فكان 
عمود ل ن. ووصلنا فيا بين نقطبي ن م خط م نء لم يكن خط من متصلا بخط م وعلى 
استقامة . لأنه لوكان على استقامته لكان سطح ل ج وم هو السطح الذي ,عر بسهم الأسطوانة 
وبعمودها. وليس هوكذلك» فليس خط م ن على استقامة خط م و. فإذا وصلنا فها بين تقطتي ن 
وبخط نى كان أقصر من خطي ن م م ومجموعين. وأيضنا فإِنّا إذا أخرجنا من نقطة [ عمودًا 
على خط ده/ فكان عمود ا س. فإن ! س يكون عمودا على السطح الذي فيه دائرة د ه و. 
لأنه يكون موازيًا لعمود زط . ويصير لذلك خط اس مساويًا لخط ل ن لأنها متوازيان وهما بين 
سطحين متواربين. وخعط ١د‏ مساو لخط ل م لأنيا ضلعان من أضلاع الأسطوانة» وبق 5 
س د من مثلث 1س د القائم الزاوية مساويًا لضلم نم من مثلث ل نم القائم الزاوية. ونحط 
ده مساو لخط م ولأنيا قطران لدائرة د ه و: فخطا ن م م ومجموعين مساويان لخط س ه . 
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وخطا ن م م و مجموعين أطول من خبط ن و فخط سه أطول من خط ن و وعمود ١س‏ مثل 
عمود ل ن» فخط اه الذي يور الزاوية القائمة أطول من خخعط ل و الذي يوتر الزاوية القائمة؛ 
فخط آه أطول الخطوط المستقيمة التي تخرج في قطع من قطوع الأسطوانة التي تمر بسهمها. 


وأقول أيضًا: إن خط اه أطول الخطوط المستقيمة التي تخرج في كل قطع سن قطوعها التي 

5 توازي سهمها. وذلك أنا إذا جعلنا قطمًا سن هذه القطوع سطح ل ع نفام كان متوازي 
الأضلاع ؛ وإذا جعلنا أطول قطريه خبط ل فء كان ل ف أطول المخطوط المستقيمة التي تخرج 

في سطح لع فام. وإذا فعلتاكا فعلنا فيا تقدم» تبيّن لنا أن خبط ن م مثل خبط س د. وخط 
ده أطول من خط م ف لأن ده قطر الدائرة» والخط الذي يصل فها بين تقطتي ن فاء إن 
كان هو خط نم ف أوكان غيره من الخطوط ؛ فهو أقصرٌ من خط س ه. وعمود اس مساو 
لعمود ل ن. فخط 1ه أطول من خط ل فء فهوإذن أطول الخطوط المستقيمة التى تخرج في 
قطع من قطوع الأسطوانة التي توازي سهمها. وقد كنا يبنا أنه أطول الخطوط المستقيمة التي ترج 
في القطوع التي تمر بالسهم » فهو إذن أطول الخطوط المستقيمة التي تمرج في الأسطوانة» لأن كل 
واحد من هذه الخطوط إمَا أن يكون مع سهم زح في سطح واحد وإما أن يكون مكنا أن عرب 
سطح مواز لخط زح. فإذكان ذلك كذلك فهوبيّن أن خط 1ه أطول أقطار قطع أك هء وأنه 
أطول من كل قطر من أقطار سائر قطوع الأسطوانة التي تلق أضلاعها فيها؛ فخط آه هوسهم 


اود 


5 


اعم 


0 
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قطع ١ك‏ ه الأطول. للذي تبن في شكل ١١‏ من مقالة © من كتاب أبلونيوس في الخروط : وهو 
اطول من سهام سائر قطوع الأسطوانة الناقصة ومن اقطار الدوائر الي تقع فيها. 

وأفول أيضًا: إن سهم قطع ١ك‏ ه الأقصر [من] أطول سهامها القصار. 

وذلك أنه مثل قط ركل واحدة من قاعدتي الأسطوانة؛ لأنه إن قطع الأسطوانة سطحٌ ير 
بسهم زح ويكون قائمًا على سطح ا به د على زوايا قائمة. كان الفصل المشترك لذلك 
السطح ولسطح قطع ١ك‏ ه عمودا على خط زح ومساويًا تقطردائرة | ب ج. وإذا جعلنا ذلك 
الفصل خط 5 ص . كان ك ص قطرًا من أقطار قطع ١ك‏ ه لأنه ير بمركزه. وخط ك ص يقطم 
سطح ١‏ ب ه د على زوايا قامة. فهو إذن قطم خط آه على زوايا قائمةء وخط اه هوسهم 
قطع ١ك‏ ه الأطول. فخط ك ص هو سهمه الأقصرء وهو مساو تقطردائرة اب ج. فليس في 
سهام القطوع الناقصة القصار التي تقع في الأسطوانة أطول من سهم قطع أك ه الأقصر. وقد 
كنا بيّنا أن سهمه الأطول أطول من سهامها الطوال: فسطحه أعظم من سطوحهاءٍ وذلك ما 
أردنا ان نبين. 

فلنسم قطع أكاه القطم الأعظم. 

وهنالك استبان أن السهم الأطول من سهميٌ قطع الأسطوانة الأعظم هو أطول الخطوط 
المستقيمة التي تخرج في تلك الأسطوانة : وأن السهم الأقصرّمن سهميه مساو لقطركل واحدةٍ من 
قاعدتي الأسطوانة: وأنه أيضًا مساو للسهم الأطول من سهمي قطعها الأصغر./ 


- كا - كل أسطوانة مائلةء فإن نسبة كل واحد من قطوعها الصغار إلى كل واحدة من 
دائرَي قاعدتيها كتسبة كل واحد من الخطوط المستقيمة التي لا يخرج في نلك الأسطوانة بين 
ضلعين من اضلاعها خط مستقيم عر بسهمها اقصرمنه إلى قط ركل واحذدة من قاعدتيباء وهي 
ايضمًا كتسبة عمود تلك الأسطوانة إلى مسهمها. 

فليكن أسطوانة مائلة على قاعدتيها باج ده و وعلى قطريها أب ده وعلى سهم 
الأسطوانة زح ولنخرج من نقطة ز عمود الأسطوانة وهوزط » وليكن قطم من قطوع الأسطوانة 
الصفارك ل. 


1ك ناقصة ورك الباسك مكانا لحا ونقلاه من شرح ابن ألي جرادة , © : ناقصة وثرك النامخ مكال لها 3[صس]. را كانت في 
الأمل لدي نفلت عنه هذه تخطوطة «هرء ‏ 8#عهر. قائمة: لبا في طامتى - 9! قطر: أثيتا في اغامئى. 
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فأقول: إن نسبة قطع ك ل إلى كل واحدة من دائرتي اب ج ده و5: بة كل واحد من 

: : ُ يي م 8 

الخطوط المستقيمة النى لا يحرج فيا بين ضلعين من اضلاع الاسطوانة خط مستقيم أقصر منه مار 
بسهمها إلى كل واحد من قطري اب دهء وإنبا أيضًا كتسبة زط إلى زح. 


برهان ذلك: أنا إن جعلنا سهم قطم ك ل الأقصر خط كال وسهمّه الأطول خط م نء 
وجعلنا المربع الكائن من خط س ع مساويًا السطح الكائن من ضرب 5 ل في م ن» وعملنا عل 
خط سع دائرة يكون س ع قطرًا لحاء كانت دائرة س ع مساوية لقطع ك م ل. ونسبة دائرة 
س ع إلى كل واحدة من دائرني | ب ج ده وكنسية مربع قطر س ع إلى كل واحد هن عربعي 
قطري اب دهء فنسبة قطع ك م ل إلى كل واحدة من دائرقي أ ب ج ده وكتسبة مربع قطر 
س ع إلى كل واحد من مربعي قطري ! ب د ه. ولكن مربع قطرس ع مساو للسطح الكائن من 
ضرب 5 ل في م ن؛ فنسبة قطع ك م ل إلى كل واحدة من دائرني | ب ج ده وكنسبة السطح 
الكائن من ضرب 5 ل في م ن إلى كل واحد من مربعي قطري ! ب ده. ولككن م ن هو السهم 
الأطول من سهمي قطع ك م ل الأصفرء فهو إذن مساو لكل واحد من قطري | ب ده » فنسبة 
قطع ك م ل ن إلى كل واحدة من دائرقي [ ب ج ده وكنسبة السطح الكائن من ضرب كال 
في أحد قطري 1 ب ده إلى مربع أحد قطري | ب داه. ونسبة السطح الكائن من ضرب ك ل 
ف أحد قطري اب ده إلى مربع أحد قطري آب ده (كنسبة ك ل إلى أحد قطري ب 
ده »؛ فنسبة قطع ك م ل إلى كل واحدة من دائرنٍ ! ب ج د ه وكنسبة ك5 ل إلى كل واحد 


4ن أشبتبا لٍِ الامش - الإصارة أ موضعها - 5 قنسبة : وضع الناسخ عالاميةء + لوق الطر ليان التقص 53 عدا الموضع . 
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من قطري ١ب‏ داه. وخظٌ 5ل لا يخرج في الأسطوانة بين ضلعين من أضلاعها خط مستقي 
أقصر منه مارّ بسهمهاء لأنه السهمٌ الأقصرّمن سهمي قطع ك م ل الأصغر. فنسبة قطع ك م ل 
إلى كل واحدة من دائرني اب جد داه وكنسبة كل واحد من اللخطوط المستقيمة - التي لا حرج 
في الأسطوانة بين ضلعين من أضلاعها خط أقصرمنه: ويكون مارًا بسهمها - إلى كل واحد من 
؟ قطري اب ده. 
وأقول أيضسًا : إن نسبة قطم > م ل إلى كل واحدة من داثرتي | ب ج ده وكنسبة زط إلى 
3 8 5 لتكت كت 
برهان ذلك : آنا قد بِيّنا ان نسبة قطم ك مل إلى كل واحدة من دائرني اب ج ده و 
كنسبة ك ل - الذي هوالسهم الاقصر من سهمي قطع د مل الاصغر - إلى كل واحد من 
0 قطري 1ب ده. ونسبة السهم الأقصر من سهمي قطع الأسطواتة الأصغر إلى كل واحد من 
قطري اب ده كسبة زط إلى زحء فنسبة قطع ك م ل إلى كل واحدة من دائرني اياج 
ده وكسبة زط إلى زح ؛ وذلك ما اردنا ان نبين. 


لتكت مع ع 
- اكب - كل اسصوانة مائلة . فإن نسبة قطعها الأعظم إلى كل واحدة من دائربي قاعدتيها 
00 حٌِ 3 | : 
كنسية اطول خط مستفي يحرج فيبا إلى قطر كل واحدة من داثرني قاعدتيها. 
15 فليكن أسطوانة مائلة: على قاعدتيها باج ده وء وعلى قطري القاعدتين اب د هء 
وليكن القطع الأعظم من قطوع الأسطوانة زه ح. 
فاقول : إن نسية قطع ١‏ زه ح إلى كل واحدة من دائرني /اب جح ده وكتسبة أطول خط ٠١‏ 


مستقيم يخرج ني اسطوانة !ب جح ده وإلى كل واحد من خطى أب داه. 


و00 
حت عم 
1 / 


3-1 0 
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برهان ذلك: أنا إذا جعلنا السهم الأطول من سهمي قطع ازه ح خط أه والسهم 
الأقصرمنها زحء وجعلنا المربع الكائن من ط > مساويًا للسطح الكائن من ١ه‏ في زح: وعملنا 
على نحط طك دائرة يكون ط ك قطرًا للهاء كانت دائرة طك مساوية لقطع آه زح: ونسبة 
دائرة ط ك إلى كل واحدة من دائرني ١ب‏ ج ده وكنسبة مربع قطرط 5 إلى كل واحد من 
مربعي قطري !ب ده. فنسبة قطع زه ح إلى كل واحدة من دائرني اب ج ده وكنسبة 
مربع قطرط 5 إلى كل واحد من مربعي قطري ١‏ ب ده. ولكن مربع قطر ط ك مساو للسطح 
الذي يكون من 1ه في زحء فنسبة قطع أ زه ح إلى كل واحدة من دائرني اباج ده و 
كنسبة السطح الكائن من ١ه‏ في زح إلى كل واحد من مربعي قطري | ب دى. فأما خط اه 
فهر أطول خط مستقيٍ يخرج في أسطوانة | ب ج ده وء وأما تحط زح فهومساو لكل واحد من 

ي اب ده. فنسبة قطع أ زه ح إلى كل واحدة من دائرتي ا ب ج ده وكنسبة السطح 
الكائن من ضرب أطول خط مستقيم مخرج في أسطوانة اب ج ده () في أحد قطري اب 
ده إلى كل واحد من مربعي قطري [ ب ده ء التي هي كنسبة أطول خط مستقيم يخرج في 
أسطوانة .ب ج ده وإلى كل واحد من قطري ١‏ ب د ه. فنسبة قطع ١‏ زه ح إلى كل واحدة 
من دائري باج ده وكنسبة أطول خط مستقي يخرج في أسطوانة | بج ده و إلى كل 
واحد من قطري اب ه د؛ وذلك ما اردنا ان نبيّن. 


كج - كل أسطوانة مائلة: فإن نسبة كل واحد من قطوعها الصغار إلى قطعها الأعظم 
كنسبة كل واحد من الخطوط المستقيمة - الثي لا يخرج في تلك الأسطوانة بين ضلعين من 
أضلاعها خط مستقي بربسهمها أقصر من) - إلى أطول خط مستقيم يخرج في تلك الأسطوالة. 

فليكن أسطوانة مائلة على قاعدتيها اب ج ده و وعلى قطع من قطوعها الصغار زح طكى 
على قطعها الأعظم آله م. 

فأقول : إن نسبة قطع زح ط 5 إلى قطع 1ل ه م كنسبة كل واحد من الخطوط المستقيمة 
- التي لا بخرج في أسطوانة اب ج د ه وبين ضلعين من أضلاعها خط مستقيم عر بسهمها 
أقصر منه إلى أطول خط مستقيم يخرج في هذه الأسطوانة. 


6 قطر زالثائية): اثينها في الطاسنى, 


ضر 


برهان ذلك : أن نسبة قطع زح طى إلى دائرة باج كنسبة كل واحد من الخطوط 
المستقيمة - التي لا يخرج في أسطوانة اب ج ده و بين ضلعين من أضلاعها خط مستقي عر 
بسهمها أقصرامنه» - إلى قطرآ ب. ونسبة دائرة آ ب ج إلى قطم ! ل ه م كنسبة قطرا ب إلى 
أطول خط مستقي يخرج في أسطوانة !ب ج ده و ففي نسبة المساواة نكون (نسبة» قطع 
زح ط ك إلى قطع 1ل ها م كنسبة كل واحد من اللخطوط المستقيمة التي لا يرج في أسطواتة 
ابا ج دوه بين ضلعين من أضلاعها خط مستقيم عر بسهمها أقصر منه إلى أطول خط 
مستقم يرج في أسطوانة اب ج ده و وذلك ما أردنا أن نبيّن. 


- كد - إذا كان قطعان ناقصان متشاببان في سطح واحد: وكان مركزهما واحدًا مشتركًا لها 
ركان السهم الأطول من سهمي أحدهما قطعة من السهم الأطول من سهمي الآخر. 0 
بنها خط مستقيم يماس أصغرهما / ويننبي طرفاه إلى الخط المحيط بأكبرهما. فإن نقطة الام 
تقسم ذلك الخط بنصقين. 

فليكن قطعان ناقصان متشابيان. عليها اب ج د ه وزح. وليكن مركرهما طا. وسهم 
١‏ باج د الأطول خط اج ء وسهمه الأقصر خط ب دء وسهم ه وزح الأطول خط ها ر: 
وسهمه الأقصر خط وح. وليكن فما بين القطعين خط مستقيم يماس ه وح وينتبي طرفاه إلى 
الخط الفط شطع ابا ود 3 

فاقول : إن نقطة القامنَ تقسم ذلك الخط بنصفين. 
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برهان ذلك : أن الخط الماسّ إما أن يماس قطم ه وزح على إحدى نقط ه و زح . وإما 
أن يماسه على غير هذه النقط. فإن مامّه على إحدى نقط ه و زاح فهو بين أنه ينقسم بنصفين 
لأنه خط من خخطوط الترتيب. إذ كان يقطع السهم على زوايا قائمة للذي نبيّن في شكل ب 
وشكل به من المقالة الأولى من كتاب أبلونيوس ف اخروط . وإن لم يَّاسَه على إحدى هذه النقط . 
فإنا إذا جعلنا مماسته له على تقّطة ك . وجعلنا الخط الماس لك م. ووصلنا فها بين نقطتى ك5 ط 
خط ١ك‏ فاط ووصلنا فها بين نقطتى ل ط بخط» ل ن ط وأخرجنا من نقطتى ل ن عمودين على 
اج عليها ل س نع ؛ كانت نسبة السطح الكائن من ضرب اس في س ج إلى مربع خط 
لس كنسبة ١ج‏ إلى ضلعه القائم. للذي تبيّن في شكل كا من مقالة ١‏ من كتاب أبلونيوس في 
الخروط. ولذلك أيضما بكون نسبة السطح الكائن من ضرب ه ع في ع ز إلى مريع خط ناع 
كنسبة ه زإلى ضلعه القائم. ولكن نسبة ! ج إلى ضلعه القائم كنسبة ه زإلى ضلعه القائم. لأن 
قطعي ا ب ج داه وزح متشابهان. فنسية السطح الكائن من ضرب ١س‏ في س ج إلى مريع 
خط ل س كنسبة السطح الكائن من ضرب ه ع في ع زإلى مربع خط نع. وإذا بدلنا. كانت 
نسبة السطح الكائن من ضرب ١‏ س في س + إلى السطح الكائن من ضرب ها ع في ع زكنسبة 
مربع خط ل س إلى مربع خط نع. ولكن نسبة مربع خط ل س إلى مريم خط نع كنسبة 


ل س إلى مربء خط نع. فاما السطح الكائن من ضرب اس في سن بج مع مريع خط س 


دك 


ص 

فهو مساو مريع خط ١‏ م1 وأما السطح الكائن أثن من ضرب هل في زع مربع خط ع ط فهو 
ا 

مربع خط مط لي 00 ونسبة ل س إلى نع هي 

أيضًا كنسبة ل ط إلى ط ن. لأن خط ل س مواز لخط ناع. فنسبة ١ط‏ إلى ه ط كنسبة 

ل ط إلى ط ن. وكذلك يكون حال جميع الخطوط التي تخرج من نقطة ط إلى قطه !ب ج د. 


ظ 
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فإذا وصلنا فما بين نقطتي ط ه خط طا ص م. كانت نسبة م ط إلى ط صا كتسية اط ايضمًا 
إلى ط ه الى قد ييّنا الوكسبة ل ط إلى ط ن. فنسبة م ط إلى ط ص كنسية ل ط إلى ط ن 
فإذا وصلنا فها بين نمطي ص ن قط ص ن ‏ كان خط ص ن موازيًا لخط ل م. وغط لم 


ماس لقطع ه وزح . فإذا أخرجنا قطرًا من نقطة 5 . كان خط ص ن خط تريب عليه. للذي 


تبيّن في شككل ن من المقالة الأولى من كتاب أبلونيوس في اغروط . فإذا وصلنا فما , بين نقطتى ط كى 
بخط اط فك. كانت نسبة ناف إلى ف ص كنسبة لك إلى ك م. لأن خطي ن ص ل م 


متوازيان. وخط ن ف مساو لخط ف ص . لأن ن ص خط ترتيب على قطرط ك2 قخط ل ى 
مساو لخط 5ك م؛ وذلك ١‏ أردتا أن نبيّن/ 

وبي مع ذلك أيضا أن نسب أقطار القطوع الناقصة المتشاببة . بعضها إلى بعض - كر 
واح إلى نظيره الذي حيط مع السهم بزاوية مساوية لزوية التي يخبط بن معه صاحيه -.كتسب 
سهامها: بعضها إلى بعض . كل سهم إلى نظيره. 


- كه - نريد أن بين كيف نعمل في أعظم قطعين ناقصين متشاببين غير متساويين - 
يكونان في سطح واحد ٠‏ ويكون مركزها واحدًا مشتركا لها وبكون سهم أحدهما الأطول قطعة 
من سهم لآم الأطول - شكلة مستقيم الأضلاع يحبط به أعظم ف ويحيط هو باصغرهما. 
ولا اس أضلاعٌ ذلك الشكل القطع الأصغر. وإن وصلت خطوط مستقيمة فها بين زوايا ذلك 
الشكل المتقابلة كانت أقطارًا للقطع الأعظم. 

فليكن قطعان متشاببهان غيرٌ متساويين في سطح واحد. وهما ابا ج د ه وزح. وليكن 
نقطة ط مركرًا فيا جميعًاء يكن سهم القطع الأعظم منها الأطول خط ١ج‏ . وسهمّه الأقصر 


كع 


خط ب د. وسهم القطع الآخر الأطول ه ز والأقصروح. ونريد أن نبيّن كيف نعمل شكلا 
مستقي الاضلاع حيط به قطع اب ج د وتحبط هو بقطع ه وزح ولا تماسه اضلاعه . وإن 
2 تقمة فأسم' :1 علا 1ه إاد كانت آم ذا أتعلم اناج د 
وصلت خطوط مستقيمة فيا بين زوايا ذلك الشكل لتقايلة أغطارًا أمطع !أب , 3 
فنخرج من نقطة ه خحطنًا يكون عمودا على ه زوهوه 5 . فيصير خط ه ك مماسًا لقطم 
ه وزح. للذي تبيّن في الشكل يزمن المقالة ١‏ من كتاب ابلونيوس في الخروطات. وتخرج من 
26 سير م وي 8 2 ءاس 8 سن م0 + 1 5 5 5 | -: 
نقطة ى خخطا اخرئماسا لقطع ه وزح وهو نخط ك ل. وتحرجه على استقامة حتى يلقى الخط 
انخيط بقطع اساي سه د: فليلقه على نقطة م. فإن كان خط ك ل م قد أني خط ب د زفهوالذي 
اردنا» والا اخرحنا من تقطة م ابيضًا خط مماسا لقطع ه وزح. وفعلنا مثل الذي فعلنا انفا. 


بي م 1 5 5 3 ع الي 00 ف 
فأقول : إنا إذَا فعلنا ذلك دائمًا فلا بد من أن يلتى أحد الخطوط - التي تخرجها مماسةً لقطع 


ه وزس - خط بن د عا نشقطة لت غارجة قطم اناج دد. 
هك ' - - 2 ”ل ا" 


حا »© ص 
كدت ب 5 
1 - مر ١‏ 


برهان ذلك : أنا إن وصلنا خط ه ل فما بين نقطتى الفاس وقسمناه بنصفين على لفطة ن 
وأخرجنا من نقطة 5 حطنًا إلى تقطة نء وهو خط ىك ن. كان خط ك5 ن قطعة من قطر من أقطار 
قطع اب ج د. للذي تبيّن في شكل 74 عن مقالة ؟ من كتاب أبلونيوس في الخروط . فإذا 
أخرج خط ك ن على استقامة انتهى إلى نقطة ط التي هي مركز القطعين مثل خط ك. ن ط . وإن 
أخرجنا من نقطة ط خط ط ل كان عط ل ن مساويًا لخط نه ؛ وخط ط ل أقصرمن خط 


- مطا' اقصار - 13 54 : دقصة وترك انسح مكابا ها ونفلاها من شرح ابن اني سرادة / * : ناقصة وثرك الاسخ مكاتا للها‎ ١ 


١١ 0‏ : ذقصة وترك الناسخ مكنا لى / © : تاقصة وترك الاسخ مكانا ها. 


ل 


نه أكبرمن نسبة ل ط إلى ط ه. فزاوية ل ط ن أعظم من زاوية ن ط ه لأن الخط الذي 
بقسم زاوية ل ط ل طاه بنصفين هو يقسم ل ه بمثل نسبة ل ط إلى ط ه. 

وأبضًا. فإن خط ك ل ء مماسنٌ لقطع ه وزحء وقد اننبى طرفاه إلى قطع آب ج دء فخط 
مل مثل خط ل ك. وإن أخرجتا خط م ط كان أقصرمن خط ط كء للذي تبين في شكل ١١‏ 
من مقالة ه من كتاب ابلونيوس في الغخروط . فنسبة م ل إلى لك أعظم من نب مل إل 
طى. فزاوية م طال أعظم من زاوية ل ط ك. وقد كانت زاوية ل طاى أعظم من زاوه 
كط ه. فزاوية ء ط ل أعظم كثيرًا من زاوية ك ط ها. فزاوية ل ط ها أكبر من مثلي زاوية 
ك ط ه . وزاوية مط ه أكبر من ثلاثة أمثاها. 

وكذلك أيضنًا نبين أن جميع الزوايا التي تحدث فها بين خط ه ط وبين الخطوط التي 
تخرجها من نقطة ط - إذا نحن سلكنا في الخطوط المامة لقطع ه وزح مثل المسلك المتقدم - 
يزيد بعضها على بعص إذا أخحذت على الولاء بأكثر من زاوية ى ط ه. فلا بد هذه الزوايا من أن 
تبلغ إلى زاوية تجتمع منها. فتكون أعظم من زاوبة ب ط ه. وإذا بلغت إلى هذا الحد فلا بد من 
أن يكون أخخرٌ خط عماس يخرج قد لني خط ط ب . فليكن ذلك الخط الماسّ الذي يلق باط 
من غير أن يفرح عن قطع أب ج د خط م س. ونخرج خطي ١ك‏ م ب ونتعلم على قطعة ك م من 
القطع نقطة ع كيغا/ وقعت. ونفرج ملا خطي ع 3ع م. فيصير خخطوط 331 عع مع ب فيا 
بين القطعين. وليس تلق قطع ه وزحء لأن خخطوط ه ك ك م م س مماسة له. وإن نحن أمرجنا 
في قطعة ب ج من القطع أوتارًا مساوية لأوتار ب م مع ع ى 5 ١‏ وعلى مرائيها ونوا اليها - أما وتر 
ب ف فثل وترب م. وأما وترف ص فثل وتر مع . وكذلك سائر الأوتار - فإنه ميقم في قطعة 
باج من القطء من عدد هذه الأوتار مثل ما وقع في قطعة ١‏ ب من الأوتار المساوية لها. لأن 


حلب |7 سكت 
د نصف قطع داب لو قلب فوضم على تصف قطع ب ج د لوقع عليه وانطبق جميعه على 


جميعه. فوقعت نقطة ١‏ على لقطة ج . للذي تبيّن في شكل 4 من مقالة 5 من كتاب ابلونيوس 
ف المخروط . وإذا أخرجنا خط 5 ط على استقامة إلى نقطة راء وأسخرجنا خط ج رء كان خخطا 
ك5 ط ط | مساويين لخطي رط ط ج لأن مركز ط يقسم قطري ١ج‏ ك ر بنصفين نصفين للذي 
تبيّن في شكل ل من المقالة الأولى من كتاب ابلونيوس ف الغروط + ويكون زاويتا ى ط 1 رط جد 


ذعداهى 6ه ده 9 لود' لزاوبا )| نقصة : تشصم - 1 4 : مقصة ونرك الدسخ مكنا ف ونقدها من 
, 5-5 2 م الم سم لدم 
شرح ان أني اجرادة 5 : اقصة وترك الماسخ مكن ها رار - 23 هركا رطارص ا دس 4 ل 1 قد تقرا دبك 


9 


المتقابلتان متساويتين: فقاعدة ١ك‏ مساوية لقاعدة ج ر. ولكن نصف قطع ١‏ ب ج إن وضع على 
0 00-5 2 - 3 3 
2 02 دافة تنقطة أ م: قط امه الأض. أنه 0 
تبيّن في شكل 5 من مقالة ‏ من كتاب ابلونيوس في الخروط . فيقم خط اك على خط جار 
فخط ج رغيرٌ تمس لقطء ه وزح. لأن نصف قطع ه وز أيضنا ينطيق جميعٌّه على جميع 
نصف قطع زح ه . إن وضع عليه. وكذلك ايضنًا إن اخرجنا من نقط ع م ف ص ق اقطارًا 
|0 هع - | 058 3 3 د الى 2# 58 8 1 
كنا قد عملنا في قطع 7 د شكلا مستقم لاضلاع يحيط به قطع | ب - دء ويخيط هو 
بقطع ه وزح ولا يماسه . وهو شكل أك ع م ب قا ص فق ج رش ات داث اخ ذ. ويكون 
الخطوط المستقيمة - التي تصل فها بين زواياه المتقابلة - اقطارا لقطع انس ج دب وذلك ما اردنا 


ع 


10 أن بسن 


وتبيّن مما قلنا ابضنًا أنه إذا كان شكل مستقي الأضلاع معمول ثي قطع ناقص . وكانت 
الخطوط التي تصل فها بين زواياه اقطارًا لذلك القطع . فإن الأضلاع المتقايلة متساوية. 


- ككو- نسب اللخطوط الحميطة بالقطوع التاقصة المتشاببة: بعضها إلى بعض كنسب 
سهامها بعضها إلى بعض . كل سهم إلى نظيره. 

فليكن قطعان ناقصان متشابهان. عليها اب اج داه وزح. وليكن سهاهما الأطولان 1 ج 
ه زوسهيهما الأقصران ب د وح. 

فأقول : إن نسبة الخط المحيط بقطم ! ب ج د إلى الخط المحبط بقطم ه وزح كتسبة سهم 
اج إلى سهم ه ز. وكسبة سهم ب د إلى سهم وح. 


اس 


|؟] 


- 3 4 : نافصة وترك انسح مكانا ها ونقلاها من شرح ابن الي جرادة ‏ 7 : ناقصة ورك الامخ مكانا فا / جار: 
ع لحار جز - #مالأقطار: القطع 7 شكلا: نكا - #تصل : ترصل - 13! بالقطوع الناقصة: بالقطع الناقص. ثم 


بيث هيوب في اشامش . 
: ا 5 


وت 


3 


برهان ذلك: أنا إذا جعلنا أصغر القطعين قطع اب ج دء ومركزه نقطة ط ء ومركز قطع 
ه وزح نقطة كاء ووضعنا قطع أب ج د في سطح قطع ه وزح. مركز ط منه على مركز ك ء 
والسهم الأطول الذي هوا ج على ما وقع عليه من السهم الأطول الذي هوه زء وقع سهمه 
الأقصر على بعض سهمه الأقصرء / فليقع جميع القطع كموقع قطع ل م ن س» وليكن سهمه 
الأطول ل ن وسهمه الأقصر م س. 

فإن كان يمكن ألا يكون نسبة الخط امحيط بقطع ا باج د إلى الخط المحيط بقطع 
ه وزح كنسبة اج إلى ه ز فليس نسبة الخط المحيط بقطع ل م ن س إلى الخط المحيط بقطمع 
ه وزح كنسبة ل ن إلى ه زء فهي إذن إما أكثر منها وإما أقل. 

وإذا جعلناها أولا أكثر منباء إن أمكن ذلك؛ وجعلنا نسبة خط ع إلى خط ه زكنسية 
الخط انغيط بقطع ل من س إلى الخط المحيط بقطع ه وزحء كان خط ع أطول من خط 
ل نء وهو بين أنه أقصر من خط ه ز. فإذا جعلنا كل واحد من خطي ك5 فك ص من الصورة 
الأول مساويًا ننصف خط عء وعملنا على خط ف ص قطعًا ناقصًا شبيهًا بكل واحد من قطعي 
ه وزح ل منس. يكون فاص سهمه الأطول وقر سهمه الأقصرء فكان قطع 
قف ص رء وعملنا شكلا مستقيٍ الأضلاع يحيط به قطع فاق ص ره وبحيط هو بقطع 
3 نكن فكل كاي 3 تمي ت رع رثوينا ضزط 333 23585 


وذ كين:؛ اتنا في أعامش وهي غير واضحة. 


2 


ماسم 


اغل المستقيمة. نبيّن كا بين انفا أن نسبة أضلاع شكل ال ذم ض ذاظ سس 


المستقيمة وأنفذناها على الاستقامة إلى نقط ذ ض ظ غء وأخرجنا خطوط ه ذ ذووض ضز 
زظ طاح حغ غه المستقيمة . كانت نسبة ى ف إلى كاه كنسبة كاش إلى ك ذء فخطا 


فاش ه ذ متوازيان. ونسبة فاش إل ه ذ كسية كا ف إلى ك5 ه. وكذلك ايضاا نبيّن ان 


نسب الأضلاع الباقية من شكل ف ش قات صاث رخ المستقم الأضلاع إلى نظائرها من 
أضلاع شكل ه ذوض (ن) ظ حغ المستقيم الأضلاع كنسبة ك ف إلى ك ه. فنسبة جميع 
أضلاع شكل فاش قات ص ث رخ المتقم الأضلاع إلى جميع أضلاع شكل 
ه ذوض مز ظ حغْ المستقيم الاضلاع كسية خط ى ف إلى خط كا هاء فهي إذن كلسبة 
خط قا ص إلى خط ه زء وقد كانت نسيةٌ خط قا ص إلى خط ه زكنسية الخط امخيط 


شطم ل م ناس اللى الخط الحط شطم ه وزح لأن قا صر مثا ع فسة أضلاء عَكا 
اه 0 سدع 3200 - 22 . ١‏ - 


فاش فات صا ث رخ اللمستقيٍ الأضلاع مجموعة إلى أضلاع شكل ه ذوض زظ حخ 
المستقيم الأضلاع مجموعة كنسبة الخط انغيط بقطم ل م نس إل الخط المحيط بقطم 

: . 
ه وزح. ولكن الخط ابيط بقطم ال م ن اس افل من اضلاع شكل ف ش ف نت ص نت راح 
المستقيم الاضلاع مجموعة. فالخط انط بقطع هه وزح أقل من اضلاع شكل 
ه ذوض زَظ حغ مجموعة؛ وهو يط بباء وذلك غير ممكن. فليس نسبة الخط المحيط بقطع 

وأقول : انها ليست بأقلّ منها. 

فإن امكن أن تكون أقل منها. فلتكن كتسبة سهم ل ن إلى خط ع . فيصير خط ع أطول من 
مهعم ها واذا جعلنا كل واد ص خصي ك5 فى ص من الصورة الثانية مساونا لنصن خط 


اخ . وعملنا على خط قف ص قطمًا ناقضًا يكون ف ص سهمه الأطول ويككون شبِيهًا بكل واحد 


من قصعى ه ورح ل م ن س : فكان قطع فاق ص <2ر> . وعملنا شكلا مستقيم الأضلاع 


يط بقطم ه وزح ويحيط به قطمع فاق ص رء عليه فاش قات ص اث رلخ. واخرجنا 


خطوط ك ذاش ك ض تك ظ شاك غاخ ونمطوط ل ذ ذم م ض ض ن نظ ظاس س ع 
ةا 1 


الأضلاع مجموعة. إلى أضلاع شكل فاش قات صراث رخ المستقيم الأضلاع مجموعة. 


(طاه سد امات قى نت ص ثارت : لتم فيق السدد ١‏ 8 الانية: ألمب في اشعثى ‏ 20 تكلاً: نكا الأغلاء: 
3-5 - - - 0-3 
لمتهره . الث لصواتت فرقها_ 


كنسبة ك ل إلى كد ف. التي هي كتسبة ل ن إلى قا ص. وقد كانت نسبة لات إلى ف ص 
كنسبة الخط الحبط بقطع ل من س إلى الخط النحبط بقطع ه وزح. قنسبة أضلاع شكل 
ل ذم ض نظ سغ الملستقم الأضلاع مجموعة. (إلى أضلاع شكل 
فاش قات صراث رخ مجموعة»: كنسية الخط المحيط بقطع ل من س إلى الخط المحيط 
بقطع ه وزح. وأضلاع شكل ل ذم ضى نظ سع المستقيم الأضلاع (مجموعة» أقل من 
الخط الحبط بقطم ل من سء فأضلاع شكل ف ش قات ص ث رخ المستقي الأضلاع 
مجموعة. أقل من الخط انحيط بقطم / ه وزح. وهي محيطة به؛ وهذا غيرٌ ممكن. فليس نسبة 
الخط انحيط بقطم ل من س إلى الخط امحيط بقطع ه وزح باقل من نسبة ل ن إلى ه ز. 
التى هي كنسبة ! ج إلى ه ز. وقد كنا بيّنا أنها ليست بأكثر منبا. فهي إذن مثلها + وذلك ما أردنا 


أن نات. 
ماف 


- كز- نسب القطوع الناقصة بعضها إلى بعض مؤلفة من نسب سهامها بعضها إلى بعض. 
وإن كانت هذه الفطوع متشابهة . فإن نسبها بعضها إلى بعض كنسب مربعات أقطارها بعضها إلى 
بعض : مربع كل قطر منها إلى مريع نظيرة. 

فليكن قطعان ناقصان: عليها | ب ج ده وزح. وسهم قطع ١‏ ب جح د الأطول خط اج 
#سسئهوية الاقصر خط ب د. وسهم قطع ه وزح الاطول خط شا ز وسهمه الأقصر نحط 0 

فأقول: إن نسبة قطع ١‏ ب ج د إلى قطع ه وزح مؤلفة من نسبة أ ج إلى ه زومن نسبة 
ب د إلى وح. وإن كان قطعا !ب ج داه وزح متشابهين؛ فإن نسبة قطع ؟ ب ج د إلى قطع 


ه وزح كنسية مربع كل واحد من أقطارقطع ا باج د إل عريع نظيره من اقطار قطع ه درلح. 


ا 5 

١ 0 ش‎ 0 1 3 
. ١ ١ دا بجحك,‎ 

أحس _- ل 00 0 ١‏ 

١. مر‎ ١ 1 0 00 3 0 سل‎ 1 


6 كناش قل نت ص بك رخ : ناش ق نت مس اث رخ 7 اغيط : البنا في الهامش . 


ع 


لذ 


برهان ذلك : أنا إن جعلنا مربع قطر دائرة ط مساويًا للذي يكون من ضرب اج لي ب دء 


لقطء اب ج د. ودائرة ك مساوية لقطع ه وزح. فنسبة قطع اب ج د إلى قطم له وزح 
كنسبة دائرة ط إلى دائرة 5 . ونسبة دائرة ط إلى دائرة د كنسبة مربع قطر دائرة ط إلى مربع قطر 
دائرة ك . وقد كان مريع قطر دائرة ط هساويًا للذي يكون من ضرب اج في ب د. وكان مربع 
قطر دائرة ك مساويًا للذي بكون من ضرب ه زفي وح . فنسبة قطع !ب ج د إلى قطع ه وح 
كنسبة ما يكون من ضرب ١ج‏ في ب د إلى ما يكون من ضرب ه زفي وح. وهذه النسبة مؤّلفة 
م ن نسبة اج إلى ه زومن نسية ب د إلى وح. فنسبة قطم اب ج د إلى قطع ه وزح مؤلفة 
من نسبة اج إلى ه زء ومن نسبة ب د إلى وح. 

وأيضًا. فإن قطعي 1ب ج د ه وزح إن كانا متشاببين. فإن نسبة ١ج‏ إلى ب د كنسبة 

لى وح. فإذا بدلنا. كانت نسبة ١ج‏ إلى ه زكنسبة ب د إلى وح. فالنسبة المؤلفة من نسبة 
اج إلى ه زومن نسبة ساد إلى وح هي كنسبة ١‏ ج إلى ه زمثناة بالتكرير. التي هي كنسبة 
مريع خبط اج إلى مربع خط اه زء وكنسبة عربع خط ب د إلى مربع خط وح. فالنسية المؤلفة 
من نسبة ١ج‏ إلى ه زومن نسبة ب د إلى وح هي كنسبة مريع خط ١ج‏ إلى مربع خط ها ز 
وكنسبة مربع خط ب د إلى مربع خط وح. وقد كنا بِيّنا أن نسبة قطع ١ب‏ ج د إلى قطع 
ه وزح هي كالنسية المؤلفة من نسبة / اج إلى ه زومن نسبة ب د إلى وح. فنسبة قطع 


اناج دإ لى قطم اه وز زح كنسبة مربع خط ١ج‏ إلى مربع خط ه ز ز. وكنسبة مريع خط باد 
إلى مريع خط وح. وهي أيضنا كنسبة مربع كل قطر من أقطار قطم 1ب ج د الباقية إلى مربع 
نظيره من أقطار قطم ه ورح. لأن نسب أقطار قطع قطمء !سب ج د إلى نظائرها من أقطار قطع 


ه ورح نسب متساوية؛ وذلك ما اردنا أن سن 


5 مع (ناكةع: اننبا بي اخامش , 


(4 - في مساحة بسيط الأسطوانة ومساحة ما يقع من بسيطها 
فها بين قطوعها التي تلق أضلاعها» 


- كح - كل ضلعين متقابلين من أضلاع أسطوانة» فإنها يران بطرني قطر من أقطاركل 
قطع يران به من قطوع تلك الأسطوانة الني تلق أضلاعها. وكل ضلعين من أضلاع أسطوانة 

1 يران بطرني قطرمن أقطار قطم من قطوعها التي تلق أضلاعها: فهها ضلعان متقابلان من أضلاع 
الأسطوانة. 

فليكن أسطوانة على قاعدتيها اب ج ده و: وعلى مركزي القاعدتين ز حء وعلى سهم 
الأسطوانة زح. وليكن في الأسطوانة قطع من قطوعها التي تلق أضلاعهاء وهوط ك ل؛ وإعرّبه 
ضلعان من أضلاع الأسطوانة وهما اط د بك ه. 

00 فأقول: إن ضلعي اط د بك ه إن كانا ضلعين متقابلين من أضلاع الأسطوانة فها يمرّان 
بطري قطر من أقطار قطع طك ل. وإن مرا بطرني قطر من أقطار قطع طك ل فه| ضلعان 
متقابلان من أضلاع الأسطوانة. 

ونجعل أولاً خطي ١ط‏ د ب كاه ضلعين متقابلين من أضلاع الأسطوانة. 
فأقول : إنها يمرّان بطرفي قطر من أقطار قطع ط ك ل. 


5 متمابلان: أثبنا ل الامش - 8ني: أشتا فوق السطر 


برهان ذلث : أنا إن وصلنا بين أطراف خعطي 1 ط د ب كاه يخطي ١‏ ب د ه كان خطا! ب 
ده قطرين من أقطار دائرقي اب ج ده وء فها ران قطي زاح. وخطا اط د بكاه 
ضلعان من أضلاع الأسطوانة . فهها في سطح واحد لأنما متوازيان؛ ولذلك يكون الخطان اللذان 
بصلان فيا بين أطرافه| في ذلك السطح. هما خطا ا زب دح هاء وإذكان هذان الخطان في 
ذلك السطح فإن خط زح أيضئا الذي يصل فيا بيام| - هوني ذلك السطح. أعني سطح 
اده ب. وإذا وصلنا فها بين نقطبي ط ى اللتين يقطع عليي سطح ط ى ل ضلعي اط د 
ب كاه - بط ط > . كان هذا الخط بي ذلك السطح. وقطم سهم زح على نقطة تقاطع 
هذا السهم وقطع ط 5 ل. التي هي مركز قطع ط ك ل. فخط طك إذن مر بمركز قطع 
ط ك ل. فهو قطرمن أقطاره: فضلعا ! ط د بك ه ران بطرفي قطرمن اقطار قطع طك ل 
وهر ل ك. 


وأيضًا . فإنا بجعل ضلعي ١ط‏ د بك ه مارّين بطري فطر من أقطار قطع ط ك ل وهو قطر 


فاقول: إن اط د ب ك اه ضلعان متقابلان من أضلاع الأسطوانة. 

برهان ذلك : أن خط ط ك قطرٌ من أفطار قطم ط ك لء فهو ير بمركزه: وهو النقطة التي 
يقطع عليا سطح طك ل سهم زح. فخط دك يقطع سهم زح ويلق خخط 1ط د. وخط 
اط د زح في سطح واحد. فخط ط 5 معها في ذلك السطح. وذلك السطح هو الذي فيه 
خطا زح ط. ركذلك أبضنا نين أن خط اب3 م في هذا السطح: فخطوط اط د زح 
بك ه الثلاثة في سطح واحد. والفصل المشترك لهذا السطح ولسطحي آاباج ده وهو 
خطان مستقيان عر احدها بنقط ١‏ زب الثلاث وهوخط ازب - وم رالاخر بتمط دا حا ه 
الثلاث. وهو خط دح ه. ولكن خخطي !زب داه قطران من أقطار دائرقي ا باج دهاو 
لأنها يران عركزييا. فخطا اط د بك ه ضلعان متقابلان من أضلاع الأسطوانة؛ وذلك ما 


أردنا أن نبيّن. 

ويتبين ثما قدنا أنه إذا كان في أسطوانة ما قطوعٌ . كم كانت. من قطوعها التي الى أضلاعها. 
وأخرج في تلك القطوع أقطارٌ من أقطارها ٠‏ وكان مخرجٌ تلك الأقطاء ركلها من ضلم واحدٍ من 
أضلاع الأسطرانة. فإن الأطراف الْأَخَرَ من تلك الأقطار تنتبي كلها إلى الضلم المقابل للضلم 
الأول من أضلاع الأسطوانة الذي خرجت منه تلك الأقطار. 


5 بقعم ولأ كب بتفاحم ١‏ اليت الصوات 5 ايلم مان 2 الإشارة - 18 والفهم : ولشضصال - 25 الذعي: ا 


ع 


- كط -كل أسطوانة: فإن الذي يقع فها بي نكل قطعين لا يتقاطعان من قطوعها الني تلق 
اضلاعها. اوفها بين قطع من هذه القطوع وبين إحدى قاعدني الاسطوانة إذا لم يقطعهاء 


ضلعين ما متقابلين من أضلاع الأسطوانة - أَيٍّ ضلعين كانا [إذا جمع مساو للذي يقع / كل ٠‏ 


أسطوانة فإن الذي يقع فيا بين كل قطعين لا يتقاطعان من قطوعها التي تلق أضلاعها الني فيا 
بين قطع من هذه القطوع وبين إحدى قاعدتي الأسطوانة إذا لم يقطعها من ضلعين ما متقابلين 
من أضلاع الأسطوانة ؛ أيّ ضلعينكانا] إذا جمع » مساو للذي يقم بينها من كل ضلعين آخرين 
متقايلين من أضلاع الأسطوانة - أيّ ضلعينكانا - إذا جمع » ومساو أيضًا لضعض ما يقع بينها 

فليكن أسطوانة على قاعدتبا أساقى ذاهاوء وعلى مركزي القاعدتين زاحء وعل سهم 
الأسطوانة زحء وليكن 9 الأسطوانة قطعان لا يتقاطعانع وهما ط 5 ل م ن ص ء وليكن خطا 


اط مد بكا نه ضلعين ما متقابلين م: من أضلاع الأسطوانة » وليكن نخطا + ل س و 


ع قا ص ق أيضسًا ضلعين آخرين متقابلين من أضلاعهاء أيٌّ ضلعين كانا. 

فأقول : إن خطي ط مك ن إذ! جمعا ؛ اللذين هما ما بين قطعي ط ك ل م ن س من ضلعي 
اد به المتقابلين مساويان لخطي ل س ف صء إذا جمعاء اللذين هما ما بين القطعين 
اللذين ذكرنا من ضلعي ج وع ق المتقابلين» ومساويان أيضًا لضعف رش الذي هوما بين 
هذين القطعين من سهم زح؛ وإن خطي اط ب>5 - إذا ججمعاء اللذين هما ما بين قطء 
طك ل وقاعدة اب ج من ضلعي اد به المتقابلين - مساويان لخطي ج ل ع ف إذا 
جمعا: اللذين هما ما بين قطع ط> ل أيضسًا وبين قاعدة آب ب من ضلعي ج وع ق 
المتقابلين: ومساويان أيضًا لضعف زر الذي هوما بين آ ب ج ط ك ل من سهم زح. 

: 


6-3[ ]: هذه الصارة تكرار للحملة الى ستالي ب بعد وللفشرة الأول هم شيء م المخلط, 


كع 
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برهان ذلك : أن قطعي ط ك ل م ن س إما أن يكونا متوازيين: وإما غير متوازيين. فإن كانا 
متوازيين: فإن جميع ما بقع بينها من الخطوط - التي هي أجزاء من أضلاع الأسطوانة. ومن 
سهم الأسطوانة - خطوط متساويةء لأنها متوازية وقها بين سطحين متوازيين. فيصير خطا ط م 
كان - إذا جُمعا - مثل خطي ل س فاص إذا جمعاء ومثل ضعض خط رش أيضا. وإن 
كان قطعا ط > ل م ناس غير متوازيين: فإنا إذا أخرجنا من تقطتي ل م - اللتين هما جميعًا 
على ضلع ! ط م د من أضلاع الأسطوانة - قطرين من أقطار قطعي ط ك ل ع ن س انتبيا إلى 
الضلع المقابل لضلم 1ط م د الذي هو بك ن ه : واللذين ترمناهما قطري ط رك م ش نء 
وجب أن يرا بمركزي القطعين اللذين هما النقطتان اللتان قطعا عليها السهم: وهما ر ش. فخطا 
ط م ك ن في سطح واحد لأنها متوازيان» وقطرا ط > م ن اللذان يصلان فها بينها هما في ذلك 
السطح, وإذا أخرجنا في ذلك السطح من نقطة ط خخطنًا موازيًا لخط م ن كخط ات تُْ» 
كان خط رت موازيًا لخط كاث من أضلاع مثلث 5 طاث. فنسبة ضلم 5 ط من مثلث 
كط ت إلى خط ط ر كنسبة 2 نت إلى رت ولكن 2 1 ضعف ط رلأن :: تمطة ر مركز قطع 
ط ك ل. فخط كات ضعف خط رت. ولكنّ خطوط ط م نثْ نات ش متساوية لأنها متوازية 
وفها بين خطين متوازيين: فضعف خطات ش مساو لخطي ط م نث ن مجموعين. وقد كنا بِيّنا أن 
خط كاث أيضئًا ضِعفٌ خط رتء فجميع خطي ط م كان - اللذين هما ما بين قطعي 
طك ل من س من ضلعي الأسطوانة المتقابلين اللذين عليها ! د ب ه - مساويان لضعف خط 
رش الذي هوما بين هذين القطعين من سهم الأسطوانة. وعثل ذلك نبيّن أن خطي ل س 
فاص - إذا جمعا: اللذين هما ما بين هذين القطعين من ضلعي الأسطوانة المتقابلين اللذين 
عليها ج وع ق - مساويان لضعض رش. فخطا ط م ك ن - إذا جمعا - ماويان لخطي 
ل س ف ص إذا جمعا: ومساويان أيضًا لضعف خط رش. وكذلك أيضًا نييّن أن خطي ١ط‏ 
بك - إذا جُمعا - مساويان لخطي ج ل ع ف إذا جمعاء ومساويان أيضًا لضعف خط 
رزء وذلك ما أردنا أن نبي 

ويتبيّن مما قلنا أنه إن كان ما يقع بين قطعي ط ك ل من س من أحد ضلعي ! د/ ب 
لمتقابلين أقصر عط يقع بين هذين القطعين من ضلع من أضلاع الأسطوانة» أوكان القطعان 
مئاسين على ذلك الضلع . فإن الذي يقع بينها من الضلم الآخر المقابل له - الذي عر بالطرفين 


3 فبصير: غير واضحة - 7واللدذب : والذي - 8 قطعا: قطعان - 22 ررا رش. 


لا 
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الآخرين من طرفي قُطري القطعين الخارجين من ذلك الضلع الأول - أطول خط يقع بين هذين 
القطعين من ضلم من أضلاع الأسطوانة. وإن كان ما يقع بين القطعين من الضلع الأول الذي 
ذكرنا. أطولٌ ما بقع بين القطعين من ضلع من أضلاع الأسطوانة» فإن الذي بقع بينها من 
الضلع المقابل له أقصرٌما بقع بينها من ضلع من أضلاع الأسطوانة. أو يكون القطعان منهاسين 
على ذلك الضلع المقابل. وكذلك أيضًا يكون الأمرإذاكان بدل أحد القطعين قاعدة من قاعدتي 
الأسطوانة. 


- ل - إذا كان في أسطوانة مائلة قطعان من قطوعها التي تلق أضلاعها فيا ولم يتقاطعاء 
وكان أحدهما من القطوع الصغار وعٌمِل في ذلك القطع الأصغر شكل مستقي الأضلاع يحبط به 
ذلك القطع . ويكون كل ضلعين متقابلين من أضلاع الشكل فيا بين أطراف قطرين من أقطار 
القطع . وأخرجت القطع التي تقع فيا بين القطعين من أضلاع الأسطوانة التي تمر بزوايا ذلك 
الشكل. ثم وصلت فبا بين أطرافها التي في القطع الآخر خمطوط مستقيمة . فإن مساحة ما يعهدث 
بين القطعين من السطوح ذوات الأضلاع - التي قواعدها أضلاعٌ الشكل المعمول في القطع 
الأصغر. إذا جُمعت - مساوية لنصف ما يكون من ضرب ما يقم بين القطعين من ضلعين ما 
متقابلين من أضلاع الأسطوانة - أيّ ضلعينكانا - إذا جمع » في أضلاع الشكل المعمول في 
القطع الأصغرء مجموعة. وكذلك أيضًا يكون الحال إن كان غيرٌ أحد القطعين إحدى قاعدتي 
الأسطوانة : وكان القطم الاخر احد القطوع الصغار. 

فليكن قطعان من قطوع الأسطوالة التي تلق فيها أضلاعها. أو قطم منها وإحدى قاعدتي 
الأسطوانة ' ب ج د ه وولا يتقاطعا. وليكن قطع أ ب ج منها من القطوع الصغار, وليُعمل فيه 
شكل مستقي الأضلاع يحيط به قطع ب ج عليه أزح ب ط ج . وليكن كل ضلعين متقابلين 
من أضلاعه فها بين أطراف قطرين من أقطار قطع آ ب ج. ولتكن القطمٌ التي تقع فيا بين 


ات لأضلاع (جصوة) ماري الصف ءا يكو من ضري مابقع بن قط سج جع 
من ضاعين متقابلين من أضلاع الأسطوانة - أيّ ضلعينكانا - في خطوط !زرح ح ب باط 


5 برهان ذلك : أن خطوط ١د‏ زك حل ب ه طام ج وهي قطم من أضلاع الأسطوانة . 


وهي متوازية وموازية لسهم الأسطوانةة: وسهم الأسطوانة يقطع سطح 1ب ج على زوايا قائمة . 
لأن اب ج من القطوع الصغار. فخطوط اد زى حل باه طام ج و أيضًا أعمدة على 
سطح قطم ١ب‏ ج . فهي إذن أعمدة على جميع الخطوط التي تمر من أطرافها في ذلث 
السطح. ولذلك نكون الخطوط التي ذكرنا أعمدةٌ على أضلاع شكل ا زح ب ط ج محيطة 
1 معها بزوايا قائمة. فاحةٌ سطح ادك زهي مثل نصف ما يكون من ضرب خطي اد رك 
مجموعين في خط ا ز. وكذلك أيضا نبين أن مساحة سطح ب ه ط م - المقابل للسطح الذي 
ذكرنا - مساوية لنصف ما يكون من ضرب خطي ب ه ط م مجموعين في خط ب ط. ولكن 
ضلع بط من شكل ازع ب ط اج مساو لضلع ١‏ ز زمنه» لأ مقابل له على القعر. ل ساحة 
سطحي ازك د با هام ط. مجموعين. مساوية لنصف ما يكون من ضرب خطوط 
مسج 2 الأرمة قي حل أ ور عطي دل مقاادة الى 2 لست عل قطرين مو 
أقطارا ب ج . لأن ضلعي ! زب ط من أضلاع شكل ١‏ زح ب ط ج يصلان قها بين أطراف 
فطرين من اقطار قطع ابا ج. فخطا باه طم هما (قطعتان» من الضلعين من اضلاع 
الأسطوانة المقابلين لضلعي ١‏ د زك ‏ فخطا !د ب ه - إذا جُمعا - مساويان لخطي زك طام 


5 


حداف 


إذا ججمعا. وقد كنا بِيّنا أن مساحة سطحي ادك زب ه م ط - إذا جمعا مساوية لنصط ما 
يكون من ضرب خطوط ١د‏ زك ب ه ط م الأربعة في خط ١‏ زء فالذي يكون من ضرب خحطي 
اد به في خط [ز ماو لمساحة سطحي ادك ز/ باه م ط. وقد بيّنا أن خط | ز مساو 
لخط ب ط. فالذي يكون من ضرب خطي اد باهء مجموعين - اللذين هما قطعتان من 
ضلعين متقابلين من أضلاع الأسطوانة - في خطي ١‏ زب ط مجموعين مساو لضعف مساحة 
سطحي ! دك زب ه م طاء ومساحة هذين السطحين مساويةً لنصض ما قلنا. وكذلك أبضمًا 
نبيّن في كل سطحين متقايلين من السطوح التي بين قطعي ١ب‏ جد داه وأن مساحتها - إذا 
جمعا مساوية لتصض ما يكون من ضرب ما يقع بين هذين القطعين من ضلعين متقابلين من 
أضلاع الأسطوانة في الضلعين اللذين يقعان في قطع أب ج من أضلاع ذيتك السطحين, 
ولكن الذي بقع بين قطعي [ ب ج داه و- من كل ضلعين متقابلين من أضلاع الأسطوانة . 


ج ودا إذا جمعت مساوية لنصط ما يكون من ضرب ما يقع بين قطعي ا باج داه ومن 
ضلعين متقابلين من أضلاع الأسطوانة - أنيّ ضلعينكانا - في أضلاع شكل زح ب طاج 
مجموعة . 
وقد تكون أحيانا بعض السطوح الي تفع بين قطعي ١‏ ب ج د ه ومثلثاء وإنما يكون ذلك 
إذا كان هذان القطعان مهاسين؛ وسبيل البرهان في ذلك مثل السبيل الذي ذكرنا انفا. وكذلك 
أيضمًا يكون الحال إن كان داه وإحدى قاعدتي الأسطوانة ؛ وذلك ما أردنا أن تبيّن. 


- لا - كل قطعة من بسيط أسطوانة مائلة - تكون واقعة فها بين قطعين من قطوع الأسطوانة 
الصغار. التي تلق فيبا أضلاعها - فإن مساحتها مساوية للذي يكون من ضرب ما يقع فها بين 
ذنلك القطعين من ضلع من اضلاع الاسطوانة - أنيّ ضلع كان - في الخط اط باحد 
القطعين الأصغر. أنَهها كان. 

فلبكن قطعة من بسسيط أسطوانة مائلة فها بين قطعين من قطوع الأسطوانة التي تلقى أضلاعها 


الأ معد معدي 


+ اج 


ال حر 


فيهاء وهما ابح ده وء وليكن هذان القطعان من قطوع الأسطوانة الصغارء وليقع فها بينها 
من ضلع من اضلاع الاسطوانة خط اد. 

فأقول: إن مساحة القطعة التي بين قطعي 1[ ب ج ده ومن بسبط الأسطوانة مساوية لم 
يكون من ضرب آد في الخط المحيط بقطع ب ج. 


م 


05 برهان ذلك: أنه إن لم يكن مساحة ما بين قطعي !ب جح ده ومن بسيط الأسطوانة 
مساوية للذي يكون من ضرب آد ني الخط المحيط بقطم أب جء فإنها إما أن تكون أقل من 
ذلك وإما أكثر منه. 

فليكن أولاً مساحة ما بين قطعي 1 باج ده ومن بسيط الأسطواتة أقلّ من الذي يكون 
من ضرب خط ١‏ د في الخط المحيط بقطع ١ب‏ ج إن أمكن ذلك. فيكون مساحة ما بين قطعي 

0 ا باج ده ومن بسيط الأسطوالة مثل الذي يكون من ضرب خط ١‏ د في خط أقصرمن الخط 
امحيط بقطع اب ج. وإذا جعلنا ذلك الخط خط زء وجعلنا خط ح أطول منه وأقصر من 
الخط المحيط بقطع ١ب‏ جء كان الذي يكون من ضرب خط ! د في خط ح أكثرٌ من مساحة ما 
بين قطعي 1 ب ج داه ومن بسيط الأسطوانة» فليكن زيادته عليها مثلّ سطح ط . وليكن مركز 
قطع 1ب ج تقطة ك5 وسهمه الأطول !ب وسهمه الأقصرج ل. فنصفن سطح ط إما ألآ يكون 

5! أقل من قطع أب جء وإما أن يكون أقل منه. 


2اماج:افادد - 18اناد:ةاببا << د. 
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فإن لم يكن نصف سطح ط أقل من قطع ١‏ ب جء فصلنا من مط ك 1 خخطًا يكون نسبته 
إلى خط كك 1 أكثرمن نسبة خط ح إلى الخط المحيط بقطع ١‏ ب ج : وهو خط 5 م من الصورة 
الأيلل. وإن كان نصف سطح ط أقل من قطع ١‏ ب جء جعلنا نسبة كد م - من هذه الصورة -- 
إلى ك ١‏ أكثر من النسبة التي ذكرنا؛ وجعلنا أيضئًا نسبة مريع خط ك م إلى مربع خط ك ا أكثر 
من نسبة زيادة قطع اب ج على نصف سطح ط إلى قطم اب جح. وإذا جعلنا على الوجهين 
جميعًا كل واحدة من نسية ك ن إلى ك ب وك س إلى ك5 ج وكا ع إلى ك ل كنسبة ك م إلى 


ك ١١‏ وتوهمنا قِطمًا ناقضًا يكون سهمه الأطول م ن وسهمه الأقصرس ع. وهوقطم م س نع . 
فإن قطع م س نع يككون شبيهًا / بقطع 1ب جء لأن نسبة سهم من إلى سهم ! ب كتسبة 
سهم س ع إلى سهم ج ل. ويكون نسبة الخط المحيط بقطع م س نع إلى الخط المحيط بقطع 
١ب‏ ج كنسية من إلى ب التي هي أكثر من نسبة خط ح إلى الخط اليط بقطع أ باج 
فنسبة الخط انحط بقطم م س نع إلى الخط انحيط بقطع ١‏ ب ج أكثر من نسية خط اح إلى 
الخط النيط بقطع ١ب‏ ج. ويكون لذلك الخط المحبط بقطع م س نع أطول من نمط اح . 
وإذا عملنا في قطع آ باج شكلاً مستقي الأضلاع يحبط به هذا القطع ويحيط هو بقطم 
م س نع ولا تماسه أضلاعه: وكان شكل ١‏ فال ص ب ق ج رء وأخرجنا من نقط ف ل ص 
ب فق ج رما بقع بين القطعين من أضلاع الأسطوانة التي تمر بهذه النقط - وهي خطوط 
فاش لات صاث باه ق خ ج ورذ - كانت هذه الخطوط موازية لسهم الأسطوانة: 
وكانت أعمدة على كل واحد من سطحي قطعي أ بج ده و. لأن هذين القطعين هما من 
القطوع الصغار التي قد بيّنا أن سهم الأسطوانة عمود عليها. فإذا أخرجنا خطوط داش شات 
تن نث اه ها خ ووذ ذ د كانت الخطوط التي ذكرنا انقّاء التي هي قطع من أضلاع 
الأسطوانة : أعمدة على هذه الخطوط وعلى أضلاع شكل آافال ص ب ق ج رء وكانت 
السطوح الني نحدث فها بين قطعي اب ج ده وومن جميع اللخطوط التي ذكرنا سطوحًا قائمة 
الزوايا.. وكانت مساحتها - إذا معت - مساوية للذي يكون من ضرب خط ١‏ د في أضلاع 
شكل 1 فال ص ب ق ج رمجموعة. لأن جميع القطع التي نقع فيا بين قطعي آب ج د هاو 
من أضلاع الأسطوانة مساوية لخط ١د.‏ ولكن أضلاع شكل فال ص ب ق جر - إذا 
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جمعت - أكثر من ألخط الحيط بقطع م س ناع: الذي قد ببّنا أنه أطول من خط ح. 
فالسطوح التي تك - القع فيا بين قطي أب ده رجموعة - أكلز كنا من ١‏ لذي يكون 
من ضرب خط د في خط ح . وقد كنا بيّنا أن الذي يكون من ضرب خط أ د في خط اح أكثر 
من مساحة ما بين قطعى ب جح ده ومن بسيط الأسطوائة. وجعلنا زيادته عليه مثل سطح 
ط . فالسطوح التي ذكرنا - الواقعة فها بين قطعي 1ب ج ده و مجموعة - أكثر كثيرًا مما بين 
هذين القطعين من بسيط الأسطوانة: وزيادتها عليه أكثر من سطح ط . فسطح ط مع الذي 
بقع بين قطعي اب ج ده ومن بسيط الأسطوانة أقل من السطوح التي ذكرنا الواقعة بين 
هذين القطعين مجموعة. ونصن سطح ط إما الا يكون أقل من قطع ! ب ج وإما أن يكون اقل 
مل 

فإن لم يك أقل منه. فليس هو بأقل ص قطع دهاو لأن هدين القطعين متساويان. 
كانا من القطو الصفار, فجميع سطح ما ط ليس بأقل من من لمي اب ج دام وجرومين 5-5 
لمتوازية يه الألاء الواقعة به بين هذدين القطعين. فهدذات القطعان؛ إذا جمعاء مع الذي بقع ينها 
من بسيط الأسطوانة » : كان جميع ذلك أقل من السطوح المتوازية الأضلاع الي ذكرناء الواقعة 
بين هذين القطعين؛ وهذا غير ممكن لأن المحيط لا يكون أقل من المحاط به. فليس ما بين قطعى 
اب جاده و(امن» بسيط الأسطوانة بأقل مما يكون من ضرب خط ١د‏ في الخط احبط بقطع 


أنرا ست 

وإن كان نصض سطح ط أقلّ من قطم باج ٠‏ فإن نسبة مربع خط ك م إلى مريع خط 
ك ١‏ نكون أكثر من نسية زيادة قطع 1ب ج على نصف سطح ط إلى قطم ١‏ ب ج ؛ لأناكذلك 
كنا جعلناها في هذه الحال. ونسبة مربع خط ك م إلى مربع خط 5 ا كنسبة مربم خط م تن إلى 
مربع خط ا ب. فنسبة مربع خط من إلى مربع خط [ ب أكثر من لسبة زيادة قطم ب جار 
على نصل سطح ط إلى قطم ١‏ ب ج. ولكن نسبة مربع سهم م ن إلى مربع سهم [ ب كنسبة 
قطع م س نع إلى قطع ١ب‏ ج . لأن هذين القطعين متشابهان. فنسبة قطع م س نع إلى 
قطع باج أكثر من نسبة زيادة قطم !باج على تنصف سطح ط إلى قطم | ب ج. وإذا 
قبنا كانت نسبه قطء اب ج إلى الفضل الدي حيط به الخطان اغيطان بقطعي اب جح 


١‏ سس ستاك 
ل ععلية. الصمم يعرد عيبل امان - إل اما عو : اساعات, 
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م س نع فها بينها - الذي هو فضل ما بين هذين القطعين - أكثر من نسبة قطع ١ب‏ ج أيضنًا 
إلى نصف سطح ط . فسطح الشكل الذي يحيط به الخطان امحيطان بقطعي أ ب ج م من نع 
فها بينها أقل من نصف سطح ط . ولكن سطح هذا الشكل/ الذي ذكرنا - الذي يحيط به 
الخطان امحيطان بقطعي أب ج مس نع فها بينها - أعظم من قطعه التي تحبط بها خطوط 
اف فال لص ص ب باق ق اج ج ررا المستقيمة مع الخطوط المنحنة التي هذه 
الخطوط - النى ذكرنا - ويا لها. فهذه القِطم التي ذكرنا - التي تحيط بها الخطوط المنحنية 
وأوتارها - إذا جمعت» أقل كثيرًا من نصف سطح ط . ولكن هذه القطع التي ذكرنا مساوية 
لنظائرها من القطع التي في قطع د ه و لأن قطع د ه ولووضم على قطع | ب ج لانطيق عليه 
ووقعت كل نقطة منه على نظيرتها من قطع ١‏ ب جء وهي التي ينتبي إليها ضلم الأسطوانة الذي 
مر بالتقطة الأولى. فالقِطع التي تحبط با الخطوط المنحنية وأوتارها من قطع ! ب ج مع نظائرها 
من قطع ده و؛ إذا جمعت» أقل من سطح ط . ولكن جميع هذه القطع التي ذكرنا مع قطع 
بسيط الأسطوانة التي فها بينها - التي جُملتها هي ما بين قطعي أب جح ده ومن بسيط 
الأسطوانة - أكثر من السطوح المتوازية الأضلاع الني فها بين هذين القطعين» إذا جمعت» 
لأنبا محيطة بها. فسطح طاء مع الذي بين قطعي ١ب‏ ج ده ومن بسيط الأسطوانة» أكثر 
كتيرًا من السطوح المتوازية الأضلاع الي بين هذين القطعين: إذا جمعت. وقد كنا بِيّنا أنه أقل 
منباء وهذا خلف. فليس ما يقع بين قطعي 1ب ج ده ومن بسيط الأسطوانة يقل مما يكون 
من ضرب خط آد في الخط المحيط بقطع ١ب‏ جء إذ كان نصف سطح ط أقل من قطع 
١ب‏ ج. وقد كنا بيّنا أنه ليس بأقل منه إذا لم يكن نصف مطح ط أقل من قطع ب جء 
فليس الذي بين قطعي 1 ب ج ده ومن بسيط الأسطوانة بقل مما يكون من ضرب خط !د في 
الخط امحيط بقطع !ب ج. 
وأقول أيضسًا: إنه ليس بأكثر مته. 
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فإن كات يمكن : فليكن أكثر منه؛ فيكون مساحة ما بين قطعي اب ج ده ومن يسبط 
الأسطواتة مثل الذي يكون من ضرب خط ١د‏ في خط أطول من الخط النحيط بقطع ١ب‏ ج. 
وإذا جعلنا ذلك الخط خط زع وجعلنا خط ح أقصر منه وأطول من الخط المحيط بقطع 
١ب‏ ج . كان الذي يكون من صرب خط ١‏ د في خط ح أقل من مساحة ما بين قطعي ! ب ج 
ده ومن بسيط الأسطوانة. وإذا جعلنا تقصانَةٌ عنه مئل سطح ط وجعلنا نسبة خط ك م من 
الصورة الثانية إلى خط 5 ١‏ - الذي هو أقصرٌمنه - أقل من نسبة خط ح إلى الخط انحيط بقطع 
١ب‏ جء وجعلنا نسبة مربعه إلى مربعه أقل أبضًا من نسبة قطم ١‏ ب ج مع نصف سطح ط إلى 
قطع ١ب‏ ج . وجعلنا كل واحدة من نسب كك ن إلى ك ب وك س إلى ك ج وكاع إلى ك ل 
كنسبة ك م إلى ك آء وعملنا خارج قطم ١ب‏ ج قطمًا ناقصًا يكون سهمه الأطول م ن وسهمه 
الأقصر س ع. وهو قطم م س ن ع١‏ فإن قطع م س داع أيضًا يكون شبيهًا بقطع انباعيء 
ويكون نسبة الخط يط به إلى الخط امحيط بقطع | ب ج كنسبة م ن إلى ! بء التي هي أقل 
من نسبة ح إلى الخط اليط بقطع اب ج. فنسبة الخط امحيط بقطع م س نع إلى الخط 
امحيط بقطع 1 ب ج أقل من نسبة خط ح إلى الخط - أبضنًا - المحيط بقطع ]ب جد ء ويكون 


ليس هذا الشكل في اعغطرطة. 


لاك 


ادنك ٠‏ الخط شيط مقلع مس لاع اتسين ست حش وإذا عمانا في (سطح» قطع أب م 
0 وأخرجنا من نقط زوايا هذا الشكل أعمدة عل طح 
تنتبي إلى السطح الذي فيه قطع ده وء وهي خطوط م ش فات عاث ص خ ن ذ ق ض 
س ظ رغ : كانت هذه الخطوط موازيةٌ لسهم الأسطوانة ولأضلاعها ومساوية لخط ١‏ د: لأن 
قطعى ا باج ده و من القطوع الصغار. وإذا أخرجنا خطوط ش تأت نثاث خ خ 3 ذ ض 
ضاظ طغغضش حدثلك سس ذلك سطوح متواز بة الأضلاع خارجة عن بسيط الأسطوانة. 
ويتبيّن مما قلناء كا بِيّنا أيضئّاء أن مساحة هذه السطوحء إذا جمعت. مساوية للذي يكون من 
غرب خط آد في أضلاع شكل م فاع ص نا ف س ر مجموعة. ولكن أضلاع هذا الشكل 
الذي ذكرنا مجموعة. أقل من الخط نحيط بقطع م س نع ١‏ ؛ الذي قد بيّنا أله تقصر من خط 
ح. فالسطوح المتوازية الأضلاع - التي ذكرنا - مجموعة ٠:‏ قل / كني من الذي يكون من صرب 
خط 1< في خط ح. وقدكنا با أن الذي يكون من ضرب خط 1< في خط ح أقلُ من مساحة 
ما بين قطعي أ ب ج د ه ومن بسيط الأسطواتة » وجعانا نقصانه عنه مثل سطح ط ؛ فالسطوح 
لمتوازية الأضلاع - التي ذكرنا - مجموعة؛ أقل كثيرًا ما بين قطعي آ ب ج داه ومن بسيط 
الأسطوانة: ونقصانها عنه أكثر من سطح ط . فسطح ط مع السطوح المتوازية الأضلاع - التي 
ذكرنا - مجموعة اقل مما بين قطعي اب ج ده ومن بسيط الاسطوانة. وايضنًا فإن قطع 
م س ناع شبيه بقطع | ب ج ء فنسبته إليه كنسبة مربع سهم من إلى مريع سهم | ب التي هي 
كنسبة مربع خط كام إلى مريع خخط ك 1. وقد كنا جعلنا نسبة مربع خط ك م إلى مربع خط ك ا 
أقل من نسبة قطع ١ب‏ ج مم نصف سطح ط إلى قطع ب جء فنسبة قطع م س نع إلى 
قطع اب ج أقل من نسبة قطم اب ج مع نصف سطح ط إلى قطع 1ب ج. وإذا فصلتاء 
كانت نسبة زيادة قطع م س نع على قطع ١ب‏ ج - التي هي الشكل الذي يحيط به الخطان 
امخيطان بقطعي ١‏ ب ج م س نع فها بينها - إلى قطع ١‏ ب ج اقل من نسية نصف سطح ط 
إلى قطم اب ج. فسطح الشكل الذي يحيط به الخطان المحيطان بقطعي اب ج م س نع فها 
بينها أقل من نصف سطح ط . ولكن سطح هذا الشكل الذي ذكرنا - الذي يحيط به الخطان 


امحيطان بقطعي اب ج م س نع فها بينها - أعظم من سطح الشكل الذي نحيط به أضلاع 
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شكل م فاع ص ن ق س رالمستقيٍ الأضلاع فيا بينها وبين قطع ١‏ ب ج. فسطح هذا الشكل 
الذي ذكرنا - الذي فها بين أضلاع شكل م فاع ص ن ف سر المستقيم الأضلاع وبين قطع 
أب اج - أقل كثيرًا من نصل سطح ط . ولكن هذا السطح . الذي ذكرناء مساو لنظيره الواقم 
حول تلع د وهو الذي بين قطم ده ووبين أضلاع شكل ش ناث خ ذاض ظاغ. 
لأن هذا الشكل مع قطع ده و. لو وضعا كهيئتها على شكل م فاع ص ن ق س ر وقطع 
١ب‏ ج لانطبقا عليها. ووفعت كل نقطة منها على نظيرتها من الاخرين. فسطحا الشكلين - 
اللذين ذكرنا - اللذين أحدهما حول قطع 1ب ج والآخرحول قطم داه و- إذا جمعاء أقلّ من 
سطح ط . ولكن هذين السطحين مع السطوح اللمتوازية الأضلاع التي قواعدها أضلاع شكل 
م فاع ص ن ف س رء إذا جمعت: أكثر مما بين قطعي اب ج ده ومن بسيط الأسطوانة . 
لأنما محيطة به. فسطح ط مع السطوح المتوازية الأضلاع التي قواعدها الأضلاع الخبطة بشكل 
وفع ص ن ق سر. إذا جمعت. أكثر كثيرًا مما بين قطعي أ باج ده ومن بسبط 
الاسطوانة. وقد كنا ببّنا انها اقل منه. هذا خلف. قليس مساحة ما يقع بين قطعي اب ج ده و 
من بسيط الأسطوانة بأكثر ما يكون من ضرب خط 1د في الخط انحيط يقطع أب ج. 
وقد كنا بِيّنا أنها ليست بأقل منهء فهي إذن مله : وذلك ما أردنا أن نين / 


- لب - كل قطعة من بسبط أسطوانة مائلة - تكون واقعة فيا بين قطعين لا يتقاطعان من 
قطوعها الي تلق فيها أضلاعها. ويكون أحدهما من قطوع الأسطواتة الصغار. والآخر من غيرها 
30 قطوع الأسطوانة . أو فا بين احدىق قاعدني الأسطوانة وبين قطع من المطوع الصغار التي لا 
تقطعه - فإن مساحتها مساوية لنصف ما يكون من ضرب ما يمع فيا بين القطعين: أو القطع 
والقاعدة. من ضلعين متقابلين من أضلاع الأسطوانة. أيَّ ضلعي نكاناء في الخط النحيط بقطع 
من قطوعها الصغار. أي قطع كان. 

فليكن أمطوانة مائلة على قاعدتها اناد داشاو رعل مركي القاعدتين زاحء وليكن 
قطعان من قطوع الأسطوانة التي تلتق أضلاعها فيها. إما متاسين على نمَطَةَ واحدة وإما غيرٌ 
ماسم ع ولا متقاطمين. وش قطعا ط ك ل م نا س ٠‏ وليكن قطم ط 5 ل منيأ وحده من القطوع 
الصغار. وليكن خط آط مد بك نه ضلعين ما متقابلين من أضلاع الأسطوانة. 


اببااا ييا - 6متياهبا - 0153اداط 4 الصغار: كررها. ثم ضرب عليها بالقام. 
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فأقول : إن مساحة ما بين قطعي ط ك ل م ن س من بسيط الأسطوانة مساوية لنصف ما 
يكون من ضرب خطي ط مك ن؛ مجموعين: في الخط المحيط بقطع ط ك ل؛ وإن مساحة ما 
بين قطع ط ك ل وبين قاعدة آب ج من بسيط الأسطوانة - إذا لم بقطع القاعدة - مساوية 
لنصف ما يكون من ضرب خطي اط بىء مجموعين؛ في الخط المحيط بقطع ط ك ل. 


5ة20 برهان ذلك: أنه إن لم تكن مساحة ما بين قطعي ط ى ل من س من بسيط الأسطوانة 
مساوية لنصف ما قلناء فإنها إما أن تكون أقل من النصن. وإما أكثر من النصف. 

فلتكن أولاً أقل من النصض؛ إن أمكن ذلك, فتكون مساحة ما بين قطعي ط ك ل م ن س 

من بسبيط الأسطوانة مثل نصف ما يكون من ضرب خخطي ط م ك ن مجموعين في خط أقصرمن 

تجسسية د # سمه سشاه 0 

الخط المحيط بقطع ط ك ل. وإذا جعلنا ذلك الخط خط ع », وجعلنا خط ف اطول منه واقصر 

0 هن الخط المحيط بقطع ط ك ل؛ كان نصف ما يكون من ضرب خطي ط م ك ن. مجموعين؛ 

في خط ف أكثر من مساحة ما بين قطعي ط > ل م ناس من بسيط الأسطوانة ؛ وإذا جعلنا 


مدع 
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زيادنّه عليها مثل سطح ص » فإن نصف سطح ص إما ألا يكون أقل من قطع م ن س» وإما أن 
يكون أقل منه. 

فإن لم يكن أقلّ منه: عملنا على مركزي زاح دائرتين متساويتين أصغر من دائرني اب ج 
ده وء (وييكون نسبةُ قط ركل واحدة منها إلى قطركل واحدة من دائرني ١ب‏ ج ده وأكثر 
من نسبة خط ف إلى الخط المحيط بقطع ط ك ل. وإن كان نصف سطح ص أقل من قطع 
م ن س ؛ جعلنا نسبة قطركل واحدة من الدائرتين - اللتين ذكرنا - إلى قط ركل واحدة من دائرقي 
اب جا ده وأكثر من النسبة الي ذكرناء وجعلنا أيضئًا نسبة مربع قطركل واحدة منها إلى مربع 
قط ركل واحدة هن دائرني ! ب ج ده وأكثر من نسبة زيادة قطع م ن س على نصف سطح 
ص إلى قطع م ن س » وليكن الدائرتان اللتان وصفنا دائري قى رش ناث خ. وإذا توهمنا على 
هذين الوجهين جميعًا أسطوانة في داخل الأسطوانة الأولى» بكون دائرنا ف رش ات ثاخ 
قاعدتين لهاء (وككان القطعان اللذان يُحدثيا في هذه الأسطوانة الصغرى سطحا قطعي ط ك ل 
م نا س - وثما قطعا ذ ض ظ ع لا لب شبيبين بقطعي ط ك ل م ن م ؛ كل واحد منها شبيةٌ 
بنظيره: وصارت نسبة الخط المحيط بقطع ذ ض ظ إلى الخط المحيط بقطم ط 5 ل كتسبة كل 
فطر من أقطار قطع ذ ض ظ إلى نظيره من أقطار قطع ط 5 ل؛ وهذه النسبة هي كنسبة قطر 
دائرة ق رش إلى قطر دائرة !ب جء التى قد كنا جعلناها أكثر من نسبة خط ف إلى الخط 
امحيط بقطع 5 ل. فنسبة الخط اغحيط بقطع 3ض 2 إلى الخط اغحيط بقطع 512 ل أكثر 
من نسبة خط ف إلى الخطء أيضساء المحيط بقطع ط ك ل. ويكون - لذلك - الخط الحيط 
بقطع ذاض ظ أطول من خط ف. وإن نحن توهمنا في (سطح» قطع ط ك ل شكلاً مستقيم 
الأضلاع: يبط به قطم طك ل ويحبط هو بقطع ذاض ظ ولا تماشه / أضلاعه؛ وتكون 
الخطوط المستقيمة التي تصل فها بين زواياه المتقابلة أقطارًا لقطع ط ك ل» وترهمنا أن قطمًا من 
أضلاع الأسطوانة العظمى قد أخرجت من زوايا ذلك الشكل» وانتّبت أطرافها إلى قطع 
من سء وأنه قد وصلت فيا بين أطرافها - التي في قطع م نس - خطوط مستقيمة» فإنه 
سيَحدّث من ذلك - فيا بين بسيط الأسطوانة العظمى وبين بسيط الأسطواتة الصغرى - 
سطوحٌ مستقيمة الأضلاع؛ وبَحدّث في قطع م ناس شكل مستقيم الأضلاع. يحبط به قطم 
م اس: ويحيط هو بطع غ لالب. ويكون مساحة السطوحء التي بين قطعي ط 5 ل 


6 حعلنا : كررهاء تم ضرب عليها بالقام. 


مع 


م ناس . إذا جمعت - مساوية لنصف ما يكون من ضرب خطى ط م ك ن. مجموعين. في 
اضلاع الشكل المستقير الأضلاع الذي ترهمناه في قطع ط ك ل مجموعة. ولكن أضلاع هذا 
الشكل - إذا جمعت - أكثرٌ من الخط المحيط بقطع ذا ض ظ ء الذي قد بِيّنا أنه أطول من نحط 
ف. فالسطوح ذوات الأضلاع التي ذكرنا - الواقعة فما بين قطعي ط ك ل من مرء إذا 
جمعت - أكثرٌ كيرًا من نصف ما يكون من ضرب خطى ط م كان مجموعين في خط ف. 
وقد كنا بيّنا أن نصف ما يكون من ضرب خطى ط م ك ن. مجموعين. في خط اف أكثرٌ من 
مساحة ما بين فطعي طك ل م ناس من بسيط الأسطواتة العظمى. وإذا جعلنا زيادتّه عليها 
مثل سطح ص . فا فالسطوح الو في ذكرنا. الواقعة فيا بين قطعي ط ك ل من س - إذا جمعت - 
أكثرٌ كثيرًا مما , بين قطعي ط ك ل م نس من بسيط الأسطوانة العظمى ؛ وزيادتها عليه أكثرٌ من 
سطح ص . فسطح ص مم الذي يقع بين قطعي ط 5 ل م ن س من بسيط الأسطوانة العظمى 
أقل من السطوع التي ذكرنا؛ الواقعة فها بين هذين القطعين. ونصف سطح ص إما أن يكون أقل 
1 || 1000000 1 35 37 5 ع آم 5 0 8 3 ع2 1 || 
من قطع م ناس وإما الا يكون اقل منه. فإن نم يكن اقل منه. فليس هو باقل من قطع 
ط ك5 ل. لان قطع ط ك ل من القطوع الصغار. وليس قطع م ن س قطعا صغيرًا. فجميء 


كك 


07 5 0 1 1 3 - 5 3 5 1 1217 5ه 
سطح ص ليس باقل من قطعي م ن س ط كك ل مجموعين. وقد كنا ينا ان سطح ص مع الذي 


بع بين قطعي ط ك ل من س هن بسيط الأسطوانة العظمى أقل من السطوح التي بين هذين 
القطعين. الواقعة بين بسيطي الاسطوانتين إذا جمعت. فقطعا ط ك ل م ن س ء إذا جمعا مع 
ما يقع بينها من بسيط الأسطوانة العظمى. ٠‏ كان جميمٌ ذلك أفل من السطوح التي بين هذين 
القطعين إذا جمعت؛ وهذا غير ممكن . لأن المغيط لا يكون أقلٌ من النخاط به . فليس ما يمع بين 
فطعي داك ل من سن من بسيط الأسطوالة العظمى بأقل من نصف ما يكون من ضرب خطي 
ظام ك ن. مجموعين. في الخط المحيط بقطع ط كك ل. 


وإن كان نصف سطح صر أقل مَل قطع م ناس ٠‏ فإن نسبة مربع قطر دائرة ى رش إلى 
مربع قطر دائرة اب جح اكثر من نسبة زيادة قطع م ناس على نصف سطح ص إلى قطع 
ء ناس . لأنا كذلك كنا جعلنا ما في هذه الحال. ولكن سطحي م نا س ط ك ل قد قطعا 
الأسطوانتين اللتين قاعدتا إحداهما دائرتا | ب ج ده و وقاعدتا الأسطواتة الأخرى منها داثرنا 
ف رش ناث خ. فاحدثا في الأسطوانة العظمى مذها قطعي م ن من ط ك ل ولي الأسطوالة 


2 


الصفرى قطعي غ لالب ذاض ظ. فقطعاغ لالب ذ ض ظ شبيهان بقطعي م ن س ط ك ل. 
كل قطم منها لنظيره: ونسبةٌ مربع كل قطر من أقطا ركل واحد منها إلى مربع نظيره من أقطار 
صاحبه الشبيه به كتسبة مربع قطر دائرة ق رش إلى مربع قطردائرة اب ج. فنسبة مربع كل قطر 
من أقطار قطعي غ لا لب ذ ض ظ إلى مربع نظيره من اقطار القطع الشبيه به من قطعي م ل س 
طك ل أكثرٌمن نسبة زيادة قطع م ن س على نصض سطح ص إلى قطع م ن س. ولكن نسبة 
مربع كل قطر من أقطار قطعي غ لا لب ذا ضص ظ إلى مريع نظيره من أقطار القطع الشبيه به من 
قطعي م ن س ط 5 ل كنسية ذلك القطع من القطعين الأولين إلى نظيره من القطعين الآخرين » 
لأن القطعين الأولين يشببان القطعين الآخرين. كل واحد منها نظيره. فنسبة كل واحد من/ 
قطعي غ لالب ذاض ظ إلى نظيره الشبيه به من قطعي من مس ط ك ل أكثر من نسبة زيادة 
قطع م ن س على نصف سطح ص إلى قطع م نْ س. وإذا قلبنا كانت كل واحدة من نسبة قطع 
من س إلى زيادته على قطع غ لا لب - التي هي السطحٌ الذي يحيط به الخطان المحيطان ببذين 
القطعين فها بينها - ومن نسبة قطم ط ك ل إلى زيادته على قطع ذ ضظ - التي هي السطح 
الذي يعيط به الخطان المحيطان ببذين القطعين فها بينها - أكثرّمن نسبة قطع م ن س إلى نصف 
سطح ص . فاما السطم - الذي يحيط به الخطان المحيطان يقطعي م ن س غ لا لب فها بينها - 
فقد تبين. من هذا الذي فلناء. اله اقل من نصف سطح ص . واما السطح الذي يحيط به 
الخطان النحيطان بقطعي ط ك ل ذا ضظ فها بينهاء فقد تييّن هما قلنا. أن نسبة قطع ط ك ل 
إليه أكثرٌ من نسبة قطع من س إلى نصف سطح ص . ولكن قطع ط ك ل أصغر من قطع 
م نا س. إذ كان قطع طك ل من القطوع الصغار. فيصير السطح أيضنًا - الذي يحيط به 
الخطان انيطان بقطعي ط ى ل ذا ض ظ فها بينها - أقل كثيرًا من نصف سطح ص . وإذ كان 
ذلك كذلك فإن السطحين - اللذين يحيط باحدهما الخطان امحيطان بقطعي طكى ل ذ ضاظ 
فها بينها. ويحيط بالآخر منها الخطان احيطان بقطعي م ن س غ لالب فها بينهاء إذا جمعا - 
أقلّ من سطح ص . ولكنّ هذين السطحين اللذين ذكرنا - إذا جمعا - أعظمٌ من قطعها التي 
معد ها ولحوزها منىأ أضلاعٌ شكلين: الجن هما الذي توعمنا أضلاعّه فها بين الخطين النخيطين 
بقطعي ط 5 ل دض ظ2. والشكلٌ الآخر الشكلٌ الذي كانت حدثت لنا أضلاعه فها بين 
الخطين النحيطين بقطعي م ن س غ لا لب » حيث كنا أخرجنا الخطوط المستقيمة فها بين أطراف 


2 مني (الأول) : أنتها في الهامئ - 16 بقطعي: بقطع - 17 أكثر: أكيرر 


اكع 


عدا 


0 


م 


15 


قطع أضلاع الأسطوانة العظمى التي في قطع م ن س. ويحيط بكل قطعة من القطع التي ذكرنا 
لم م أضلاع الشكلين المستقيمي: الأضلاع اللذين وصقناء والخط المنحني الذي يُوره ذلك 

. 000 - 5 . . للم . 35 0 . ع 
الضلم. فهذه القطع التي ذكرنا التي تحيط يها الخطوط المنحنية وأوتارها - إذا جمعت - أقل 
كثيرًا من سطح ص . ولكن هذه القطع - التي ذكرنا - إذا جمعت مع قطع بسيط الأسطوانة 
العظمى : أكثرٌ من السطوح الي بين هذين القطعين الواقعة بين بسيط الأسطوانة العظمى وى 
بسيط الأسطوانة الصغرى: لأنها محيطة بها. فسطح ص مع الذي بين قطعي ط ك ل م ناس 
من بسيط الأسطوانة العظمى اكثر كثيرًا من السطوح التي بين هذين القطعين: الواقعة بين 
الأسطوانة العظمى و(الأسطوانة» الصغرى إذا جمعت. وقد كنا بيّنا أنه أقل منهاء فهو أكثرٌ منها 
وأقل ملهاء هذا خلف. فليس ما بقع بين قطعي ط ى ل م ن س من بسيط الأسطوانة العظمى 
بأقل من نصف ما يكون من ضرب خطي ط م ك نء مجموعين» في الخط المحيط بقطع 
طك ل. إذاكان نصن سطح ص أقل من قطع م ن س. وقد كنا بيّنا أنه ليس بأقل من تصفه ؛ 
إذا م يكن الأمرٌ كذلك. فليس الذي بين قطعي ط ك ل من س من بسيط الأسطوانة العظمى 
بأقل من نص ما بكون من ضرب خخطي ط مك ن مجموعين في الخط المميط بقطع ط ك ل. 

وأقول' أيضًا إنه ليس بأكثر من نصفه. 


4| طاء: كام - ئيس هذا الشكل في اشطوطة. 
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وذلك أنا إن جعلنا أطول ما يقع بين قطعي ط 5 ل م ن س من ضلع من أضلاع الأسطوانة 
العظمى خط ل س وأجزنا على نقطة س سطعُا موازيًا لسطح قطع ط ك ل: فَقَطُمٌ الأسطوانة 
العظمى : إما وهي كهيئتها؛ وإها من بعد أن تخرج على استقامة أضلاعها. وأحدث فيها قِطمّ 
س لآ لد : كانت القطع التي تقم فيا بين قطعي ط ك ل س ل لد من أضلاع الأسطوانة 
العظمى التى أحدها خط ل سس متساويةً: لأنها متوازية . وبين سطحين متوازيين؛ فصار قطعا 
ونس س ل لد متاسين على نقطة س وحدها. لأن خط ل س أطول ما يقع بين قطعي 
م ناس ط ك ل من ضلم من أضلاع الأسطوانة || ما ٠‏ وقطم مس لل لد من القطوع الصغار. 
فنبيّن من ذلك - كا بِيَنا انا - أن مساحة ما بين قطعى م ن س س لل لد من بسيط الأسطوانة 
العظمى / ليست بأقل من نصف ما يكون من ضرب ما بقم بين قطعي م ناس م ل لد من 
ضلعين ما متقابلين من أضلاع الأسطوانة العظمى ١‏ أيِّ ضلعين كاناء في الخط الخيط بقطع 
س ل لد الذي هو مثل الخط انحيط بقطع ط ك ل. ولككن مساحة جميع ما بقع من بسيط 
الأسطوانة العظمى - فها بين قطعى س ال لد ط ىك ل - مساوية لنصف ما يكون من ضرب ما 
بقع فيا بين هذين القطعين من ذينك الضلعين المتقابلين. اللذين ذكرنا. من أضلاع الأسطوانة 
العظمى في الخط امحيط بقطع ط ك ل؛ لأن قطعي س لل لد ط ك ل هما من القطوع الصغار. 
وإن الذي يقع بينها من كل ضلعين متقابلين من أضلاع الأسطوانة العظمى - إذا جمع - هو 
ضعف خط ل س. فالبائي - وهو مساحة ما يقع من بسيط الأسطوانة العظمى فيا بين قطعي 
ط كل م نس - ليس بأكثرٌ من نص ما يكون من ضرب ما يقع بين هذين القطعين من 
ذينك الضلعين المتقابلين. اللذين ذكرنا: من أضلاع الأسطوانة العظمىء في الخط الحيط بقطم 
ط ك ل. ولكن الذي يقع بين قطعي ط ك ل م ناس من ذينك الضلعين المتقابلين؛ اللذين 
ذكرنا. من أضلاع الأسطوانة العظمى : إما أن يكونا هما خطا ط م ك ن وإما أن يكونا - إذا 
جمعا - مساوبين لما مجموعين. فساحة ما بقع بين قطعي ط ك ل من س من بسيط الأسطوانة 
العظمى ليست بأكثرٌ من نص ما يكون من ضرب خطي ط م كان مجموعين في الخط المحيط 
بقطع ط كك ل. وقد كنا بيّنا أنها ليست بأقل من ذلك. فهي إذن مساوية لنصفه. 

وكذلك ايضًا نبيّن أن مساحة ما بين قطع ط ك ل وقاعدة !ب ج من بسيط الأسطوانة 


د (العظمى» مساوية لنصف ما يكون من ضرب خطي ١ط‏ بك مجموعين في الخط امخيط بقطم 


ط 5 لء ودلك ما اردنا ان نين. 
كلت 20 سلج لد : أثيها في هامش - !1 سس لل لد . عقطم : كرره . ثم ضرب علي بالقل. 


رمت 


م 


للى - يسيط كلّ أسطوانة مائلة» وكلٌ قطعة منه واقعة فيا بين قطعين من قطوع 
الأسطوانة » يلقيان فيها أضلاعها ولا يتقاطعان: وإن لم يكن أحد القطعين من القطوع الضخار» أو 
فيا بين قطع من هذه القطوع وبين إحدى قاعدتي الأسطوانة إذا لم يقطعهاء فإن مساحة كل 
راد عن سيبك والقطعة مساوية لنصف ما يكون من غبرب ما يقع فيا بين سطح أعلى كل 
واحد منها وبين سطح قاعدته من ضلعين متقابلين من أضلاع الأسطوانة - أيٍّ ضلعينكانا - في 
الخط النيط بقطع من قطوعها الصغار أيّ قطع كان. 

فليكن أسطوانة مائلة على قاعدتيبا اب ج ده و: وليقطعها قطعان يلقيان أضلاعها فيباء 
وهما قطعا زح ط ك ل م. وليكن خطا ازك د ب ح له ضلعين متقابلين من أضلاع 
الأسطوانة. 

فأقول : إن مساحة بسيط أسطوانة !اب ج د ه ومساويةٌ لنصف ما يكون من ضرب خخطي 
أد باه يجموعين»: في الخط المحيط بقطع من قطوع الأسطوانة الصغارء أيّ قطع كان: وان 
سياعظة + ين كلض تجو لاعن كنيع ال مطاف ديري لبي ماريكارت ين فيد 
خطي زك ح ل؛ يجموعين+ في الخبط الحيظ بقطع عن تفلوع الإسناوانا الصغار: أي قطع كان ؛ 
وإن مساحة ما بين قطع زح ط وبين قاعدة | ب ج من بسيط الأسطوانة مساوية لنصف ما 
يكون من ضرب خخطي 1 زب ح مجموعين في الخط المحيط بقطع من قطوع الأسطوانة الصغار: 
أيّ قطع كان. 


2 ضلاعها: أشلاعها - 7 يلقان: يلغيان / فيها: أثبنبا في الفامش. 
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برهان / ذلك : أنا إذا أخرجنا بسيط الأسطوانة على استقامة أضلاعها. وتوهمنا فيه ارج 0* -, 

الأسطوانة قطمًا من القطوع الصغار. وهوقطع ن س ع. واخرجنا ضلعي ١‏ د ب ه إلى تقطتي ن 
. كانت ة ما بين قطم ” دائءة ١‏ ْ اللأسطوانة 5 
سٍ 3 مساحة ما بين قطع ن س ع وبين داثرة باج من سيط لاسطوانة مساوية 
لنصف ما يكون من ضرب خطي ١ن‏ ب سء مجموعين. في الخط المحيط بقطم ن س عء لأن 

؛ خطي آد باه هما ضلعان ما متقابلان من أضلاع الأسطوانة. ولذلك أبفسًا تكون مساحة ما 
بين قطع ن س ع ودائرة د ه ومن بسيط الأسطوانة مساوية لنصض ما يكون من ضرب خطي 
دن ه س . مجموعين. في الخط المحيط بقطء ن س ع. وتبق مساحة بسيط الأسطوانة الذي 
بين دائرني ا سج ده و. اللتين هما قاعدتا الأسطوانة؛ مساوية لنصف ما يكون من ضرب 

0 وأيضنًا فإن مساحة ما بين قطعي ن س ع زح ط من بسيط الأسطوانة مساوية (لنصض» الذي 
يكون من ضرب خطي زن ح س. مجموعين. في الخط الغخيط بقطع ن س ع. ومساحة ما بين 
قطعي ن س ع كى ل م أيضمًا من بسيط الأسطوانة مساوية لنصض ما بكون من ضرب خخطي 
كان ل سء مجموعين. في الخط المحيط بقطع نْ س ع. فتيق مساحة ما بين قطعي زح ط 
ل م من بسيط الأسطوانة مساوية لنصض ما يكون من ضرب خخطي زك ح ل مجموعين في 

1 الخط انحط بقطم ن س ع الذي هومن القطوع الصغار. وكذلك أبضا نبيّن أن مساحة ما بين 

اسيم للش 0 ير 

0 . 0 5 1 3 ل : . 0 . 0 
قطع زح ط وبين قاعدة ا ب ج من بسيط الأسطوانة مساوية (لنصض» الذي يكون من ضرب 
القطوع الصغار متساوية ؛ وذلك ما أردنا أن تيّن, 


لد - بسيطٌ كلّ أسطوانة مائلة. وكل قطعة منه واقعة فها بين سطحين متوازيين من 
السطوح التي تلق في الأسطوانة أضلاعها. فإن مساحة كل واحد منها مساوية للذي يكون من 
ضرب ما بين سطح أعلاه وسطح قاعدته من ضلع من أضلاع الأسطوانة . أيٍّ ضلم كان. في 
الخط ا فطلم م٠‏ ة لصغار. أي : : 
لخط المحيط بقطم من قطوعها الصغار. أيّ قطع كان. 
فليكن اسطوانة مائلة على قاعدتها اسا جح ده وء. وليكن قطعة ما فها بين سطحين 
متوازيين يلقيان اضلاع الأسطوانة فيبها. عليها زح ط ك ل م. وليكن ضلع من أضلاع 
إجة الأسطوانة خط أزك د. 


0 عن 10 الدي : لدي 6 فطع : لعي لدي : للدي. 


قاع 


0 


سر 


في الخط المحيط بقطع من قطوع الأسطوانة الصغار. أيّ قطع كان. وإن مساحة ما بين سطحي 
زح ط كد ل م من بسيط الأسطوانة مساوية للذي يكون من ضرب خط زك في الخط المحبط 
بقطع من قطوع الأسطوانة الصغارء أيّ قطع كان. 


برهان ذلك : أنا إذا أتخرجنا : بسيط الأسطوانة الضلع المقابل لضلع ١د‏ من أضلاع 
الأسطوانة ٠‏ وهوخط ب ح ل هء كانت مساحة بسيطٍ أسطوانة !ب جح ده ومساويةٌ لنصف 
ما يكون من ضرب خطي أد ب ه مجموعين - إذ كانا ضلعين متقابلين من أضلاع الأسطوانة - 
في الخط المحيط بقطع من قطوع الأسطوانة الصغارء أي قطم كان. ولكن خطي أد باه 
متساويان لأنما متوازيان: وفها بين سطحين متوازين؛ فساحة بسيط أسطواتة اب ج ده و 
مساوية للذي يكون من ضرب خط أ د في الخط النحيط بقطع من قطوع الأسطوانة الصغار أيّ 
قطم كان. وأيضًا فإن مساحة ما بين سطحي زح ط كى ل م مساويةٌ لنصف ما يكون من ضرب 
خطي زك ح ل مجموعين: إذكانا من ضلعين متقابلين من أضلاع الأسطوانة. في الخط انميط 
بقطع من قطوع الأسطوانة الصغار: أيّ قطع / كان. ولكن خخطي زك ح ل متساويان. لأنها 
متوازيان فيا بين سطحين متوازيين» فساحة ما بين سطحي زح ط ك ل م من بسيط الأسطوانة 
مساويةٌ للذي يكون من ضرب خط زك في الخط أنحيط بقطع من قطوع الأسطواتة الصفار. أيّ 


قطع كان. 


|ااباس دهوخ! باح د هو 


د 


وكذلك نبيّن أيضًا أن سطح زح ط إن كان موازيًا لدائرة | ب جد ء فإِنْ مساحة ما بينه وبين 
دائرة 1ب جد من بسيط الأسطوانة مساوية للذي يكون من ضرب خعط ! رفي الخط المحيط بقطم 
: : : 6 سس 

2 قطوع الأسطوانة الصغار. أي قطم كان. وذلك ما أردنا 5 5 


- له - كل قطعة من بسيط أسطوانة مائلة تكون واقعة فيا بين قطعين ممَاسين على نقطة 
واحدة من قطوع الأسطوانة الني تلق أضلاع الأسطوانة فيباء أوتكون وافعة فيا بين قطع من هذه 
الفطوع وين احدى قاعدلي الأسطوانة. إذا كان القطم نماشًا ا على نقعلة والحدةٌ 8 نان مساحتها 
مساوية لنصط ما يكون من ضرب اطول ما بقع بين القطعين - او القطع والقاعدة - من ضلع 
من اضلاع الاسطوانة في الخط ابيط بقطع من قطوع الاسطوانة الصغار. 5 فطع كانت. 

بم 0 * 

فليكن قطعة من بسيط أسطوانة مائلة. واقعة فها بين قطعين من قطوع الأسطوائة ٠.‏ أو قطء 
وقاعدة. عليها ' ب ج ١‏ ده. وليلقيا | ب ج اده أضلاع أسطوانة فيهاء وليكونا مهاسين 
نفطة واحدة. وهي نقطة 1. وليكن أطول ما بقع فيا بين اب ج 1 ده من ضلم من أضلاع 
الأسطواتة خط ب د. 

فأقول : إن مساحة ما بين ا ب جح اده من بسيط الأسطوانة مساويةٌ لتصف ما يكون من 
ضرب خط ب د في الخط المحيط بقطع من قطوع الأسطوانة الصغار. أيّ قطع كان. 
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برهان ذلك : أن مساحة ما بين ا ب ج | داه من بسيط الأسطوانة مساوية لنصف ما يكون 
من ضرب ما يقع بين هذين القطعين من ضلعين متقابلين من اضلاع الأسطوانة. أيّ ضلعين 
كانا. ثي الخط المميط بقطع م: قطوعها الصغار. اي قطع كان. ولك: الضلع المقابل لضلع ب د 

- 3 0 - ٍِ - الأب ا > 
من اضلاع الأسطوانه هو الذي هر بنقطة ! الي هي نقطة التماس + وليس بيقع من هذا الضلع 
ثىء فها بين اب ج اده. فساحة ما بين | ب ج ١‏ ده من بسيط الأسطوائة مساوية لنصف 


12 ركد 5التي: لبي - 19 وللفيا: وبلق. 


د 


ما يكون من ضرب ب د في !إلخط الحيط بقطع من قطوع الأسطوانة الصغار: أيّ قطم كان؛ 
وذلك ها ردنا أن نييّن. 


- لو- كل قطعة من بسيط الأسطوانة المائلة تكون واقعة فيا بين قطعين من قطوع الأسطوانة 
يلقيان أضلاع الأسطوانة فيهاء ولا بلتقيان فيهاء ولا هما بمتوازيين؛ أو تكون واقعة فيا بين قطع من 
هذه القطوع وبين إحدى قاعدتي الأسطوانة. إذا لم يلتقيا في الأسطوانة. فإن مساحتيا مساوية 
لنصف ما يكون من ضرب أطول خط بقع بين سطح أعلى القطعة وسطح أسفلها من ضلع من 
أضلاع الأسطوانة. وأقصرخط بقع بينهاء أيضاء من ضلع من أضلاع الأسطوانة مجموعين: في 
الخط امحيط بقطع من قطوع الأسطوانة الصغار. أيّ قطع (كان». 

فليكن قطعةٌ من بسيط أسطرانة مائلة فيا بين! ب ج د ه و. وليكن 1 ب ج د ه وقطعين 
من قطوع الأسطوانة التي تلق فيها أضلاعها. أو قطمًا من هذه القطوع وإحدى قاعدتي 
الأسطوانة. ولا يكوننٌ القطمان متوازيين» ولا يلعقيا في الأسطوانة. وليكن أطول ما يقم بين 
اباج ده ومن ضلع من اضلاع الاسطوانة خط اد. واقصرما بيقع بينها من ضلع من 
اضلاع الأسطواتة خط ناه. 

فأقول: إن مساحة ما بين اب ج داه ومن بسيط الأسطوانة مماوية لنتصف ما يكون من 
ضرب خطي ١‏ د ب ه (مجموعين» في الخط أنحيط بقطم من قطوع الأسطوانة الصفار. أنيَّ قطع 


كان. 
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برهان ذلك: أن خط ١د‏ هو أطول ما يقع بين !ب ج ده ومن ضلع من أضلاع 
الأسطوانة ؛ فالذي بقع بين! ب ج ده ومن ضلع الأسطوانة المقابل لخط ١‏ د هو أقصرما بقع 
بين اب ج ده ومن ضلع من اضلاع الاسطوانة. ولكن اقصر ما بقع بين ا ب ج ده ومن 


ضلع من أضلاع الأسطوانة هو خط ب ه. فخط باه هوما يقع بين ب جاده ومن ضلم 
0 الأسطوانة المقابا آله الذى !د قطعة منه. بمباحة فا بين اناي ده وهمى / بيط 
و بل للصلع الذي : 
الأسطوانة مساوية لنصف ما يكون من ضرب ما يقع فها بين هذين القطعين من ضلعين متقابلين 
من اضلاع الأسطوانة . اي ضلعين كانا. في الخط المحيط بقطع من قطوعها الصغار: أي قطع 
كان. فساحة ما بين اب جح ده ومن سيط الأسطوائة مساوية لنصف ها يكون من صرب 
خطي اد باه مجموعين بي الخط امخبط بقطع من قطوع الاسطوانة الصغار. اي قطم كان؛ 


وذلك ها اردنا ان نبين. 


- لز- مساحة بسيط كل أسطوانة مائلة ومساحة كل قطعة منه واقعة فها بين قطعين من 
قطوع الأسطوانة . يلقيان فيها جميع أضلاعها من غير أن يتقاطعا (فيها» أو فها بين قطم منها 
وإحدى قاعدني الأسطوانة . مساوية للذي يكون من ضرب ما بقع فها بين سطح اعلى كل واحد 
منهاء وبين سطح قاعدته من سهم الأسطوانة في الخط المبط بقطع من قطوع الاسطوانة 
الصغار. أي قطع كان. 

فليكن فما بين اب جح داه و بسيط الأسطوانة. أو قطعة منه. وليلق 1 بج داه و جميع 
اضلاع الأسطوانة فيها. ولا بقطعن واحد منها الآخخر (فيها». وليكن الذي بينها من سهم 
١ق‏ 07_00 
الاسطوانة زح. 

فأقول: إن مساحة ما بين اب ج ده ومن بسيط الأسطوانة مساوية للذي يكون من 
د ضرب زح في الخط المحيط بقطع من قطوع الأسطوانة الصغار أيّ قطم كان. 


5 


1 يقه ‏ تا هيكوا . تم ألبت الصسواب فوقها. 
نظ 


2 


1 


برهان ذلك: أن اب جح ده و إما أن يكونا متوازيين وإما ألا يكونا كذلك. فإن كانا 
متوازيين وجعلنا ما بين ا ب ج ده ومن ضلعين ما متقابلين من أضلاع الأسطوانة خطي ١د‏ 
ب ها؛ كانت مساحة ما بين 1 ب ج ده ومن بسيط الأسطواتة مساوية للذي يكون من ضرب 
ادي الخط النخبط بقطع من قطوع الاسطوانة الصغار. أي قطع كان. ولكن خط ١‏ د مثل خط 
زح لاخيا متوازيان وفها بين سطحين متوازيين. فساحة ما بين اباج ده ومن بسيط 


الأسطوانة مساوية للذي يكون من ضرب خط زح في الخط امحيط بقطم من قطوع الأسطوانة 


وإن له يكن اب ج ده و متوازيين. وكانا متَاسّين على نقطة واحدةء أولم بلتقياء فإن 
مساحة ما بينها من بسيط الأسطواتة مساوية لتصف ما يكون من ضرب خخطي آد با هاء 
جموعين. في الخط امحيط بقطع من قطوع الأسطوانة الصغار. أي قطع كان. ولكن خط زح 
مساو لنصفل خطي أ د باه مجموعين» فساحة ما بين | ب ج ده ومن بسيط الأسطوانة 
مساوية للذي يكون من ضرب خط زح في اللخط الحيط بقطع من قطوع الأسطوانة الصفار. أيّ 
قطم كان؛ وذللك ما أردنا أن نبيّن. 

وينبغي أن تعلم أن مقام الدوائر الموازية لقاعدتي الأسطوانة القائمة فيها كمقام القطع الأصغر 
في الأسطوانة المائلة. وأن جميع ما ذكرناه في الأسطوانة المائلة من مساحة بسيطها وقطع بسيطها 


14 الدوائر' الداوير. 


با 


فإنه يجب مثله بعينه في الأسطوانة القائمة. متى جعل بدل القطوع الصغار من قطوعها الدوائرٌ 
الموازية لفاعدني الأسطوانة القاممة. وطريق البرهان على الأمرين جميعًا طريق واححل. 


نم كتاب ثابت بن قرّة الحرّاني في قطوع الأسطوانة وبسيطها. 
والحمدٌ لله رب العالمين كثير!. والصلاةٌ على رسوله محمد 


2 القائمة , كرر يعدها ٠‏ وقاعدني الاأسطوانة القامةن 


و 


يه 


الفصل الثالث 


ابن سنان, د نقد الماهاني في مساحة القطع المكافئ 


١“‏ مقدذمة 
١-1١-*‏ إبراهيم بن سنان: "'الوريث" و"الناقد" 

ولد إبراهيم بن سنان بن ثابت بن قرة سنة 55؟15ه/ 5٠١1م‏ في بغدادء وتثوفكيّ فيها بسيب 
المرض بعد سبع وثلاثين سنة» في سنة ©7”:7ه / 145م'. وهو "وريث" بالمعنى الدقيق 
للكلمة» ولكنه كان بالفعل وريثاً بكل ما تحمله هذه الكلمة من معان» كما سنرى. كان أيضاً 
رياضيّأ عبقريّاء وكانت كل الدلائل تتنبّأ له بالقيام بإنجازات كبيرة. ولم يَخِبٌ الظنّ بإبراهيم 
بن سنان» على كل حالء بالرغم من حياته القصيرة. 


يكفي أن نقرأ اسمه بالكامل» وأن نَذكُر المكانة التي 3 تمتع بها أباؤه وحلفاؤهم الصابئثون» 
للاقتناع بأنه كان فعلاً وريث سلالة مهمّة. ولقد فرغنا للتوّء في الفصل السابق من هذا 


المجلّدء من تناول بعض أعمال جَدَّه ثابت بن قرّةء الذي شجّع ابنه سنان» والد إبراهيم» على 
متابعة التعمّق في مهنة الطبٌ؛ وقد تفوّق سنان في هذا المجال حتّى أنه أصبح طبيبا لثلاثة 


خلفاء توالوا على السلطة (المقتدرء والقاهرء والراضي). وكان وفقاً لما ذكره القفطي "رئيساً 
على الأطباء". وبالإضافة إلى شهرته كطبيب عظيم الشأن» كان سنان أيضأ من علماء 
الهندسة؛ إذ اقترن اسمه بعدة رسائل في الرياضيّاتء منها واحدة مهداة إلى الملك البوَيهىّ 
عضد الدولة» تناولت المضلّعات المحاطة والمحيطة. ولقد سار ابنه» ثابت بن سنان» أخو 
إبراهيم. على خطى والده وحلّ مكانه لدى الخليفة الراضي واحتلٌ منصب مدير مستشفى 


١‏ انظر: النديم» '"اكتاب الفهيرست"». تحقيق ر, تجلد (طهران. مدل ( ص ؟5” ؛ القفطيء "تاريخ الحكماء"ء تحقيق 7" كك 
(903 1 رونعماء.ل)' ص. 55-61 ؛ ابن أبي صيبعة " مولده في سنةٌ مدت وتسعين ومئتين» وكانت وفاته في يوم الأحد النصف من المحرم سنة 
خمس وثلاثين وثلاثمئة ببغداد» وكانت العلة التي مات فيها ورم في كبده" ["عيون الأنباء في طبقة الأطباء"؛ تحقيق 540112 .رء ثلاثة مجلدات ( 
القاهرة/ جرء طععزممة>ز ٠‏ 4-7 ) المجلد الأوّل» ص. 0777 57-75 ؛ نشرة ن. رضاربيروت؛: 1555) ص. لاء3ء .]١7-14‏ 

ومن جهة أخرىء وكما سنرى لاحقأء توجد السيرة الذائيّة لإبراهيم بن سنان» في مخطوطة ضمن المجموعة رقم 2519 من مكتبة خودا بَخش - 
انظر لاحقاً. ولكنٌ أوراق النص فيها مبعثرة. وقد لاحظ أ. سعيدان هذا الأمر وقام بترتيب الأوراق. انظر مقالة ج. صلييا ذات العنوان "رسائل 
البيروني وابن سئان" في مجلة "الثقافة الإسسلاميّة' ١‏ متريواينا متتجو اول العدد #ثق3 ): 015 20 صس. ال 5 وقام 5 صليباء » عام كموقتقل 
بتحقيق نقديّ لهذا النصّء تحث العنوان: "رسالة إبراهيم بن سنان بن ثابت بن قرّة في المعاني التي استخرجها في الهندسة والنجوم" في: 
اناجقء 83 زه برواةكتتع بجلا :27ع7:271ه ,21-0305 18722424 .لهت عتططك' 18527 مل أرا :مكدع 1 ,رهع 1512711 كل معطت 4ه 416يقال 

.795-203 .وم ,(1987). وقام أ. سعيدان بتحقيق للنص نفسه في كتاب "أعمال إيراهيم بن سنان" (الكويت؛ :)١5/817‏ ص. 70-717. 

انظر أيضاً ص. لل في : وأع16ى عئز ينه 60ج كك عمناوأاع 12[ .1137ل رطا 827[ مادم اآء8 ,18 أء 12514 +1 


نفد 


بغداد. وكان ثابت بن سنان أيضأ مؤرّخأء وضع كتاباً تمتع بشهرة واسعة". وابن أخت ثابت 
وإبراهيم؛ هو الأديب المشهور هلال بن المحسن الصابئ. 

هذه الأسماء وهذه الألقاب تتسهم في تكوين فكرة وافية عن تلك الأرستقراطيّة الثقافيّة 
والاجتماعيّة التي كانت ناشطة في بلاطات السلطة» كما كانت ناشطة في الأوساط الراقية 
للعلوم والطب. في هذه الأجواء أبصر إبراهيم النور وكبّر قبل أن يتعّض لاضطهاد عابر 
أشار هو نفسه إليه . 


كان إبراهيم بن سنان؛ أيضأء وريثأ لحقبة تاريخية. فهو ينتمي إلى جيل توذرت لديه 
إمكانيّات لم تنعم بمثلها الأجيال السابقة. إنه الجيل الرابع بعد بني موسى. ففي أيّامه كانت قد 
انتهت ترجمة النصوص الرياضية بمعظمهاء وكان بنيان تقاليد البحث الرياضي قد تركز: فقد 
ولد تقليد الجبريّين مع الخوارزمي وتواصل مع أبي كامل؛ وتكوّن تقليد علماء الهندسة. 
كالجوهري والنيريزي وغيرهما...» الذين تابعوا أعمال أقليدس؛ وأخيرا كانت قد تراكمت 
كميّة هائلة من النتائج ضمن تقليد بني موسىء بفضل رياضيين مثل ثابت بن قرةء كما تم فيه 
تصوّر طرائق مبتكرة وأعدّت فيه نظريات جديدة. كل هذه المكتسبات أتاحت لخلفاء هؤلاء 
الرياضيّين أن يذهبوا إلى أبعد ممًا وصلوا هم إليه» مسافة وعمقاً. يقع عمل إبراهيم بن 
سنان» ضمن هذا التقليد الذي يجمع بين هندسة أرشميدس وهندسة المساحة والهندسة التي 
تهتم بخواص المواضعء أي هندسة أبلونيوس. وقد استفاد إبراهيم بن سنان من أعمال علماء 
هذا التقليد» وعلى الأخص من أعمال جدّه ثابت بن قرّة» فطوّر دراسة التحويلات الهندسية 
وتطبيقاتها في القطوع المخروطية: وأيضأ في مساحة قِطع من القطنع المكافئ. ولقد عمّق 
نتائج أسلافه المتعلّقة بالرخامات الشمسية وتصوّر نظرية لفصيلة كاملة من هذه الآلات. 
وأخيرا دفعته تساؤلات أسلافه حول التحليل والتركيبء؛ إلى كتابة أوّل مؤلّق» يستحق هذا 


الاسم؛ في هذا الموضوع. 
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ا 


يتراءى لناء في أن واحدء الوضعٌ المفصليّ لابن سنان وتأثيرّه المُحتمّل. فقد كشف هذا 
الوريث» بنظرة ثاقبة» مجالات تنتمي إلى رياضيات متقدمة عن رياضيّات عصره. وهكذا 
قدّمِ في هذه المجالات مواضيع اجتذبت نشاطات متميزة لخلفائه الأكثر شهرة كابن الهيثم 
الذي أتى بعده بنصف قرنء ولا يمكن فهم العديد من أعماله دون أبحاث ابن سنان. وذلك أن 
ابن الهيثم» لمتابعة عمل هذا الأخير ولنقده أيضاء ألّف كتابه المهمّ "في خطوط الساعات" » 
كما ألف كتابه "في التحليل والتركيب""» الذي لا يقل أهميّة عن الكتاب الأوّل. 

ولقد كنا نامل بالحصول على معلومات وافرة عن حياة وأعمال هذا الرياضي الرفيع 
المستوى الذي كان أحد هؤلاء الذين أبكروا في إبداعهم كما أبكرت يد القدر في اختطافهم. 
ولكننا اعتدنا على عدم استغراب مثل هذه الضآلة في المعلومات التي اعتدنا عليها» على 
سبيل المثال لا الحصرء في حالتي ابن سهل وشرف الدين الطوسي. ونستطيع القول بأنّ حالة 
إبراهيم بن سنان أفضل من غيرهاء إذ خصّص له النديم نبذة كان من المفترض أن تكون 
أكثر إسهابء كما خصّص له ابن أبي أُصَيبعة مثل النديم ثلاثة سطور. ولم يقدّم القفطي 
معلومات كثيرة» ولكنه استند إلى سيرة ذاتية مختصرة لابن سنان» لختصها القفطي بطريقة 
غير مُرضية. ولقد وصلت إلينا هذه السيرة الذاتية» لحسن الحظ, 

يُفهَم من ابن سنان أنه كتب سيرته الذاتيّة تلك بعد أن تجاوز السنة الخامسة والعشرين من 
عمره؛ بعد سنة 174 للميلاد. وقد بقي شديد التكتم على حياته الشخصية. ولمّح بغير وضوح 
إلى حقبة تعرّض خلالها للاضطهاد' : بدون أن يحدّد الفترة الزمنية أو الأسباب التي دعت 
إلى ذلك»: رغم إمكانية الافتراض بأنّ هذا الاضطهاد كان ذا صلة بمحيطه السياسي. وقد 
صرّح أنه يقصد من كتابة هذه السيرة أن يحصي مَؤْلّفاته حتى هذا التاريخ؛ وشرح الأسباب 
التي دعته إلى كتابتهاء وأهدافه من وراء ذلك» بحيث لا تثنسب إليه مؤلّفات لم يكتبهاء ولا أن 


يدّعي أحدّ بأنه كاتب أحد مؤلّفاته. ولقد وصلت إلينا جميع هذه المؤلّفات» باستثناء مؤلّف 
واحدء مهم حسب تعبير المؤلّف نفسه؛ يعالج موضوع الدوائر المتماسّة. لكنّ النديم» في 
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السيرة التي أوردها عن ابن سنان» يذكر عنوانين لكتابين لم يشر إليهما ابن سنان في سيرته 
الذاتيّة: كتاب "ما وجد من تفسيره للمقالة الأولى من المخروطات" وكتاب "أغراض كتاب 
المجسطي'". وقد وُجدت أخيرأً "رسالة في الإسطرلاب" تحمل اسم المؤف ابن سنان لا 
تُوجَّد على أيّة لائحة معروفة لمؤلّفاته ولم تثبت نسبتها إليه حتى الآن. ولم يصل إلينا كتاباه 
اللذان ذكرهما النديم؛ فقد يكون ابن سنان قد ألّفهما بعد كتابة سيرته الذاتيّة أو قد تكون 
نسبتهما إليه غير صحيحة. ولا نظن أن باستطاعة أحد حسم هذا الأمر. 

يظهر من السيرة الذاتية لابن سنان ما قيل دائماً عنهء أو على الأقل ما قاله النديم: "كان 
فاضلاً في علم الهندسة مقدماً فيها لم يْرَ في زمانه أذكى منه". بدأ أبحاثه» حسب قوله» وهو في 
الخامسة عشرة؛ وفي السادسة أو السابعة عشرة:؛ ألف الصيغة الأولى من كتابه "في آلات 
الأظلال" الذي راجعه في الخامسة والعشرين من عُمره. يقول في هذا الكتاب: 

"والذي بيّنته فيه أمر الرخامات كلّها. وذلك أني جمعت جميع أعمال الرخاماتء التي بسائطها مسطحة» 
إلى عمل واحد يعمّها؛ وأقمت عليه البرهان مع أشياء بيّنتها... "”. 

وبعد عامء أي في الثامنة عشرة من عُمرهء ناقش وانتقد أقوال بطلميوس في الرسالة "في 
استخراج اختلافات زحل والمريخ والمشتري"؟؛ ثم عاد وأكملّها بعد ستة أعوام» وهو في 
الرابعة والعشرين من عمره. وألف ابن سنان في الهندسة؛ كتابه "في الدوائر المتمامّة" 
وكتابه "في التحليل والتركيب" وكتابه في "المسائل 
المختارة" وكتابه "في مساحة القطع المكافئ" وكتابه "في رسم القطوع الثلاثة". لقد كتب كل 
هذه المؤلّفات قبل بلوغه الخامسة والعشرين» وراجعها كلها قبل ذلك التاريخ. 


وتسمح لنا هذه السيرة الذاتية» أيضأء بترتيب مولّفات ابن سنان» بعضها بالنسبة إلى البعض 
الآخّرء وبإظهار المعايير التي تتبّعها. ولقد وضّح ابن سنان؛ لكلّ واحد من هذه المؤلّفات 
الأهداف المقصودة منه وامتداداته» والمكان الذي يحتلّه ضمن مجموعة مؤلّفاته. أمَا بالنسبة إلى 
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كلاع 


المعايير التي تتبعها هذه المؤلّفات» فلا يمكننا إِلّا أن نلاحظ التمسّك ب "النقد" الذي بُني على 
شكل قيمة إيجابية مُعترّف بهاء وكان يُمارّس منهجيّأً وفي كلّ الاتجاهات. فقد خضعت لهذا النقد 
أعمال القدمايء مثل بطليموس» ولم تستبعد منةه أعمال المحدثين» مثل الماهاني. ومن ناحية 
أخرىء لم تعد الدقة المعيار الوحيد للبرهان» في ذلك العصر وخاصة مع ابن سنان» بل بات 
ينبغي» أيضأء البحث عن الأناقة التي أصبحت ضمن الحوافز لتجديد البحث. وقد اهتمٌّ ابن سنان» 
منذ بداية مسيرته الرياضيّة» بالمسائل النظرية للبرهان» كما أنّ قسمأ كبيراً من مؤلّفاته يتُصل 
بما يمكن تسميته بنظرية البرهان. وهذا ما يفسّرء جزئياً على الأقل» الاهتمام الذي أبداه بشكل 
دائم بموضوع التحليل والتركيب. أمّا رغبته في البساطة والأناقة فهي كافية» بوضوحء لإعادة 
برهان قضيّة من القضاياء وإن كان برهانها قد سبق أن تمّ بشكل صحيح. 


ِنّ هذا السياق هو الذي يلقي الضوء على المؤلّف الوحيد الذي كتبه ابن سنان في رياضيّات 


اللامتناهيات في الصغرء ويُبرز سمات هذا المؤلّفء ويّعطي المعنى لدوافع ابن سنان. فلنقرأ 
ماكتبه بخصوص هذا الكتاب "في مساحة القطع المكافئ": 


"وعملت كتابًا في مساحة القطع المكافئ» في مقالة مفردة. كان جدّي استخرج مساحة هذا القطع . 
فعرّفني بعضٌ أهل هذا العصر من المهندسين أن للماهاني في ذلك عملا أوقفني عليه أسهل من عمل 
جدّي .فلم أحبٌ أن يكون للماهاني عمل تقدّم على عمل جدّي ولا يوجد فينا من يزيد عليه فيما عمله .وكان 
جدّي استخرج ذلك في عشرين شكلاء وقدّم له مقدّمات عددية كثيرة من جملة العشرين شكلاء وتبين له 
أمر مساحة القطع بطريق الخُئف. وقّم أيضًا الماهاني مقدّمات عددية لما بيّنهه ثم برهن بطريق الخُلّف ما 
أراده في خمسة أشكال أو ستة فيها طول. فاستخرجت ذلك في ثلاثة أشكال هندسية لم أقدّم لها مقدّمة 
عددية» وبيّنت مساحة القطع نفسه بطريق البرهان المستقيم ولم أحتج إلى طريق الخنلف" . 


هذه الأقوال التي تتعبّر عن فخره كوريث وعن قناعات عالم خارج عن المألوف» تعكس 
المعايير التي يعتمدها ابن سنان الرياضي: إيجازء وسهولة وأناقة. وقد اعتمد ابن سنان هذه 


المعايير الخصبة والخلقة في مؤلّفاته بالذات» حيث أعاد كتابة عدد منها من أجل تهذيب 


براهينها. 
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دباع 


-7>1 كتابتتان من نص كتاب "في مساحة القطع المكافئ": النصوص والترجمات 

يكتب ابن سنان في مقدمة كتابه "في مساحة القطع المكافئ": 

"قد كنت عملت كتاباً في مساحة هذا القطع قديمأء وغيّرت في شكل منه شيئاً؛ ثمّ ضاعت النسخة 
المصلحة والنسخة القديمة؛ فاحتجت إلى إعادة ما استخرجته من ذلك في هذا الكتاب"" '. 


اعتمادأ على هذا القول لابن سنان نفسه» استخلص المؤرّخون وكتاب السيّر المحدثين بأن 
كلّ المخطوطات التي وصلت إلينا من هذا الكتاب صادرة عن نفس الكتابة الوحيدة» أي 
الكتابة الأخيرة. ولكن الحقيقة هي غير ذلك. 


فنحن نعلم من سيرته الذاتية» أنّ ابن سنان أخضع موؤلّفاته الشخصية ذاتها للتفخُص النقدي» 
وقام بمراجعتها كلها قبل بلوغه الخامسة والعشرينء أي قبل سنة ؟5١”7ه-174م.‏ فلنقرأ ما 
كتب بهذا الخصوص: 

"وكان تصحيحي ما بقي من كتبي هذه (ومنها يوجد كتاب مساحة القطع المكافئ) مما لم أتقدّم فأصحّحه 
في وقت تأليفه؛ في السنة الخامسة والعشرين من عمري" '. 

وهذا يعني أنه كانت توجد عام١77ه‏ -1714م كتابتان من نص "كتاب في مساحة القطع 
المكافئ": الأولى هي كتابته الأصليّة أو المُعدّلة التي كانت ضائعة؛ والكتابة النهائيّة التي كان 
ينبغي أن تحلّ محلها. ولكنٌ هذه الكتابة الضائعة بالتحديد هي التي وصلت إليناء مما جعل من 
الممكن متابعة تطور الأفكار والتقنيّات الرياضيّة لدى ابن سنان» وهذا ما لم يكن بالإمكان 


تصوّره قبل ذلك. 


إن دراسة التقاليد المخطوطيّة لا تسمح بالعثور على كتابة ابن سنان الضائعة فحسبء؛ بل 
إنها تثبيّن أيضاً أنّ هذه الكتابة لم تكن مجهولة لدى قدماء النسّاخ. تُذكّر بهذا الصدد بنتيجة 
توصّلنا إليها لدى تفخّص المخطوطة رقم 4877 من مجموعة آيا صوفيا في إسطنبول" ': 
هذه المخطوطة لها نفس الأصل للمخطوطة التي نسَّخّها مصطفى صدقي عام 
''راجع ص. .5٠١‏ 
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ما 


48 ١ه/74١-/1747١م:‏ أي مخطوطة رياضة ٠٠‏ من دار الكتب في القاهرة. ولكننا نقرأ 
في هامش رسالة ابن سنان في الورقة الأولى (الورقة //7): 

"كان أبو إسحاق إبراهيم بن سنان بن ثابت عمل هذا الكتاب قديمأء ثم ذكر أنه ضاع منهء فعمل كتاباً 
آخر وذكر هذه النسخة في صدر المقالة التي أعادها." 


يمكننا قراءة هذا التعليق حَرفيّاً في هامش الورقة 087» بخط مصطفى صدقيء مقابل 
كتابة لابن سنان حول مساحة القطع المكافئ. وهذا يدل على أنّ هذا التعليق الموجود في 
المخطوطتين كان مكتوباً في أصل مشتَرَك لهماء يعود على الأرجح إلى ما قبل القرن 
الخامس الهجريء وعلى التأكيد قبل القرن السادسء كما بينًا. إذأء من الواضح أن ناسخ هذا 
النصّ المشترك كان يدرك أن النصّ الذي نسخه هو النصّ الذي أضاعه ابن سنان. وقد برهن 
التحقيقٌ النقدي لهذه المخطوطة وتحليكها أنّ هذا النصّ هو نص الكتابة الضائعة» وليس نصّأ 


مُحوّراً من الكتابة الثانية, 


وهكذاء تتوزّع المخطوطات الموجودة لديناء وهي المخطوطات المعروفة حتى اليوم» في 
مجموعتين: اثنتان منها تنقل إلينا نص الكتابة المفقودة» وثلاث منها تنقل نص الكتابة النهائية. 
ولقد سبق أن ذكرنا الكتابتين الأوليّيّن ووصفناهما: آيا صوفيا 4875 الأوراق "لظ _ باد 
ونرمز إليها بالحرف [أ]؛ ودار الكتب» رياضة »4٠‏ الأوراق 5187 1١85‏ ونرمز إليها 
بالحرف [ق]. وثلاحظ أيضاً أن نصّ ابن سنان وصل إلينا في مخطوطة دمشق 58 55» على 
الأوراق »١155-1١59‏ وهذه المخطوطة هي نسخة حديئة عن مخطوطة القاهرة» رياضة »5٠‏ 
وعنها فقطء فلن ذأخذ هذه النسخة بعين الاعتبار في تحقيق قيق نصّ ابن سنان. لنلاحظ ببساطة أن 
المخطوطة [أ] التي نئسخت قبل الصيغة [ق] بخمسة قرونء تحتويء مقارنة بالأخيرة» على 
نواقص هي: جملة 149 ١‏ ] وخمس كلمات 5919/1 65991475 /0١؛‏ لادلا 47٠١‏ هملاء 
٠‏ و5٠‏ 18]. وتؤكّد النواقص المشتركة» كما تؤكد نصوص أخرىء النتائج التي سبق 
أن أثبتناها فيما يتعلق بالنُسب بين هاتين المخطوطتين. 


أمَا الكتابة الذانية والأخيرة من رسالة ابن سنان فقد وصلت إلينا عبر المخطوطات التالية: 


4ع 


-١‏ المخطوطة 7457 من المكتبة الوطنية في باريسء نَسَخَها السجزي عام 58؟ه/ 
158-17م في شيرازء على الأوراق 5175 2155. وقد سبق أن ذكرنا هذه المجموعة 
المشهورة”'؛ إلآ أنّنا نضيف هناء فيما يتعلق بهذا النصّ إشارة إلى أمر خاصّ مهم هو أن 
السجزيء بعد نسخه لرسالة ابن سنان» قام بمقارنتها بمخطوطة أخرى مختلفة عن النسخة 
التي نسخ عنهاء واعتنى بالإشارة إلى الاختلافات بينهما بلون مختلف؛ فكتب المخطوطة 
بالحبر الأسودء بينما كتب هذه الاختلافات بالحبر الأحمر. فباستثناء كلمة واحدة -هي "أنه" 
ورقة »)٠5‏ التي أوردها بالحبر الأسودء مضافة في الهامش بلا شك أثناء النسخ؛ كانت كل 
التعليقات الأخرى بالحبر الأحمر. وبالحبر الأحمر نفسه أنهى السجزي نسخته ووضع الجملة 
الختاميّة» التي يقول فيها بكل وضوح بأنه قابل نسخته مع نسخة مختلفة عن النسخة التي نقل 
عنها. وهكذا يوجد ما يقارب الأربعين تعليقأ بالحبر الأحمر في الهامش» والأربعين أيضا 
بالحبر نفسه فوق الكلمات أو تحتها. وكان السجزي يُضيف أحيانأء بعض الحركات على 
الأحرف بالحبر الأحمر. وتتكوّن هذه الإضافات استناداً إلى النسخة المختلفة عن النسخة التي 
نقل عنها من إحدى عشرة جملة وعشر كلمات. ونرمز إلى هذه المخطوطة بالرمز [ب] وإلى 
النسخة التي نقل السجزي عنها بالرمز [س١]‏ وإلى النسخة الأخرى بالرمز[س١].‏ 


١9١ من المكتب الهندي (767 1017 ©0072 1414) »الأوراق‎ 5١ المخطوطة رقم‎ )١ 
التي وصفناها في مكان آخر*' '. هذه المخطوطة: التي نئسخت بخط النستعليق سنة‎ »7 
ه/84 ,م عن نسخة كانت موجودة في الهندء لا تحتوي على إضافات أو ملاحظات‎ 
هامشية. نرمز إلى هذه المخطوطة بالحرف [ل].‎ 


") المخطوطة الثالثة ونرمز إليها بالحرف [خ] توجد ضيمن المجموعة 70١59‏ من مكتبة 
خودا بَخش (باتنا الهند) ”'. وتشمل هذه المجموعة المهمّة "4 كتاباً لأرشميدسء والقوهي 


أنظر الفصل الثانيء المقطع ؟١-١-5.‏ 


,(1986 قعة7) عأاعغار “7لخة مده عت مقع له ع 7ط ه41 .كه نب 11ت :7 7:18 دع 227ل ,1157 21-1 07آ-آه /2 5527 بلعطاءقهقظ . 1 
المجلد الأول ص. 2)1:9/1-21111. 
*' وهي تقابل المخطوطة ذات الرقم 54 ؟ من الفهرس التالي: 
للكنآ عنتتتام؟؟ ,ء«مصملجه8 عه بصنم «طتط عتاطن: أمنمء 0 عطة :زا مأوت سمشل بجوزكعآ فجت عأطدجا ع5ا زه معنتو ماعقهن 
(1937 ,قطة) منتسمقط لمقطفم اتحقلبتدل] نت اعتتمععم ,ععمعاء5 (. 11115 عأتطاسف) 
راجع الصفحات 35-56٠١‏ 


م 


وابن عراق والنيريزي وآخرين. هذه المخطوطة» هي مجموعة من 717” ورقة (717” سطرأً 
في الصفحة بقياس ١5<714‏ والنصّ بقياس ١765<“7١)؛‏ نيخت عام 7737-7731 للهجرة 
أي 1775-١4‏ للميلاد» في الموصلء بالخط النسخي. نص ابن سنان موجود على 
الأوراق 3١77”‏ 21784, ولا تشتمل على زيادات أو ملاحظات هامشية. 


لنقارن الآن بين المخطوطات. نلاحظ أن [ب] ينقصها جملة [9١لاء ]١7-١١‏ وهي في 
الواقع قفزة من سطر إلى آخر بسبب تشابه الكلمات- كما أن فيها ثلاثة عشر نقصاً لكلمة 
واحدة [19 ال 41١‏ "كلل 5ه و١١(مرتين)؛‏ مالل ١١ب؛‏ اال أل 5ك 45:١‏ كلو ل 
8 الالاء ه, 8؛ ""الاء 5]. وبالمقابل لا يوجد أي نقص مشترك بينها وبين [خ] أو بينها 


بن ان 


وبين [ل]ء باستثناء كلمة واحدة هي كلمة "نسبة"؛ وهو نقص غير ذي أهمَيّة. وتؤكٌد دراسة 
الأخطاء هذه النتيجة. لذا فإنَ [ب] تنتمي إلى تقليد مخطوطيّ مستقلٌ عن كل من تفلي [خ] 
و[ل]. وتُدذكُر بأنْ المخطوطة [ب] نفسها مُتحَدّرة من تركيب بين تقليدين. تتضمّن 
المخطوطة [خ] خمسة نواقص فقط لكلمة واحدة [4 ١لاء‏ 5: "أو"]ء [١7/اء :١‏ "'أضرب"]ء 
[لاالاء :٠١‏ "ما"]ء [١"الاء‏ ": "المتبادلتين"]ء :75:١1[‏ "أن"]. وتوجد فيها جملتان 
مكرّرتان ["'"الاء ه] و إلا"لاء ]١٠١-19‏ . وباستثناء كلمة "المتبادلتين"» نرى أن 


النواقص الأخرى غير ذات أهميّة» إذ إن أيّ نسّاخ ملم بالعربية يمكنه إصلاحها بسهولة. 


تُشير أخيرأً إلى أنَّ المخطوطة [ل] تحتوي بذاتها على ستة نواقصء هي جمل قصيرة من 
كلمتين أو ثلاث كلمات: ١1‏ 1الاء ل 35 ١٠-١١؛‏ هالاء ١٠؛‏ الالاء ١١ء ]١9‏ وأربعة 
نواقص لكلمة واحدة: [١١الاء‏ ؛ ل/الالاء 7 و6١؛‏ ١"الاء .]١7‏ يبقى أننا نجد في [ل] كلمة 
"المتبادلتين" التي تنقص في [خ]ء وبالتالي لا يمكن أن تكون [ل] مُتحَدّرة منها مباشرة. 
ولكن: على كل حالء يبدو الارتباط بين [ل] و [خ] قويّاً جدأً. إِنّ دراسة الأخطاء والحوادث 
الأخرى تسمح لنا باقتراح الشجرة التالية للتسلسل المخطوطي: 


م١‎ 


ليا 


/ ا 


لنتوقف ختاماً عند تحقيقات كتابتتئ رسالة ابن سنان وترجماتهما. 


كما سبق وقلناء لم يُمَيّزْ بين هاتين الكتابتين» قط أي من المؤرّخين أو كئتاب السِيّر. ومن 
ناحية أخرىء لا يوجد أيّ تحقيق للكتابة الأولى. أمَا الكتابة الثانية» فلم يتم أي تحقيق نقدي لها 
حتى الآن» بل صدر تحقيقان غير نقديين للمخطوطة [خ]؛ الأوّل سنة :١9417‏ بعنوان 
”رسائل ابن سنان”» قام به ونشره مكتب المنشورات الشرقية العثمانية (حيدر آبادء الذّكن, 
) والتحقيق الثاني نشره أ. س. سعيدان في كتاب "أعمال إبراهيم بن سنان" (الكويت 
484 10 ص 16-61 , 


أما فيما يخ الترجماتءه فنذكر أنْ هناك ترجمة قام بها ه. سوتر: 


1 2 87217771[ تروب أعطي تج 7ع ع71لاكتكت 71 كناك 21 1157 ع718لا !45/712716 » 127غ14ث. 11 
« 112811 .82 


في 
رات 1ل 171 - الدع كأاععع 6 :تع عع كاده /سسطم/؟ ع2 أ مراع دوع جع زأء تن ]| 
(8 191 رع أ طئةة) 63 بعستلاء3 عامط نهد ام اعوعع 18115 


ص. 2318-17١4‏ استناداً إلى المخطوطة [ب] فقط, 


بذك 


1 الشرح الرياضي 
لمتابعة تطوّر فكر ابن سنان بخصوص مساحة القطع المكافئ» سنتفخخصء في آن معاء 
الكتابتيّن في سبيل مقارنتهما. الكتابة الأولى» وهي الأقدم؛ مؤلّفة من ثلاث قضايا. وهذه 


القضايا الثلاث موجودة في الكتابة الجديدة التي تتضمّن أيضاً لازمة للقضيّة الأخيرة. 


القضيّة ١‏ لنأخذ مضلعين محذبين (,ك....وركووك) - 4 و (,8,.8,....8) - 8. لنسقط النقاط 
ى» ي4» ...» 4 على م4رء على موازاة ,م 4ء في النقاط /يمء ؛لء ...» !4 - 4 و 
النقاط 8ك يقع بك ري8 على هه على موازاة ب8_بق8ء في النقاط 'هء إ8ء ...ء 


قدي8 . إذا كان لديناء م - مكممك  .._‏ نكوك, 
قد 8 قن 8 


خردى4 _ - نمك ؛ يكون (عقد,ق و5 _ (كد يك ووك)ءتا 
ا رار | (وقم ور هرو8).ه ‏ (مأسويك رك ).م ' 


(حيث نرمزء الآن ولاحقأء ب  )34(‏ إلى مساحة المثلث 34 وب (0)م إلى مساحة المُضَلّع 
7 وب (ن)ص إلى مساحة المربّع المنحرف 7]). 

ليكن # و:خ# الارتفاعين على التوالي في المثلثين (,4,._,ك.,ك) و (,8ه..,_,8,.8)؛ وليكن 
و/م الارتفاعين في المثلثين (/4.,ك.,لى) و (/8,,8,.8)» و ,8 و /# الارتفاعين في 
المربْعيّن المُنخرفين (,4/,4.بب4.ربك) و (,8/.8:,8.ىر 8) لكل [ مع 1-» > :>2. يكون 
لدينا: 


كه 


1ب 


7 2 >( كىن كروك ).ها - ى؟ (قرل. - (إلدر رلدوو )متا - رو 


مم 


( مل مرك ) . 28( بره : 


1-ع 
دمر ).ها - رى؛ 2 31 ١‏ .ور وى )و - 3 
1د 


20710000100 


1ع 
(:8,8+ دأ ظب,8)» :28 -(,8, رو قمر ,8).و - بى؟ قرخ - (,2....ى8.ى,8).م- 5 


ادر 


لكن» وبناءً على الفرضيات» يكون لدينا من جهة: 


- ]كل + دقبيق - را 6 (1- > 7ه 2 
88+ رقمب 8ر8 


ومن جهة أخرى: #منه شق - ,8 #منه هر '8 - أزء فيكون إذاء 


©ظلة م _ #84 _بشق ١‏ 
-5- - فك ؛ (2-1ه 151 
7-2 ارا 


1 
يد ميد يم الك ل" 5112 3 2 َك 3 3 
ونتسدندج من د 8 و قل و احفذ ب 1-م تاداهم 1س له 


ل 


ومن هنا نحصل على النتيجة التي أعلنها ابن سنان: 5 0 


لك 


مقارنة الكتابتين: 

يشرح ابن سنان» بشكلٍ مفصّلء في الكتابة الأولى التي تحتوي على أربعة أشكالء بناءً 
المضلّعين المذكورين انطلاقاً من تقسيميّن متشابهيّن كالتقسيمين (,ك...,/ك....,أ4..ه) و 
(,8,.8,.....8/.....8). وهذا البناء المفصل لا يَظهر في الكتابة الثانية التي تحتوي على شكلٍ 


واحد فقط. يرتكز الاستدلال في الكتابتين على افتراض أن عم و 5م م. لكنه يبقى 
صحيحاً أيضأء إذا كانت الزاويتان م و م قائمتين. 


يأخذ ابن سنان» في الكتابة الأولى» لينهي القضيّة» الحالتين الخاصّتين حيث يكون 2 - » 
2 


0 ويشرح أن المستقيمين ,42 و ,8,8 وأجزاءهما :م !م و /8 '8 تحل في هذه 
الحالة» على التوالي» محل الارتفاعات ,ز و'بزء و,م و/ في المثلّثات والمربّعات المنحرفة 
المذكورة. 

الحسابات في الكتابة الأخيرة» أسرع بكثير مما هي عليه في الكتابة الأولى. وذلك أن 


المتساويات» على سبيل المثال» كالمتساوية التالية: 0 3 4» تُستنتج مباشرةً من توازي 


الخطوط المستقيمة» بينما نحصل على هذه المتساويات في الكتابة الأولى بواسطة المثلئات 


المتشابهة. 
في الكتابتين» يستخدم ابن سنان الفرضيّات على الشكل التالي: 

طضى 50 حش مق ع وة ‏ دكت 

و5 ي© 0205© 985" .© 


ل 
حيث :م :م - بأو» ؛ه :8 - إن لكل مؤشر مع 1- م > :>1؛ ومع (,ك - 4 ) (,8- إ8). 


في الكتابة الأخيرة» يستنتج ابن سنان بدون تعليل: لظ -ك» بينما يحصل على هذه 


2-1 28-1 


المساواة في الكتابة الأولى: بتركيب النسّب المعلومة تدريجيّاً. والاختلاف هنا شكلىٌّ فقط. 


لنلاحظ أنّ ابن سنان يحصلء في الكتابتين» على النتائج الخاصة بالمساحات» على الشكل 


' 
وهو يستنتج مباشرة: في الكتابة الأخيرة : 0 ا ا شان هه 
2 اك 0 ك5 أى 


يبدأ ابن سنان في الكتابة الأولى» بتحويل النسب في العبارة الأولى بواسطة التبديل. 

يعمل ابن سنانء أخيراًء في الكتابتين» بواسطة التحويل النقطي 7 المحدّد في صيغة هذه 
القضيّة وتكون بموجبه صورةٌ المضلّع (ل.ءى وو 8) مطابقة للمضلّع (, ...وم ). هذا 
التحويل» كما سنبرهنء هو تطبيق تألفي. 


لنأخذء كمعلمَي إحدائيات» كلا من بز هعد و ملا بحيث يكون رمء ,ك4 و ره رو8ر» 


د هسم 


لء ,4 و برقع _بقهء ولتكن ,)مء ,ؤرء ,4مء و8 نقاط الوحدة على المحاور (أي 
التي تكون مسافاتها إلى أصل المَعلم مساوية لوحدة الطول)» فيكون لدينا 

(0 :21 د وع)وىهء؛ (1ترررز:0- ررع),8 

(0 17-2 )رك (احءى, 0:7 دب )ريك 


لكل نقطة لاا على .8 ولنظيرتها (0: ,)4 على :م لديناء انطلاقاً من 


الفرضيّات: كعك .. - “شع فيكون: + -.:2؛ وبالتالي يكون لدينا ,- ,. 
8 * 


وكذلك لكل نقطة (ببر, ,ه),8 ولنظيرتها (, ,) بء يكون لديناء أيضأء الفرضيّة التالية: 


0 ل ا فيكون: 2 - د ؛ وبالتالي يكون لدينا ,برح ,7. 

تكون إذأً إحداثيّات النقاط ,م حيث (م>:>0) بالنسبة إلى معلم الإحداثيّات 8ع هي 
نفسها إحداثيّات صورها المتتالية» أي النقاط ,يرء بالنسبة إلى المعلم م؟ر. النقاط ,ور 
والنقاط م هي إذأ متماثلة في التحويل 7 المحدّد انطلاقاً من معلمّي الإحدائيّات بري8هيد و 
»يء ويمكن لهذين المعلمّين أن يكونا في نفس السطح المستوي كما هي الحال هناء أو في 


مستويّين مختلفين. التطبيق 7 هوء إذأء تطبيق تآلفي تقابليّ» والنسبة + لمساحة ما إلى 


كمع 


المساحة المماثلة لها لا تتعلق بالمساحة المختارة. وتحدّد النسبة +» في المثال المدروس في 
كتاب ابن سنانء وفقاً للمعطيات: 


في الحالة الخاصة حيث يكون م-هء يكون لدينا يرم- +ء فتكون النسبة م حاصل 
ضرب النسبتين 2 و مم لتآلفين (تمدّد أو تقلص). يمكننا إذأ اعتبار التحويل 7 مركب من 
تآلفيّن» مائليّن أو عموديّيْن حسب كون الزاوية » قائمة أم لا» ومن إزاحة (أو حتى من 
تقاييس). وفي الحالة الخاصة حيث يكون م/-.م و ممر-4م»ء يكون لدينا 2 - *#» ويكون 
التحويل 7 تشابهاً نسبته 2.. 


القضيّة -١‏ نسبة مساحتتي قطعتيْن من قطع مكافئ”» تساوي نسبة مساحتسي المثلثين 
لتكن 480 و 250 قطعتين من قطع مكافئ» ولتكن ى و 'كء مساحتيهما على التوالي 
ولتكن ,5 و /5 مساحتي المثلثين ,م و ,5 المُرفقين بهاتين القطعتين؛ نريد أن نبرهن أنّ: 


أقام ابن سنان برهانه بالخُلف مرتكزاً على المقدّمة التالية: 
مقدّمة - إذا كانت النقطة 34 الرأس المُرفق بوتر ما 850 من القطع المكافئ» عندئذ يكون 
لدينا: ( 0 <(814).. 

حيث نرمز ب(0) #رمم إلى مساحة القطعة ) (من القطع المكافى). 

خط التمامن عند م مواز ل 0ع8ء ويقطع القطر بره عند ويقطع الخط المستقيم 
الموازي ل 87 والمار ب © على النقطة 5. يكون لدينا: 

(©805) عنم - ( هلق )ى ؛ 
(حيث نرمز ب (7)ع-2ه إلى مساحة شكل مان مُغلق). 


" القطعتان ليستا بالضرورة من قطع مكافئ واحد بعينه (المترجم). 
لالم 


لكنُ (834) .ممم < (8052)مرنوء ومن هنا نحصل على النتيجة المطلوبة. 


لنفترضص إذأ أنّ: يات 

إل 

ولا إذا كان لدينا “<50, فإنه توجد مساحة /, بحيث يكون 451-57 فيكون لدينا 
1 1 


3> /. ونضصع ع - ر , فيكون: م > رخى- ف أو م < لقأ للى. 


إذا كان ع > ,5 ى» يكون ر- 5 > ,ك5 كرء وبالتالي < ى؛ وهذا غير ممكن لأنّ كاد 
1 


ف 'كى> رك 

وإذا كان م < ,5 ىء تقسم كلا من 7 و 4م إلى نصفين في النقطتين 0 و ن على 
التوالي. ونثرؤق بتقسيمة 20 هذه إلى :2 أقسام متساوية» المضلمَ رم وهو (ء, 4ا, 8, 4,17 ) 
ومساحتهرىء وله (22+1) رأساً. وبتكرار هذه العمليّة» نحصل على تقسيمات متتالية ل ©2/ 
إلى 20» *2» ...» *2 قسماً متساوياً. ونترفق بهذه التفسيمات» على التوالي» المضلعات 
المحاطة: وص ذا المساحة ,ى»... , ذا المساحة ,5. ويكون للمضلع ,5 (1+ *2) رأساً. 


لولوك 


بناءٌ على المقذمة السابقة» يكون لدينا: 15> ,كي كج > (,5- 5) 2 > رك كر...» 
كسد > (ر,ى- > ى؛ يكون إذأ لدينا لكل م معلوم: 
م > إلى - ل ,7 < ولا ,“لاع برد 
أي 7 ى> ,ىىء فيكون: 7/< ,5. 
ليكن ,7 المُضلّع الموافق لهذا العدد ,م. يكون خطا الترتيب» لكل رأسين من الرؤوس ,/7 
و ,ا هع (“0>1>25) وهع ,14-37 -8» و ,.,كة - 0» و 4 - ,.77» متساوييّن» فتكون 
للنقطتين ,م و7 نفس الإحدائيّة على #ق. فإذا كان » الضلع القائم للقطع المكافئ» فإنّ 
الرؤوس (,ن,») يد للمضلّع رم تحقق المعادلة 0ه - ا 
تثوافق هذه الرؤوس تقسيمة للقطر #رم في النقاط هم ذات الإحداثية الأولى ,ر» مع 
0-,» و #ه- ر,ء. تُرفِق بتقسيمة ته هذهء تقسيمة ل ,رم مشابهة لهاء حيث يكون 57 
قطر قطعة القتطع المكافئ الثانية» وذلك في النقاط /م ذات الإحداثيّة الأولى :+. يكون لديناء 


ذا: 
2 


)0 اكيفة 


تحدّد النقطتان :34 و '77 من القطع المكافئ 256ء واللتان لهما إحداثيّة أولى مشتركة '» 
؛ مضلعاً بم مساحته :5. إذا كان "م الضلع القائم ل عجرمعء فإِنٌ 21000 وهي إحدائثيتا 


/زء تحقق المعادلة /؛م- 'بر. يكون لدينا: 


2 1 ل 
و 1-4 نك فيكون, إذا: 
04 1 الى 
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وفقاً للعلاقتين () و(2)2 يحقق المضلّعان (ع,,لا.....8,8) و(8,8,....1,,4) 
والمضلّعان» المماثلتن لهما على التوالي» 000000 و (طى لقا ,7 فرضيات 


القضيّة ١؛‏ فنستخرج من ذلك: ' كود 9 فيكون م حث 
3 7 


وهذا مستحيل لأنّْ < ,5 و '5> /5. 


ثانياً:. إذا كان لدينا 2 د توجد مساحة بحيث يكون لك مع '8 >0 فنبرهن 
1 1 


بطريقة مماثلة أن هذا مستحيل. 

من استحالة الحالتين (-<58): و (-590) نستنتج أن -:-92. 

مقارنة بين الكتابتين 

١‏ يتعلّق الاختلاف بين الكتابتين بوحدانيّة الإحداثيّات الأولى. وذلك لأنّ ابن سنان» في 
الكتابة القديمة"' ٠»‏ يُرفِق بالنقطتين د و , اللتين لهماء من حيث بناؤهماء نفسُ خط 
الترتيب(الإحداثيّة الثانية)» إحداثيتين مختلفتين "م و /7. ويُرفق بالنقطتين 7 وء 
المختلفتين على 76 حسب الفرضيةء النقطتين م و2 المختلفتين على جم؛ وبعد ذلك 
يأخذء بشكل منفصلء؛ المضلعين (6,:,5,0) و (8,7,0,4) من جهة؛: والمضلعين 
(1,34,2,©) و(8,ت,#,8) من جهة أخرىء وهي مضلعات تحقق فرضيّات القضيّة .١‏ 
ويستخرج من ذلك النتيجة الخاصّة بالمضلّعين (2, /لا,1,.ة,©) ف (8, 1, 4,2,8). 

غير أن إعطاءه إحداثيّتين مختلفتين للنقطتين 34 و اللتين لهما نفس خط الترتيب» لم يكن 
له تأثير في دقة البرهان. إن وحدانيّة هذه الإحداثيّة تنتج من القضيّة العشرين من المقالة 
الأولى من "مخروطات" أبلونيوس. لم يفكر ابن سنان بهذا لدى كتابته الأولى» بالرغم من 


معرفته العميقة بمؤّقف "المخروطات". 


إلا أنّ ابن سنان يبرهنء في كتابته الأخيرة» أنّْ النقطتين 4د و 8 اللتين لهماء وفق 
الفرضيّة» خطًا ترتيب متساويين 7 - 0ء يكون لهما نفس الإحداثية الأولى وهي مثم. 


”' أنظر ضمن الملاحظات حول النصوص» ص. 807 الملاحظة رقم ” الخاصة بكتاب "في مساحة القطع المكافئ" والمتعلقة بالصفحة ©:© من 
هذا المجلد. 


ل 


بعد ذلك مباشرةٌ يأخذ المضلّعين (0, /ا, 8, /د,4) و (8,7,6, ,ه) دون أن يشير إلى أن 
المضلعين (0, 4ة, 8, 7 ) و ( ©,5,7, 1) من جهة» والمضلّْعين (4, 7ق 8ه 8) و (2, ل 8, 1) 
من جهة أخرىء هي المضلّعات التي تحقق فرضيّات القضيّة .١‏ 

ولكن» عندما نستعمل التطبيق التآلفي 7 المستنتتج من القضيّة ١؛‏ يكون لدينا مباشرة 
التماثل بين المضلعين (©, 14, 8, /4,1) و (5,7,©6, #ر,م)» ونستطيع الوصول إلى النتيجة 
بدون أن نفصل هذه المضلّعات إلى مجموعتين. ويبدو أنَّ هذه هي الفكرة التي دعت ابن 
سنان إلى إعادة كتابة مؤلّفه من جديد. 


"- تدور القضيّة ؟, وكذلك القضايا التي تليهاء حول قِطّع من قيطع مكافئ. رأس قطعة من 
القطع المكافئ هو طرف القطر المُرففق بالوتر الذي يشكّل قاعدة هذه القطعة"'. هذا الرأس 
وهذا الوتر يحدّدان المثلّث المُرْفق بقطعة القطع المكافئ. ويلعب هذا المثلّث هنا دوراً مهمّاً. 

ففي نص القضيّة» وفي الكتابتين» يعود ابن سنان بكلٌ قطعة من القطع المكافئ إلى المثلث 
"الذي قاعدته هي قاعدة القطعة ورأسه رأسها". 

في نص القضيّة ”, كما في نص القضيّة 4 من الكتابة الجديدة» ينسب ابن سنان قطعة القطع 
المكافئ إلى المثلث "الذي قاعدته قاعدتها وارتفاعه ارتفاعها"؛ ولكنه في القضيّة “ا من الصيغة 
القديمة»؛ ينسب قطعة القطع المكافئ إلى متوازي الأضلاع "الذي قاعدته قاعدتها وارتفاعه 
ارتفاعها". ولكن» في كلّ من هذه القضايا لا يظهر ارتفاع المثلثات أو ارتفاع متوازي الأضلاع 
المذكورين. يستخدم ابن سنانء» في الواقع» القطعة المستقيمة التي تصل بين الرأس ومنتصف 
القاعدة. وهذه القطعة لا تصير ارتفاعاً إل في الحالة الخاصّة التي يكون فيها القطنٌ المشار إليه 


محور القطع المكافئ»؛ وهذا ما كان ابن سنان يعرفه حقّ المعرفة. 


القضيّة - مساحة قطعة القطع المكافئ هي أربعة أثلاث مساحة المثلّث المُرفق به. 
لتكن 80 قطعة من قطع مكافئ» قاعدتها 20 وقطرها 87؛ ولتكن .ى مساحتها ولتكن 


رى مساحة المثلث 28 [انظر الشكل» ص.5١5].‏ يكون لدينا و 5 


*' انظر: كتاب "المخروطات”” المقالة الأولى» تحديد القطر: تظهر كلمة "رأس" للدلالة على طرف القطر. راجع الكتاب التالي ص. /ا- 4 : ك6©5لكر 
(1959 رقعدط) عاعع8 عع ادو عدم وعتتتطلهها وعرحدةل) ,عوجعع8 عل عزمرم] ]وماك كعينو نمه 


5 


لتكن م و 4د منتصفي 80 و به على التوالي» وليكن 0 وان37 القطرين الموافقين 
لهماء وليكن 7 وان منتصفي 720 و )م على التوالي؛ فيكون رن موازياً ل20 ويقطع 
مه على 7 وم8 على ر. 


. 81 ك1 ا 2ع [ت# 
ليكن 80م »م و 86 م 22؛ يكون أدينا لللء ومن جهة أخرى لشمسا” 
و اصع وو و 00102 97 


فيكون مم 2 - 2.162 لكن :26 - 2# - عم»ء فيكون ,2 - ٠07‏ ويكون بالتالي: 
0 1 0 - رب©. 

المثآثان القائما الزاوية ع#م و 7ج متشابهان لأنّ 222-7567 (زاويتان حاتتان 
متوازيتا الأضلاع)؛ فيكون إذاً: كد 0 ؛ ويكون بالتالي: عرص د- 6. 


للمثلثين ع8« و 96ج نفس القاعدة 0وء فيكون: 


وك - (480).ت 9 ذ- وعهم) م (5.)680. 


لكن؛ وفقاً للقضيّة ؟» يكون لدينا: (عقعاسةه _ زعمفات فيكون. ,كط - (080)ءءته ؛ 
4 


2 


_2 


ويكون: 15 - (0184)معنه ' فيكون بالتالي: 


رك - (0184) عنم( 08)عمنه و وك رى» فنحصل على النتيجة: و 1 


لنقم ببرهان نتيجة ابن سنان هذه بطريقة تحليليّة» في الحالة الخاصة التي يكون فيها مه 

محورٌ القطع المكافئ. إذا أخذناء في معلم مُنظّم متعامد؛ النقاط (0,0) 8» (معما/. - ,بر,,ع) 4 

د (مممل.-,,*) ©» يكون لدينا: ,مم/.,ء - عهعم/. |2 - رى؛؟ غير أن ,عما.,+:- رى» فيكون: 
0 


4 
- - 


مقارنة الكتابتين 
البرهانان متقاربان جداً؛ ولكنٌ ابن سنان يستخدم في الكتابة القديمة» ليبرهن أن 
مم1 - مع (أي جرم 1 - بن في الكتابة الجديدة)» خاصيّات خط التمامن في نقطة معيّنة» 
4 4 


7 


أي أنه يستخدم المقالة الأولى من "مخروطات" أبلونيوس”*'. والواضح هو أنّ البرهان بهذه 
الطريقة أطول بكثير من البرهان الموجود في الكتابة الجديدة؛ ولقد أوجزناه هنا. 

في الشكل الهندسي الوارد في الصبيغة القديمة» نجد مُجِدَدأء كما في السابق» إحدائيّتيْن 
أوليَيْن مُختلفتين للنقطتين م و اللتين لهما خطا ترتيب متساويان. ينتج من ذلك نقطتان 
مختلفتان» بدلاً من نقطة واحدة» لتقاطع خطي التمامن في 7 و مع القطر"'. لكنّ هذاء كما 
في السابقء» لا يدخل في الاستدلال. 

لنلاحظ أخيراً أن ابن سنان ينهي دراستهء في الكتابة القديمة» بإعطاء مقدار > لنسبة 

3 

مساحة قطعة القطع المكافئ إلى مساحة متوازي الأضلاع المُرفق بالقطعة. 

القضيّة التالية هي لازمة للقضيّة "» وهي غير موجودة في الكتابة القديمة» بل في الجديدة 


القت 0 4 ليكن 27 و م80 قطعتين من نفس القطع المكافئ. إذا كانت القاعدتان كم وق 
85 متوازيتين» وإذا قطعتا القطر ين المُرفق بهما على النقطتين 5 و +» فإنٌ 


مساحتيهما على التوالي ,ى و ,5 تحققان العلاقة: 24/.. 24 .د 
06 06 ركى 


يكون لديناء وفقأ للقضيّة ”, (810117) نه د - (017 4) .ع د - 3 


7 03 _ ( لكل ق)علنة _ كل 
60 06 2 (6012)عمنهة وى 


(0010)ممنه -(802)ى 3 - رىء فيكون: 


0 المرجع المذكور سابقاً: "المخروطات": ترجمة فير إيك (عماءء8 عع7؟)» ص 79 و1860 
*' من الواضح أنّ للنقطتين 7 و 27ء وفقاً لبنائهماء خطي ترتيب متساويينء ©22 و 22ء فيكون لهما نفس الإحدائيّة الأولى؛ يجبء إذأ أن يكون 
2 2 
لدينا # - ير (انظر الشكل ص. 0017). من جهة أخرىء وبما أن الرأس 4 هو منتصف الخط الذي تحت خط التماسّ؛ يجب أن يكون لدينا أيضاً 
1- 8#. 
4 


ون 227 2 الك ادن 68 د “تلع فى ٠.‏ 0 08 _ م 
587 - 706 . لكن لدينا: 52 فيكون ---..--- 1 
ل 6 +02 ل أ 0006 وى 


3 
ملاحظة - إذا وضعنا - 4078 وعد 2 .» يكون لديناء ]د 


3ط 2 

إذا رمزنا بِ , و, إلى المسافتين من النقطة ح إلى كل من الوترين ميم و 82ء يكون 
و ,8 الارتفاعين الخارجين من © في كل من المثلثين 205 و 65قء ويكون لدينا: 
3 

| سك لأ 2*1 


0 7 اا 

إن التحويل التالفي 7 الذي حذده ابن سنان في القضيّة ١‏ وتميّز بالنسبتين م و برء يرفق 
بالقطعة 480 من القطع المكافئ الذي قطره رم وضلعه القائم الخاصّ بهذا القطر ي؛ 
القطعة ''8'ي من القطع المكافئ الذي قطرها '©:هء بحيث يكون <«ها. م -'9:5ء وقاعدتها 
'0' بحيث يكون 2.42 -'00ير. فيكون الضلعٌ القائم “م الخاصن بهذا القطر 'زؤزه محدّداً 
بالعلاقة: كبو 6 

وذلك أنْ لدينا : ,88.م - 887 أي ,جم - ا؟ و هابر - 847 أي ,ترير- إبر؛ 

ولديناء استناداً إلى خاصيّة القطع المكافئ ,م- 2برء فيكون: 54 ا وذلك لكل 
زاويتين © و . 
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وبالعكس» إذا كان لدينا قطعتان عجرم و2800 من قطع مكافئ» فإنه يوجد تحويل 7 
بحيث يكون (ع8م)7-(4/8) [أي» بحيث يكون82١//4‏ مماثلاً ل 2480 أي صورة 


هم بالتحويل 7]. 


يصبح التحويل التآلفي 7 تشابهاً نسبته م إذا كان لدينا #8 -<-ه و بحم عندئذ يكون 


نه - م 08 - 8( و 4ل - :0ق 
وبالعكسء إذا حَقّقت قطعتان من قطع مكافى» (480م) و (::4'8)ء العلاقات: 
7 -دهء 228١م‏ - ' 128 بارع - 'ن؛ 
فإنهما تثمائلان بتشابه نسبته + «١4:‏ - "40 ج 8ط ١‏ - '7/8 ). 


وهكذا يُدخل ابن سنان في كتابه»ء ضمن دراسة مساحة القطع المكافىئ» مفهوم التحويل 
التألفيّء كما يُدخِل في الوقت نفسه طرائق في اللامتناهيات في الصغر. وهكذا تترابط 
المراحل المختلفة لمسار ابن سنان في كتابه هذا على الشكل التالي: 


ه في القضيّة الأولى» يبرهن أن التحويل التآلفىّ 7 يحفظ نسبة المساحات في حالة 
المثلثات والمضلّعات؛ 


ه يبرهن بعد ذلكء في القضيّة الثانية» أنّ التحويل التآلفيّ 7 يحفظ كذلك نسبة مساحة 
قطعة من القطع المكافئ إلى مساحة المثلث المُرافق لهاء فتكون هذه النسبة مساوية لنسبة 
مثيليهما. والخاصيّة المُضْمَرة هنا هيء في الواقع» حفظ نسب المساحات (حتى المنحنية 
منها) بأيّ تحويلٍ تآلفي. ولكنّ إمكانيّات الرياضيّات في ذلك العصر لم تكن تسمح بدراسة 
أصناف عامّة من المنحنيات؛ فلم يعط ابن سنان هذه الخاصيّة إلآ للمضلّعات ولقطع القطئع 
المكافى. 

وهو يستخدم لأجل ذلكء القضيّة الأولى من المقالة العاشرة من "أصول" أقليدس» أو 
أيضأء مقدّمة أرشميدسء ليبرهن أنه يمكن أن نئحيط بقطعة من القطع المكافئ مضلّعاً يكون 
الفرقٌ بين مساحته ومساحة قطعة القطع المكافئ صغيراً إلى الحد الذي نريد. 

ه بعد برهان ذلكء لا يستدعي حساب نسبة مساحة قطعة القطع المكافئ» إلى مساحة 
المثلث المُرفق بهاء أي طريقة في اللامتناهيات في الصغر؛ بل يكفي فقط استخدام خاصيّة 
هذه النسبة التي مفادها أنها مستقلة عن قطعة القطع المكافئ المعنيّة بالأمر؛ وهذا بالتحديد ما 
برهنه ابن سنان. 

ولقد نجحت خطة ابن سنانء المَبنيّة على تركيب التحويلات التآلفيّة مع طرائق 
اللامتناهيات في الصغرء في خفض عدد المقدّمات المستخدمة إلى اثنتين فقط. 
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نضا كتابئ إبراهيم بن سنان 


نص كتاب: "في مساحة القطع المكافئ" 


نص كتاب: "في مساحة قطع المخروط المكافئ" 


د 


م5:54 
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يراع نص كتاب إبراهيم بن سئان 
في مساحة القطع المكافئ 


- آ - إذاكان خطان مستقيان عليها اب ج دء وقسيها بأقسام كم كانت على نقط ه زح 
ط . وكانت نسب خطوط ب ززه ه ا كتسب خطوط داط طاح ج ح» واخرجت خطوط 
ب ن زل هك متوازية وخطوط داس ط م ح ي متوازية ٠‏ وكانت أبضًا نسبة ب ن إلى زل 
كنسية د س إلى م ط ونسبة زل إلى ه ك كنسبة ط م إلى م ي + ووصلت خخطوط ان ! ك ل كى 


ل ن حاسم ن جاي يام سا مء فإن نسبة مثلث بان! إلى مثلث ددس دس اج كنسبة شكل 
١كال‏ نب إلى شكل ج ي م س د. 

برهان ذلك : أن خطوط بان زل ههى إما أن تكون على خط ب ١‏ أعمدة أولا تكون 
كذلك. فإن كانت أعمدة. استعملنا خطوط ب زازه ها على ألما أعمدة على الخطوط 
المتوازية. وإلا أخرجنا من نقطة | عمودا على ن ب: وهو ع. بقع منه على ع + ومن نقطة ه 
عمود هاش على خط زل؛ ومن نقطة ز عمود زق على خط ل سا وكذلك أبيضمً إن كانت 
خطوط ح بي ط م د س س أعمدة على خط بج د. استعملنا (خطوط داط طاح ح ج ج على أنها 
أعمدة على الخطوط المتوازية» وال أخخرجنا من شط جاح ط أعمدة نظيرة للأعمدة الي 
اخرجت في الشكل الآخرء أما حا ف فعلى د س.- واما حا ت فعلى م طلء وامًا طات فعلى 

|الملة: تمد بعدها ويب ترفيقا إلا باللهه زا) -3-20 كايا ., . المكافن أكتاب في ماحة القطع المكاقيء لإبراهيم بن مناك بن ثابنت 
بن قرة خْرّاتن ‏ رحمهم النه تعى رسمة واسعة [ق] ود في الامش : وكان ابو إسحاق ابراهي بن مات بن ثايت صمل هذا الكتاب لديماء ع 
ذكر له ماع منه ٠‏ فصل كتان ار ودكر هده النسخة في صدر المقالة التي أعادهاء. أما مسصوطة [1] فنحد في اخبر حن ,ينات لهال وكات ل في مره 
مكتوب مه هدم سكابئة !كان آبر إسحاق براهيم بن سات بن كانت عمل هدا الكتابي قُدبمًا نا م دك أنه ضاع منه؛ عل ككاند_آخر كر هده 


التسحة في صدر الفالة التي أعادهاء 5 ح: حج [ق] - 7مط طمزف]/ل5: ك5 [ق] - ق8لن: سمال [ا] .سمه 


مسن [تى) سانا بدن [ق) ' دس حد: : حادس ف 10 نكوف: بكرن [ق) / س': أب [ف] / تكرن: يكرن زف] 
2نببا باد [ق) 1ازل: ل نإاعا نمه سان [ق) - 4ااستمملا تاقصة[م - ك] سا وزع - 6إمصاطاءم 
زف]. 


اس د ونخرج كاه إلى اعء فيلقاه على ر ويكون عمودا عليه لأنه عمود على خط مواز له. 
وكذلك ترج حي إلى ج فء فيلقاه على ذ ويصير على خط ج ف عمودا أيضًا. فثلث 
١ن‏ ب هرنصف ضرب أع في ن ب»ء ومثلث اه > هونصف ضرب !رفي ه ك5ء فئسبة مثلت 


أن ب إلى مثلث ١ه‏ 5 كنسبة نصف ضرب أع في ن ب إلى نصف ضرب ١‏ رفي هك وكنسبة 
ضرب اع في ن ب إلى ضرب أر في ه ك. وهذه النسبة هي مؤلفة من نسبة اع إلى أ ر ومن 
نسبة بان إلى ه ك ؛ ونسبة اع إلى ١‏ راهي نسبة ب ١‏ إلى ه | لآن ه رمواز ل ب ع. فنسبة 
مثلث ! ب ن إلى مثلث 1ه ك مؤلّفة من نسبة ب ن / إلى هك ومن نسبة ب 1 إلى !ه. وعلى 
هذا المثال أيضا نييّن أن نسبة مثلث ج س د إلى مثلث ج ح ي مؤلّفة من نسبة د س إلى حي 
ومن نسبة د ج إلى ج ح. ولأن نسبة ب زإلى زه كنسبة د ط إلى ط ح» يكون على التركيب 
نسبة باه إلى ه زكنسبة داح إلى حط. ونسبة زه إلى ها كنسبة طاح إلى ج ح. 
فبالمساواة؛ يصير نسبة ب ه إلى ه اكنسبة د ح إلى ج ح ؛ وعلى التركيب» نسبة ب ١‏ إلى اه 
مثل نسبة د جد إلى جد ح ونسبة با ن إلى زل كنسبة داس إلى م ط ونسبة زل إلى هه ك كنسبة 
م ط إلى ح ي. فبالمساواة» نسبة ب ن إلى هك كنسبة د س إلى ح ي. ولأنا قد بِيّنا أن نسبة 
مثلث اب ن إلى مثلث اه ك مؤّلفة من نسبة ب ١‏ إلى اه ومن نسبة ب ان إلى ه ك ؛ وهذه 
النسب هي مثل نسبة دج إلى ج ح ونسبة د س إلى ح ي كا بِيّناء يصير نسبة مثلث 1ب ن 
إلى مثلث 1 هك مؤلّفة من نسبة د ج إلى جاح ومن نسبة د س إلى ح ي؛ ومن هاتين النسبتين 
ياتلف نسبة مساوية لنسبة مثلث ج من د إلى مثلث جد ح ي كا بينا. فنسبة مثلث ١‏ ب ن إلى 
مثلث 1ه 5 مثل نسبة مثلث ج س د إلى مثلث ج ح ي. فعلى التبديل يصير نسبة مثلث 
اب ن إلى مثلث ج مس د كنسبة مثلث 1ه > إلى مثلث جاح ي. 


اند قسن 2/131 : كتب ناسغ [ق] الراء ذالاً وكنبها ناسخ [ [1] زاباء ولن نثسير إليبا فها بعد / مواز: موازي [1]: ولز نشير إلى مثلها 
فيا بعد - 2ج فا فلفاه على: ناقصة [1] / 3: ر[ق] / وبصيرا فيصير[ا] - 3آنب:اب ن[ق] - 4انب:ابان[فق)/ 
-- اب أن [ق] / هه ىا : كرر بعدها ووكنسية ضرب اع في ن ب إلى نصف ضربت ازلي مكف ثم سرب عليها بالقام [1] 5 1 
بان [ق] - مج بسن 0 : + دس إق] - 0ط ح: جاط [1] / ج اجاح ج [ق] - 11 سد حي: ح: حعج رق] _- #اجاح: 
ح ج [فى] / مم : طم [ف] رَل دز 0]_ ذامط طم رقا إلى م ع ي: إلى ب ح [!] - 15 اللي : النسبة [ق] / دج : 
د [1] - 6د ج : دح [ا)] لعي : باح ا 3 7 انلق : لا نعرف ثل هذا الاشتفاق استعالاً في سياق نظرية النسية إل لي نصي 
إبراعم بن مان (انظر ص 723). يهذا تركاه : والمقصود هو تألف نسبة من نسبنين أو أكثره والمألوف لي هذا المعنى هو «يتألف؛ / جد س د: 
جد دس [فق] / مثلث (الثالثة): نأقسة [1]) - 18 هئل: مئلث [!] / جد س د: حا دس [قع) - 19ج س دا ج دس [ف]/ 
جعي ي حج [1] - تمد في مخطوطة [1] شكلين قط . 


ف - "م1 دو 


ل" 


وأيضنا. فإن سطح هك ل ز فيه خطان متوازيان وهما زل ه كدء فهو مساو لضرب نصف. 
مين حي نم في العمود الواقع بيذها وهو ه ش. فنسبة مثلث ا بان إلى سطح 


ه ك ل زكتسية ضرب عمود !ع في نصف خط ب ن إلى ضرب ه هاش في نصف خطى زل 


هي ٠‏ فنسبة مثلث ١‏ ب ن إلى سطح ه رلك إذن مؤلفة من نسبة اع إلى هاش ومن نسنية 
نصفن خط اب ن إلى نصفن خحطي ها ك زل. ونسبة اع إلى ه ش كنسبة ١ب‏ إلى ه ز/ من 
أجل أن مثلث هاش زشبيه بمثلث اع باء إذكان خط اع موازيًا لخط ه ش لأنما عمودان 


على خطين / متوازيين. وخط باع مواز لخط زش وخط اب في استقامة خط ها زء فيصير فى +1 ط 


5 


نسبة مثلث ! سب ن إلى سطح ه زل 5 مؤلفة من نسبة ١‏ ب إلى ه زومن نسبة نصف ب ن إلى 
نصف مجموع زل هد 5. وعلى هذا المثال يتين أن نسبة مثلث ج داس إلى سطح ح ي م ط 

إل ما كسبة لام إل حي ما 0 
سن إلى يل مح كتسبة يس إلى ع حي؛ ونب أنصافها أيضاكذلك: نسية تصف 
ب ن إلى نصف زل هك كنسبة نصف د س إلى نصف ط م ح ي؛ وقد كنا ينا أن نسية مثلث 
اب ن إلى سطح ه زل 5 مؤلفة من نسبة ١‏ ب إلى ه زومن نسبة نصفل ب ن إلى نص ف كاه 
ل ز. فأمًا نسبة 1ب إلى ه زفإنها كنسبة داج إلى ط ح. لأن نسبة ب إلى 1ه كنسبة داج 
إلى ج ح كا بيّنا. ونسبة ه [ إلى ه زكنسبة ج ح إلى ح ط + فبالمساواة. يكون نسبة أب إلى 
ه زكنسبة ج د إلى ح ط ء وامّا نسبة نصف ب ن إلى نصف ه 5 زل فإنها كنسبة نصف د س 
إلى نصف حي ط م. فإذن نسبة مثلث 1ب تن إلى سطح ه زل ك مؤلفة من نسبة ج د إلى 


مؤلفة من هاتين النسبتين كا قلناء فنسبة مثلث ١‏ ب تن إلى سطح ه زل ك5 كنسبة مثلث جا د س 


اعد لزه هالا زب [اءق]/ ماو : مساوي [1] 3ه دلى ره ك زل زواع مطح ها رل 5 : مثلث اماك [اء 


ق] - 6ه ش زر عه س رزاع ! اع سه: ادع [] ' اعد شغ [ا) اه رلي : ه رك ل [1. ق] ولك نشي إلى مثلها فيا بعد 


لاح ني م ط :اح بي طم [1. ٠ف]‏ - [1ذه5 (لايل: ل شية): مط زاع - 13إسان: سراق 15إسان: 
[1] 7هاءاه [قع ‏ 9[اسان:اسارواع - 20 نص (الأونل): ناقصة ['] رجاس د حادس [ق] اح تي مرط: 
حي طء زاق) ‏ الااحطمي جح ديم [. ق]ااسان ادب []' ج س د: جددس [ق)|. 


5 وخ 


باابا 


ه زل> إلى سطم ح ي م ط. وكذلك نبيّن أنّها أيضًا كنسبة سطح ب ن ل ز إلى سطح 
س داط م؛ وقد كانت أيضسًا هذه النسبة كنسبة مثلث 1ه > إلى مثلث ج ح ي. فنسية الواحد 


إلى قربنه كنسبة الجميع إلى الجميع . فنسية مثلث 1 ب ن إلى مثلث ج من د كتسمبة جميع مثلث 


مس مط د. وذلك كنسبة شكل ١‏ ك ل ن ب إلى شكل جد ي م س د وذلك ما اردنا أن نبيّن. 


ولنا أن نبي ذلك اركان ذا أن زوية ب قامة وحدمه أوكل واحدة من زاويتي ب دء فإن 
لبرهان على ذلك شبه ببذا لأنا نستعما ل الشسية ؛ بين خط اب وبين ن أقامه بدل ما استعملنا / 
لنسبة بين عمود اخ وبين عمود مش أو عمود زق. وكذلك نستعمل مكان ضرب اع في 


بان. ضرب اب في بانء وبدل ضرب ه ش في نصف كاه ل ن ضرب ه زفي نصف 


10 ك ه لان وكذلك في الشكل الذي عليه ج ي م س د. 


- ب - كل قطعتين من قطع مكافئ» فإن نسبة إحداهما إلى الأخرى كنسبة المثلث الذي 
قاعدته فاعدة الأول ورأسه رأسها إلى المثلث الذي قاعدته قاعدة الأخرى ورأسه رأسها. 

فلبكن قطع مكافئ عليه اب ج د./ ونقطم منه قطعتين عليها أب ج د. ونقسم خطي 
١ب‏ ج د بلصفين على لقطتي ها زء وتجيز عليها قطرين. رهما قطرا ه ح زط ء يلقيان القطع 
عل تقطتي ح طاء ونصل اح ح ب ج ط ط د. 

فاقول : إِنْ نسبة قطعة اح ب من القطع إلى قطعة ج ط د من القطع كنسبة مثلث 1ح ب 

فإن لم يكن كذئك؛ فليكن نسية مثلث اح ب إلى مثلث ج ط د كنسبة قطعة اح ب من 
القطع إلى سطح هو أصغر من قطعة ج ط د من القطم . وهو سطح 5 . فالقطعتان اللتان يحيط 
بها خط جد ط المستقيم وقطعة ج ط من خط القطع وخط د ط والقطعة التي عليها ط د من خط 


احي مه ح طيم لق]اح ح ءيط [)] مان لز امال ل [اع رما لان [ق] اليس دصا ءوس عن د مط [ع ط دمرم 3 
رق) - +3سدسه: حدس [ق] اك هك ها كارا هازن5 اه رك ل إام عاك رك زف ربا دل: اسارب [] 


رلا نان زق] ٠‏ - لي عاط حعيط [ا) حي طاء رفع 5 نام طاد' سعدس 33] عيمس د: دعا ميس ['] 

0 ناح يعسن ذا حادس يء [ا] - 3|اساخده: اج ناد [ق]؛ وكرر تاسخ [1] تعدها د كل قطعتين س 
قضم مكافنْة. ثم شدب عببب ملثلى 3 6 حسم حاب ]١[‏ بج طا دا دطاج [ل الجب) اباج [ا] - (اج طاو 
حاحط (] #لساصد حط د [ع رابا اناح[] - 98] جح ط دا جا دط[اع - 20د ط 0ط د[ق]' عليها: عليه 


إللاق] ا طد: تاقصة [اع. 


ل م1 


١‏ لشن 


القطم إما أن تكونا أعظم من فضل قطعة ج ط د من القطع على سطح ك أولا تكونا بأعظع 
من هذا الفضل . 

فلتكونا أولا ليس باعظم من هذا الفضل: فيبق مثلث ج د ط ليس باصغر من سطح ك : 
فنسبة قطعة اح ب من القطع إلى سطح كك ليست بأصغر من نسبة قطعة ١‏ ح ب إلى مثلث 
خاداط. ن نسبة قطعة اح ب إلى سطح كك هي كنسبة مثلث اح ب إلى مثلث ج د ط ء 
فنسبة مثلث أ ح ب إلى مثلث ج دط ليست بأقل من نسبة قطعة اح ب إلى مثلث ج د طاء 
وهذا محال. لآن مئلث اب ح اصغر من قطعة اح ب من القطع . 


وليكن قطعتا ج ل ط ط م د من القطع أعظم من فضل قطعة ج ط د من القطع على 
(سطح ك الذي يفضل على» مثلث جه د ط. ونقسم خخطي جد ط ط د بنصفين على نقطتي ات 
س + ونجيز عليها قطرين موازيين لخط زط . إذ كانت أقطار هذا القطع متوازية. وهما قطرا ن ل 
س م. ونصل خطوط ج ل ل ط ط م م د. وجي زعلى نقطة ل خطاا موازيًا لخط ج ن طء فهو 
عماس للقطع كا تبن في كناب الغخروطات ؛ وليكن الخط / ع ل فء وتخرج إليه قطررط فيلقاه 
على ف ء وقطرًا موازيًا لقطرزط من نقطة ج ؛: وهوج ع. فسطح جاع فاط متوازي الأضلاع 


| تكونا: بكونا ق] جم ط د: د داط [1] // تككونا : يككونا [ق] / بأعظم : أعظم [ق) - 3فتكينا: فلكونا زق] أ لج داط: اس طاد 
زق] - 5خ دط (الأول والثانية) : ج ط د رق ] - 6ج دط (الأيل والثانية) ‏ طاد رق ع - 7إاساح: أاحب [ق) - 
9س يبط ؛ شط م زت]. 


بده 


فى 


- ره دي 


وهر محيط بقطعة ج ط ل من القطع . فهو أعظم منها. فنصفه أعظم من نصفها. فثلث ج ل ط 
الذي هو لصف سطح ج ع فاط أعظم من نصف قطعة ج ل ط من القطع. وكذلك نبيّن أن 
مثلث ط م د أعظم من نص القطعة التي هوفيها من القطع . فإذا فعلنا بالقطع التى على خطوط 
ج ل ل ط طم مد من القطع مثل هذاء أعني أنا تفصل من كل واحدة منها أعظم من 
نصفها: فإنا سننتهي إلى فضلة من قطعة ج ط د تكون أصغر من فضل قطعة ج ط د على سطح 
5. فليكن الاني هو قطع جل لط طم مد من القطع. فبيق الشكل الذي عليه 
ج دم ط ل أعظم من سطح 5 . ولأن قطرط زقد قطع خط ج د بنصفين. فإن خط ج د 
على الترنيب. فنخرج من نقطتي ل م خطين موازيين له. أعني على الترثيب على قطر زط . وهما 
لات م ث. يلقيان القطرعلى تقطني ات ث. ونقسم خط ها ح من قطره ح على نسب أقسام 
خط ط زعلى نقطبي ش راحتى يكون نسبة خط اح ش إلى ه اح كتسبة ط اث إلى ط ز ونسبة 
رح إلى ه ح كنسبةات ط إلى ط ز. وتخرج من نقطبي ش ر خطين على الترتيب من قطره حء 
أعني موازيين لخط آب. فإن خط ١ب‏ أيضنًا من خطوط الترتيب لأن قطر هم ح يقطعه 
بنصفين. والخطان ش ي رق. ولنخرجها إلى جهتين مختلفتين: فيقعان على القطع على قطني 
ي قء ونصل أق ى ح حي ي ب. ولأن قطر القطع المكافئْ ه ح. وقد قطعته خطوط على 
الترنيب وهي اه ق رء يكون نسبة مربع ١ه‏ إلى مربع ق رمثل نسبة ه ح إلى خط رحء فإن 
هذا مما قد تبيّن ي كتاب الخروطات . وكذلك يصير نسبة مربع د زإلى مربع لات كنسية خط 
زط إلى خط طات. ولآن تسبة خط ه ح إلى خبط رح كتسية خط زط إلى خط طا نت ؛ يصير 
نسبة مريع خط أه إلى مربع خط رق كنسبة مريع خط زد إلى مربع لا ت. وهذه الخطوط 
أيضنًا في الطول تكون متناسبة. وقد تبن في الشكل الذي قبل هذا أنه إذا كان خطا ه ح زط 
مستميمين وقسم خط ها ح على نقطة ار وخط زط على نقطة ات ء وكانت نسبة له ر إلى رح 
كنسبة زات إلى تا ط . وأخرج خخطا 1ه رق / متوازيين وخخطا زد / لات متوازيين. وكانت 
نسبة اه إلى رق كنسية زد إلى ل تء ووصلت الخطوط . فإن نسبة مثلث اه ح إلى مثلكث 


5 تككون: يككون وق] - 8الترتيب : تعد بعدها دمن خط ح ذه وا]) - 9ل ناث د يات [ا] - 10 ش :سن [] حش: عن 


ط شر طات [م | المرح: زح []ت ط: شط [ا] بر : ز[ا) - 3[ شي عي[ - 14يب: رساؤا] 
تأرح: زح زا] 6 لت: مب ننم 7أرط: دط [] ل رح: زح زاع - 15 مريع (الرابعة) * بامخسة [] 7 ات عاث 
ل 9انكرد: بكرن رقع 20ه جاه ط[ق]ار ززام ناداث [0 اهار ال رخ: ه رول زح [] 210 زات رت 
1 ماس لاط م للد ملك [!ام ل ليل الث اععث [1]. 


م٠‎ 5 


كرثا ساي 


فى دقما در 


ج ط زكتسبة سطح اها ح قٌ ف إلى سطح ج ل ط ز. وعلى هذا اللمثال نب نين أن نسبة مثلث 
هبح إلى مثلث زط دكنسية سطح هي ب إلى سطح طم دل ونسبة مثلث اح إلى 
مثلث ط ج زكنسبة مثلث ه ب ح إلى مثلث زط د؛ وذلك أن خط 1ه كا كان مساويًا لخط 
ه ب. وجب أن يكون مثلث 1ه ح مثل مثلث ه ب حء وعلى هذا المثال يكون مثلث زج ط 
مثل مثلث زط د. فن أجل هذا يكون نسبة سطح حي ب ه إلى سطح زد م ط كنسبة سطح 
١ه‏ ح ق إلى سطح ج ل ط ز. وبصير نسبة سطح ١ه‏ ح قٌ إلى سطح ‏ ل ط زكنسبة شكل 
أب ي ح ق إلى شكل ج دم ط ل. ولكن نسبة سطح اه ح ق إلى سطح ج ل ط زكنسبة 
مئلث ه ح ا إلى مثلث ج زط وكنسية اضعاف هذه المثلثات. فنسبة مثلث ١‏ ب اح إلى مثلث 
دط ج كنسبة سطح ب ١ق‏ ح ي إلى سطح داج ل ط م. ولكنًا قد كنا وضعنا أن نسبة قطعة 
ا حب هن القطع إلى سطح 5 كنسبة مثلث اح ب إلى مثلث دط جد. وبينا ان سطح ى 
أصغر من شكل د ج ل ط ه. فنسبة قطعة آح ب من القطع إلى سطح ك5 أعظم من نسبتها إلى 
شكل دج ل طم. لكن نسبتها إلى سطح 5 كنسبة مثلث ح !ب إلى مثلث داط ج كا 
وضعنا. فنسبة مثلث حاب إلى مثلث داط اج أعظم من نسبة قطعة اح ب إلى شكل 
دج ل طام. ونسبة قطعة اح ب إلى شكل داج ل ط م أعظم من نسبة شكل ١‏ ب ي ح ف 
إلى شكل دج ل ط مء فنسبة مثلث اح ب إلى مثلث داط ج أعظم كثيرًا من نسبة شكل 
اباي ح ف إلى شكل د ج ل ط م. وقد ببّنا أن نسبة مثلث ١‏ ب ح إلى مثلث د اج ط كنسية 
شكل اساي ح ف إلى شكل دج ل ط م. وهذا محال. فليس يمكن أن يكون نسبة مثلث 
أباح إلى مثلث دج ط كنسبة قطعة ب ح إلى شكل أصغر من قطعة د ط ج. 

وإن أمكن أن بكون إلى سطح أعظم منباء فإن نسبة مثلث داط ج إلى مثلث [ باح 


ستكون كنسبة قطعة د ط + ماي 0 
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5ه 


ل شهمؤة اص 


إلى سطح هو أعظم من قطعة ط جد دء فنسبة مثلث 1ب ح إلى مثلث ط ج د كنسبة القطعة 
الني يبيط بها خط | ب المستقي وقطعة من خط القطع عليها أ ب إلى القطعة التي يحيط بها خط 
ج د المستقيم وخط ج د من القطع . وعلى هذا المغال يكون كل قطعتين من القطع المكافئْ » فإن 
نسبة إحداهها إلى الأخرى كنسبة المثلث الذي قاعدته قاعدتها إلى المثلث الذي في الأخرى ؛ 


ة وذلك ها اردتا ان بسمن. 


- ج - كل قطعة من قطع مكافئ؛ فهي مساوية لثلثي السطح المتوازي الأضلاع الذي 
قاعدته قاعدتها وارتفاعه كارتفاعها. وهي مثل وثلث المثلث الذي قاعدته قاعدتها ورأسه رأسها. 
فليكن قطم مكافئ عليه تَ اث وليقطعه خط ماء وهر خط ب جء. ففصل منه قطعة 
ب اج. وليقسم خط ب ج بنصفين على د ء / ولنخرج من نقطة د قطرًا للقطع وهود .١‏ صل 
0 اب اه ونجيز على نقطة [ خطًا موازيًا لخط ب ج » وهرخط نا سء وعلى تقطتي ب ج 
قطرين موازيين لقطرا د وهما ب ن ج س. 
فأقول: إن نسبة قطعة ب ١‏ ج من القطعء أمّا إلى سطح ن ب جا س فكنسية الأربعة إلى 
الستة. وأمًا إلى مثلث !اس ج فكنسبة الأربعة إلى الثلاثة. 


هيا ال 


3 لمشي ونحط ج د من الفطع : من الفطع يخخط ع د المتقيٍ [ ] - 8 ففصل: كب بامخ [1] فرقها «ففصل< - 9 قطرًا للقطع : 


فصر لشطم [1] - 10 ئاس: راش (ا)م ‏ طالاداان ا [] رضات: سار [] - 12ل ساع س: ويا اس [(] - 


[[اما سا م زع 


برهان ذلك : أنَا نقسم كل واحد من خطي ١‏ ج ١‏ ب بنصفين على نقطتي ها زء ونجيز علبها 
رين يطعا الل أت الذي يز بقطة ذ منه فى م ونا الآخر فعل ح. مج دن لقني 

طاح خطي ط ل حك مماسين للقطع ويلقيان القطر الذي عليه ! د على نقطني كى ل ١‏ وتخرج 
ل ط ليلق بان على م وخط كح ليلق س ج على ي . وتخرج من نقطة اح خط اح ش على 
الترتيب من قطرا دء وكذلك خط ط رأيضنًا. ونخرج من نقطة ح عمود حع على أ جء ومن 
نقطة د عمود د ف على | ج. وليلق خط ح ش خخط | ج على ق. فن أجل أن خط ه ح قطر. 
وقد قطم خط ج | بنصفين. فإن / ج | خط ترتيب. وخط حك قد خرج مماضًا للقطع من طرف 
القطر. فهو مواز لخطوط الترتيب. فخط ١‏ ج مواز لخط كك يء وخط كك ح ايضنًا عماس للقطم ؛ 
وقد خرج من موضع القاس إلى القطر الذي عليه ١د‏ خط ترتيب وهوح ش . ولتي قطرا د الخط 
الماسَ على كك . فخط ك ١‏ مثل خخط ١ش‏ . ونسبة ١ك‏ إلى ا ش كنسبة ح فى إلى ق ش . لآنا ف 
يوازي ك ح. فخط ح ق مثل خط ق ش. وأيضا. لأن خطي ح ش جد د هما من خطوط 
الترتيب لقطر ا د. يكون ج د موازيًا لخط ش قء فنسية دا إلى اش كنسبة داج إلى ش ق. 
ونسية دا إلى اش كنسبة مربع داج إلى مربع ش ح كما تبن في الغروطات ٠.‏ فنسبة داج إلى 
5 ش فى كنسبة مربع د جد إلى مربع ش ح. ولذلك يكون خط ح ش وسطنا في النسبة بين خطي 
دج ش ق. فضرب داج في ش ف مثل مريع ش ح؛ ومربع ش ح مثل ضرب ش ف في فاح 
أربع مرات.. لأن ش ق مثل ح ق كا ّنا فإذن ضرب دج في ش فى مئل صرب ح فق أربع 
مرّات في شق . فخط احاق ربع خمط داج. ولآن خط داج مواز لخط اح ق. وخخط دف 
ممرد. خط ح العمود وط قح هوستقي مع خطاع ناء يكون ثلث ذاتاج شبيها 
ثلث حع ق. ٠‏ فنسبة جع إلى ف د كنسية ح ق ق إلى دج. . وح ف ربع ج دء ف جع ربع 


دف. ونسبة جع إلى د ف كنسية ضرب عمود ع في اج إلى ضرب عمود دف في خط 
اج. وهذه النسبة هي نسبة مثلث 1ح ج إلى مثلث ! دا جء فثلث اح ج ربع مثلث [دجء 


[ستدن رام - 1 حكدخ5 [|| | 4لش: لش [0 ١‏ صان: بو [ا] / للق ابلق [1] ' س ج: اش ح ]١[‏ / بح ش: 
كشب لشي مبا. ولى نشير إلى مثلها فيا بعد [|]) - 5 صا را طاد 0 كاي :كب [ا) ااحش: حاص [1] 0ه 
38 |]')] 4ح شى: دس [ا] - 17ح قف (الثاية) ١‏ حاف زا] - #أوخط: لط [ا ٠ق‏ حع! دع [م]' 


ا 


9 


ٍِ 
3 8 للد ا 0-0 
حق (الأيل والكاية)” عا [ا] 0 عع زلأيك وقابة). ب 


أ 


1- 


لوا مماس: دكح [] | 9الجعفى عق (م]' 
دمالالاية) مح ل.ف] - اذلشتث ‏ ندح: كيرش مسح []. لم ضاب علبي دلقس. 


كر+اخ 


كَ 


كما دو 


فهو تمن مثلث آ ب جدء لأن مثلث 1ب اج ضعف مثلث ! داجاء إذ كان خط ب ج مثلى خط 
ج د. وقد تبيّن في الشكل الذي قبل هذا أن كل قطعتين من قطع مكافئ؛ فنسبة إحداهما إلى 
الأخرى كنسبة المثلث الذي قاعدته قاعدة الأول ورأسه رأسها إلى المعلث الذي هو نظيره في 
الأخرى. فقطعة !اح ج من القطع تمن قطعة ب ١ج‏ من القطم. وعلى هذا المثال يكون قطعة 
وبيق مثلث ب ١!‏ ج 3 أرباع قطعة ب 1 جدء فهي مثل وثلث له. وسطح ب ن س ج ضعف 
مثلث ب اجء فتسبة قطعة ب ١ج‏ إلى مثلث ب 1ج كنسبة الأربعة إلى الثلاثة : وإلى مطح 
ب نس ج كتسبة الأربعة إلى المتة؛ وذلك ما أردنا أن نبيّن. // 


كمض د م 


تم كتاب إبراهيم بن سنان في مساحة القطع المكافئ. لودو 


9م .. مساحة: ثم استسخراج مساحة [1] / المكافئ : نجد بعدها: #والممسد لله ربت السالمين والصدرة عل الذي جمد وأله؛ [ ], ,والممد لنة 
وحذه والصلرة واثلاء عل م لا لي بعده وعلى اله واحييبة اسيمعين لي ليه بيهر ايها عن نيار الأسيب رابع عثر دتي الفعدة سنةاتم 
وكمسير وماثة بعك الإآبىى بشي العشع الاج قطن صدليء غم النه ولوالديه وميم المسلمين؛ [3]. 


كفده 


كان إبراهيم بن سنان بن ثابت 


في مساحة قطع المخروط المكافئ 


قد كنت عملت كتابًا في مساحة هذا القطع قديمّاء وغيرت في شكل منه شيعا ؛ ثم ضاعت 
النسخة المصلحة والنسخة القديمة : فاحتجت إلى إعادة ما استخرجته من ذلك في هذا الكتاب. 
فإن وقعت نسخة تالف ألفاظها هذه الألفاظ , أو في شىء مها معنى يخالف بعض معاني هذه 
النسخة؛ فهي إحدى النسختين اللتين ذكرتها. وقد عمل جدي ثابت بن قرة في ذلك والماهاني 
أعمالا. 

8 “ا اللالانادساسششلة 6 

١ -‏ - إذا كان شكل اب جح ده كثير الزوايا وشكل زح ط يك أيضا كثير الزواياء 
5 ليت ص 2-5 
واخرجت خطوط ب ل ج م ح ن ط س توازي خط د ه وخط يك ؛ فكانت نسب خطوط 
ال ل م مه على نسب خطوط زن ن س س 5 » ونسبٌ خطوط بال ج م ده على نسب 
9 3 عط يل ؛ ووصل أ دي ز فإن نسبة مثلث اده / إلى مثلث ي ك زكنسبة 

برهان ذلك: أنا نخرج عمود اع فق على خطوط ب ل جام ده المتوازية» وعمود 
زرش ت (على خطوط ح ن ط س يي المتوازية»: فنسبة مثلث !ده إلى سطح ج ده م 

| الملة: ناقصة [ل] - # إبراهي : ابرهم [سب] / بن ثابت : : ناقصة [بع] - 3 قطع امخروط : القطع [ب] - 4عملت: علمك 
0 46نطة: السمغشةء ٠‏ ثم ضرب على «الء بالقلم [ب] / تخالف: يغالف. ولن نشير إليها فها بعد [0] / أو: ناقصة [خ) / معنى : 
مفى [لع - -_7فهي: فهر [ب لخة : لع / ذكرتها: ف كرتها لع - 19 : ناقصة ل] - 10 يال: نجد في الحامشش كله مع ونه 
قرقهاء أي ك ل لي لسخة أخحرىء ويشير السجزي إلى هذه النسبة بحرف ونه أو بعلامة + ويلحقه يمير أحمرء ولن نذكر هذا بعد ذلك 
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أل2ازن. .. خخطوط : ثاقصة [زب] - 2 حن : ع داخء لم رق 5 ا آأد: خطروط ال ٠‏ وكب وده فوق ول» [ب] / 
ناث والأيي: : أتبها في الامش مع يان موضعها [ب] / يك ز: يك [ل] يل زاب] ك زي (خ] -_- 3 زخط زح ط يك : خط فى 


لع - 4ع فاى: نجد في الخامش دفر مع ونه فوقها [آب] - 5 زرشاث: : شوترات [ب] ونجاد زه قوق الرقو/ ملث؛ ناقصة 
[خ١‏ ك]. 


+أث 


ب- 181 الل 
ع 187 -اظ 
ل - ١و‏ اظل 


ل 


ااا عدو 


هي كنسبة ضرب أف في نصف داه إلى ضرب ف قف في نصض داه ج مء وذلك أن مساحتهها 
مساوية لضرب الخطوط التي ذكرنا بعضها في بعض. فإذن نسبة مثلث اده إلى سطح 


وأيضًاء نبيّن أن نسبة مثلث زيك إلى سطح يك س ط مؤلفة من نسبة زت إلى ت ش 
ومن نسبة نصف ي5 إلى نصف يك ط س. 

فأما نسبة آق إلى ق ف فكنسبة 1ه إلى ه م لتوازي/ خطي ده ج مء وكنسية/ زك 
إلى ك سء لأنا فرضنا نسب هذه الخطوط في البدء متساوية؛ وكنسبة زت إلى ات ش. وأما 
نسبة نصف ده إلى نصف داه ج م فهي كنسبة داه إلى داه ج م» وهذه النسبة مثل نسبة 
يك إلى يك ط س لأنها على التفصيل فرضت كذلك» وتلك النسبة كنسبة نصض يك إلى 
نصف يك ط س» فإذن نسبة نصف ده إلى نصف داه ج م كنسبة نصف يك إلى نصف 
ي ك5 ط ا س. إن انشيج اللي لزني مب قسني ديه مشا رن يسان 
ج ده م»؛ مساوية للنسب التي تؤلف منها نسبة مساوية لنسبة مثلث زييى إلى سطح 


اكت ة: نبة [ل] / ضرب (الثاية) : ناقصة وخ] / فاق : جد ف الحامش «فوة مع علامة + فوقها ب] / ماحتها: : ماستبا [ب] - 
2 فإذن : كتبها دائمًا «فإذاه ولن نشير إليبا فيا بعد [آب] وج مهاد ؛ جام ده [باءاخء ل]ماق: تمد لي الحامش هاوه مع علامة + 
غونها [ب) / قاف: آف [بء خ. ل ٠‏ ل] / نسبة: اناقصة [ل] / نصن: أثبئها في الهامش [ب] / نصف: أثبتها فوق السطر [ل] - 
4ريك: دي ك [خء ل] /ي ك س ط : باك ط س [ل] يك ط ص [بء خ] / نسبة : نسبة في ثم صرب عل «يء بالقلم [ب] / إلى 
نتاش: إلى نسبة تس [ب] ونجد نحتها «سن» وضرب على «نسبة» بالقلم - 3نسبة: ناقصة إباء لع - 6اق: نمد روه غها ربع / 
قف: فاق [ب] / فكية: كنة [ل] /ج م: جد فوقها «جمده مع علامة + [ب] / زرك : زل وبع - 7البدء : البدى [بء خ؛ 
لع - 8نسف: أنبتبا فوق السطر [ل] / إلى نصف ده : : اقصة [ل] / فهي : هي [ل] / ده (الثالثة) : 1 عط ثم أثبت الصواب في 


الفامش [ب] - وي5 ع ء يشيه الكاف لامّاء ولن نشير إليها فها بعد [ب] / إلى ص5 : ناقصة [لع) - 0ط سس : طش [ل] 2-5 


0-!! إلى نسصفبي5 : ناقصة [ل] - 1اط اس : طش [ل] / الب : النبة [ل] / نسبة: نسب [ْه ل] هي نسبة [ب] / مساوية: 
متسماوية [خ: ل /اة كلة رخ 2 - 1ع زه د : ده دم ٠‏ ثم أثبت الصواب في الحامش مع علامة + [ب] / مساوية للنسب: 
متساوية النلسب [ل] / ماوية والأيل .- اعبية: : أنبنيا في أفامش [س] / مساوية لبة: متساوية كتبة زبء خناء 


ه١‎ 


نا ١#‏ سو 
70-0 دعو 


ل - ع؟وض داظ 


يك س ط. فلذلك تكون نسبة مثلث اده إلى سطح ده مج كنسبة مثلث زي> إلى 
سطح يك س ط. وكذلك نسبة مثلث اده إلى سطح ب ج م ل كنسبة مثلث زي> إلى 
سطح ح ن س ط؛ وذلك أن السطوح القائمة الزوايا المساوية لحاء أضلاعُها يأتلف منها نسبة 
واحدةء كانا قلنا: نسبة اق إلى ع ف كنسبة زت إلى رش » ونسبة نصف د ه إلى نصف ج م 
ب ل كنسبة نصف ي ك5 إلى نصض ح ن ط س. وكذلك نسبة مثلث اده إلى مثلث زي كى 
كنسبة مثلث / ب ل إلى مثلث زح نء لأن نسبة عمود 1ف إلى ع أ كنسبة زت إلى زر ونسبة 
ده إلى ب ل كنسبة ي ك5 إلى ح ن. فإذن نسبة امثثين الكبيرين كنسب السطوح كل واحد إلى 
نظيره. فإذا جمعناء صارت نسبة سطح ج مه د إلى سطح ط سك ي كنسبة شكل 
أب ج ده إلى شكل زح ط ي5. وكانت كنسبة مثلث اده إلى مثلث زي>. فإذن قد 
تبيّن ها كنا قصدنا/ بالبينة. 


- ب - وإذ قد تبيّن ذلك» فنا نين أن كل قطعتين من قِطّم القِطع المكافئّ نسية إحداهما 
إلى الأخرى كنسبة المثلث الذي قاعدته قاعدتها ورأسه رأسها إلى المثلث المعمول في الأخرى على 
هذه الصفة, 

فلتكن قطعة ! ب ج من قطع مكافئ وقطعة د ه زمن قطع مكافئ» وقاعدتاهما | ج دز 
ونقسمها بنصفين على ح ط . ولكن قطرا القطعتين ب ح ه طء ونصل اب د دهار. 

فأقول : إن ما ذكرناه حقّ. فإن كان باطلاًء فلتكن نسبة مثلث ده زإلى مثلث آا بج 
كنسبة قطعة د ه زإلى سطح أقل من قطعة | ب جء وهو سطح ي . ونقسم ب ج بنصفين على 
كدء واب بنصفين على ل ونخرج قطري ك م ل ن موازيين لقطرب ح؛ ويقعان على نقطتي م ن 


[ي ك عن كاعى ل : تيك اس [خء ل) خ ط سه ثم ألبت «يء فوف «خ؛ [ب] / ده م ج ه مج ده جا ء[بء م[ب. خء ل] /زيك : ركاي 
[ب] - 3-1 ظذلك... ح ناس ط: أنا في اغامش [ب] - 2 يك اس ط: يك طاس [ب] ك ي ط س [خ. ل] / وكذلك: 
فكذلك [بع / ب ج م ل: : ب جك م [ل] ب جل م [بء 4ج - - 3س ؛ ح زط س [خة لع يك ط س [سع / بأتلف: 
انظر التعليق ي النص , الأخخرص 699 - َرَت 5 ٠‏ نم] رش [ل لع - 5 إلى نصف .اذيك : مكررة [خ] / نصف (الثالية): 
ناقصة [ب] / ح ن: اح روبء. خ: ل] - 6زحن: رئح زب] وصححها في افامش / زت إلى زر إلى [خ]ف رإل دز(ل] باز 
إلى زد [بع” - 7حت: 2 وبواعة إل / الكين: الكثيرين [ل] / كنسب: كنسبة: ثم أثبت الصواب فوقها [ب] ‏ - 
8ج مهد: جد مده إبء خء ل] / ط سكدي: طاس ىك [ل] طا مس ي5 [بء ع - 9ابا جد ده: باج ده 
[خ] /زي؟: دىك (خ؛ ل] / قد: أثبها فوى الطر زب] - 0/ بالبينة: له [ب] بالبة [لع - !1 ب : ناقصة زبء ل]/ 
ذلك : ناقصة [س] / قطعتين ؛ + تطعير عفريو ب [النظ : علد تبج / إمتعناء : أحدهها (ب؛ لع - 5] ونقمها : ونقسمها [خ] / قطرا؛ 
قطر زما. ل] / وتصل اعد 3ه 21 اله كيه بوت ثم أثبت الصواب في الهامش [ب]_ - 7 اناج :اخ زلع - 8اعل: 
ف [ب] مع علامة + فوقها / موازبين: هكذاء ثم أضاف د بلون أحمر: متوازبين [ب] / باح: أثبتا في الحامش [ب], 


ديك 


ل ع سرود دو 


ا اك 2 17 سلس مسمس 6 
من القطع . ونصل | ن ن ب ب م م جء فكل واحد من مثلثي أن ب ب م ج أعظم من نصف 
القطعة التي هو فيهاء وذلك أنّا إن أخرجنا خطنًا يماس القطع من نقطة م - كخط س مع - 
كان موازيًا لخط بك جء الذي هو خط ترتيب على قطر م ك. وإن أخرجنا قطر ج س كان 
موازيًا لخط ب ح./ فليلق ح ب مع على ع »: فثلث باج م نصف سطح باع ج سن لم١‏ - ا 
المتوازي الأضلاع : / والسطح أعظم من قطعة بام جك ؛ فنصفه ؛ أعني مثلث بام جاه اخ ملاظ 


خطوطنا تحدث مثلثات هي أعظم من نصف القطّم التي هي فيهاء إلى أن يبق فضلة أقل من 
زيادة قطعة آب ج على سطح ي. فليكن المقدار الباقي قطع ان نب بام م جء فيكون 
سطح 1ح ج م بان أعظم من سطح ي. فإذن نسبة مثلث داه ز إلى مثلث 1 ب ج كنسبة 
قطعة د ه زإلى سطح أصغرمن سطح أن ب م ج ح. ونصل م ن: فيلق قطرع ح/ على فك ب - 10 -ظ 


| أعظم: اقل [بء خ: ل]ء وريما كانت في الأصل «أقل» وسقطت «ليس» - 2 خطا ماس القطع : خبطا مماس للقطع [ل] / م : 
أنيا في الهامض (ب] - 3ترنيب: الترنيب [ل] - 4حب: حعف [ل] / باج م: بامج [ل] - 5بامج 5: بامج 
[ب] / فنصفه : فنصف [ل] - 7 ازال: يزال [ل] / ننصف: بنصف (ل] -- 9 قطعة: فضلة: ثم أثبت الصواب في الحامش [ب] / ي : 
في زل] - 0 سطح اح ج م بان: بطح هين م احج : ثم أثبت ومس» لي اهامشض ب] بي : ف [ل] / ده ز إلى مثلث : نأقصة 
[ل] - 11 قطعة : ناقصة [ب] / [نايام جداح: انبمسحح [ب: خ: ل] / فيلق: يلق [ب. خ. ل] / قطر: ألبتها في الخامش [ب] / 
ع ح : حم [ل]. 


كك 


فيكون خط ترتيب. وذلك أنا نجعل قطر مك يلق ح ج على فق : وقطرّ ن ل يلق | ح عا 

فلأن ال مثل ل بء وقطرّل ص يوازي قطرب ح : يكون أ ص مثل ص ح. وكذلك ح ف مثل 
قاج. لكن آح مثل جح: فيكونح ص مثل ح ق. فالخط الخارج من م إلى قطربح على 
ترتيب يقع على قطر ب ح ويكون مثل ح ق. وكذلك خط الترتيب الخارج من ن مثل ح ى: 
فخط المترتيب / الخارج من ن مثل الخارج من م ء فها يقعان على نقطة واحدة. فلتكن ف. 
ونقسم ه ط على نسبة ب ف إلى ب ح على نقطة رء ونخرج خط ترنيب ش رت يوازي داز 
ونصل داش ش ها ها اتات ز. فلآن نسبة اح ب إلى ب ف كتسية ه ط إلى هار. تككون نسبة 


مربع د زإلى مربع نت ش كنسبة مربع | ج إلى مربع م نَّ. وذلك أن أبلونيوص قد بين في كتاب 
الغروطات أن نسبة مربع ختطوط الترتيب في القطم المكافئ كنسبة ما تفصله من القطر التي هي 
على ترتيب عليه. فإذن نسب خخطوط د زش ت ١‏ ج م ن - في الطول - متساوية. فإذن قد قسم 
خطا ه ط ب ح عإ لى نقطتي راف بنسب متساوية - وأخرج د زش ت متوازيين وأخرج اج 
م ن متوازيين - فكانت نسبة د إلى تيت مثل نسبة آج إلى م3 

فإذن تسبه مثلث ده ز إلى مثلك اناج كلسية سطح دش هات رز إلى سطح 
انذبامج. كا بّنا في الشكل الأول ؛ وقد كانت نسبة قطعة ده ز إلى سطح أقل من 
ان سا مج كنسية مثلث ده زإلى مثلث اب حء فإِذًا نسبة سطح داش هات ز إلى سطح 
انبا مج كنسبة قطعة ده ز إلى سطح أصغر من سطح أن ب م ج؛ وذلك محال. بين / 
الاستحالة. ظاهر أنه خلف لا يمكن. لأن قطعة داه زأعظم من د ش هات ز. فليس نسبة 
مثلث ده زإلى مثلث آ ب ج كنسبة قطعة داه زإلى سطح أصغرٌ من قطعة | ب ج. 
وإن أمكن . فليكن !! سطع اعم ا إقداسبة ل اج إلى لت فاه كس 
قطعة أب ج إلى سطح أصغر من قطعة د ه ز. وهذ! ب يتبيّن أنه محال كما تبيّن ما قبله في عكس 
ا خط كتنب فوقه «خطوط؛ [ب] +5: كتب فوقها وده [بع جع ؛ حنج [خ] /لل: رت (ج]رى [ل] 2 فلأن: ولأن 


زب | ثمانت لصراب في افاعشن رامث ل : عشيك زب] قطر والكانيمع - أنتبا لي المامئى [ب] / باح ابح داوج 1 ' يكون ؛ يك [سا] 
وبكون رل] -_ حه [ل] - مان . وكشاءرء لها [اسا] لاخ “.ا عل : ناقصة زلع - 3 بقع .كنب «يقطم» في الطامشر 


زب] / عفى: خض إناءاخ. ل : خا لا ب] اث 1م [! ل حارج (الكانية) : أضف ؛ لخط؛ في اقامش [] 
لشكن : لكان اب] 6سافا وفك تم البت الصر ساي الحامش [ب] ' ساح: فح [ب] ارا ان بع | 7ش :رش [خ] 
هارا هار[ب] | #درا د ن[سح]ناش: سر[ما] ج: إلى سج إل]' أسريوس : 'بتيرس [ل] ‏ - 9 لي: الذي إماء نخ. 


ب] هي: هواب] 0 سب نسبة بن ل] ثم ألث الصواب في الفامش [ب] - !ار دولخ قد با ل] بنسب: بسب 
لع| در. درؤل[ لاع 12 نكابت: وكانت [ل] 3 هر أهرال] 4 ان نامج : التمسييك تب ماء ءا لك] 


5 تا سام : امي إن -] - 15-35 منيث (الأولى) ... كنسية م لك 6 سطع (الثانية) : نقسية [ت] - 


500 
ابه : 


7م _: لخمصة زب] ا إن (الأول): ناقضة [بع] ‏ - 20.19 مثلك ده زر ... إلى: مطرية زخ]) - 0ق تي سي زت] 
الب لي اهامش حر أسود ما يعني أب من الأصل [ب] / مال : ناقصة [ب] ' عا: ناقصة [-]. 


5ه 


4 ١44 - ل‎ 


ا م 


هذا الذي نحن فيه. فإذن نسية مثلث ده زإلى مثلث اب ج مثل نسبة قطعة داه ز إلى قطعة 


20 " 0 0 
اباح؛ وهذا ما اردنًا ان نبيله , 


- ج -- فأقول: إن كل قطعة من قِطع مكافئ نسبثّها إلى اثلث الذي على قاعدتها وفي 
ارتفاعها -/ كنسبة الأريعة إلى الثلاثة. 

برهان ذلك : أنا نضع القطعة آ ب ج وقاعدتها ! ج ونصفها د والقطرّب دء ونخرج خطي 
انب ب جم وزقم ع سدجد بنصلين عل ع + وتيج زه ح برازيه بهد ويلق القطع على زء 
ونصل ب ززجء ونخرج خط ترتيب زي ط يلق قطرب د على ط وخط ب ج على ي . فلأن 
نسبة داج إلى ط ي كنسبة د ب إلى ب طء التي هي كنسبة مربع د ج إلى مريع ط زء كا تبن 
في / خطوط الترتيب في كتاب الغخروطاتء يكون خط ط زوسطًا في النسبة بين دج ط ي؛ 
لأن نسبة دج إلى ط ي كنسبة مربع د ج إلى مربع ط زكا بيّنا. لكن لأن ب ه مثل ه جء 
وقطر ه ح يوازي قطر ب دء يكون دح مثل ح ج ؛ فإذن د ج مثلى ط زء إذ كان مثلي دح 
المساوي [ ط زء لأن سطح زط د ح متوازي الأضلاع لتوازي خخطوط الترتيب وتوازي الأقطار 
في القطم المكافئ. لكن نسبة د ج إلى ط زكنسبة زط إلى ط ي2 ف زط مثلا ط ي» فإذن 
ط ي مثل ي ز؛ فيكون دج -/ الذي هو ضعف زط - أريعة أمثال ي ز. 


2-1 قطعة ب ج: قطعة من القطع ٠‏ وألبت ١ب‏ ج في الهامش [ب] - 2 وهذا: ناقصة [ب] - 3اج: ناقصة [بء ل] / 
قاععد تا :كتب في الفامش «قاعدته» ونب - 4الأربعة : ألبنها ن الهامش [ب]. - 6 وتمرج .. ابد أثبتها في الحامش [ب ع / زهد اخ زه ح: 
مزحع[ب]ع - 7زج رحء ثم أثيت الصواب غرفها [ب) / خط (الايل): ألبنها في افامش [ب] / باج : باح [ل] أ ي : فق 
[ل] - هد دكا ين لاخر (اكثانية): : ناقضة [نب] - 9وجاء دح : ثم أنبت الصواب فوقها [ب] - 0الأن, اطي َي 
الامش [ب] / كتسية : يكنسبة [ب] / دج :بج د [نت] - ع ؛ ثم أثبت الصواب فوقها [ب] ه ج [ل] / قطر: اللبتها فوق 
السطر[ب] / ح ج : دج [ب. خ] رح [ل] / دج : دح [ل] أثبنها في ا مامش [ب] / مثلي : مثلثي [ل] مثل ثم أثبث الصواب في الحامش 
ت]/إذ : اذا [ب] / مثلٍ: مثلتي [ل] - 2ازط دح ح: وط دء ثم أثبت الصواب في الهامش [ب) - 13ف زط ملا ط ي: أثيبا في 
الامش [ب] ‏ - 14 دج : رح [ك]. 


ذاه 


خ د مدو 


ل -ه و1 دو 


ب - م1 دو 


وإن نحن أخرجنا عمود دك على ب ج وعمود زل على ب جح كانا متوازيين؛ لكن داج 
يوازي زي وقد وقع عليها جميعًا خط ب ج . فزاوية دك ج مثل زاوية زل ي لأن د كال مثل 
زل 5 المبادلتين. وزاوية داج ك مثل ادية يك لادج يِن؛ فثلثا زي ل داك ج متشاببان. 
قسبة دج إلى زي مثل نسبة دك إلى زل. فإذن» . لأن دج أربعة أمثال زي يصيرد ك أربعة 


: مئال 37. فإذن ضرب 25 في نصق أ أعنى مثلث ب ج د:ء أربعة أمثال ضرب زل في 


نصض ب جء أعني مثلث ب زج. فإذن مثلث 1 باج - إذ هوضعف مثلث ب داج / لأن ل - 40 -ظ 
خط اج ضعف خط جا د - ثمائية أمتال مثلث ب زح . فثلث ب زج من مثلث ا باج. 
لكن لأن ب د قطروزح قطر. تصير نسبة قطعة ب ج من القطع إلى قطعة ب زج من القطم 
كنسية مثلث اب ج إلى مثلث ب زح فإذن قطعة با زح من القطع من قطعة ! بساج. 
20 'وعلى هذا المثال إن قسمنا اب بنصفين على م. وأخرجنا قطر م ن. بيّنا أن نسبة مثلث 
اناج إلى مثلث أن ب كنسبة قطعة !ب ج إلى قطعة آن ب . ونين أيضًا أن مثلث اناب 
تمن مثلث ابا جء فإذن قطعة ان ب تمن قطعة أساح, 
فإذن مجموع قطعتي ان ب ب زج ريع قطعة ١‏ ب ج. فإن نحن جعلنا قطعة اب جح أربعة. 
كان مجموع قطعتي أن ب ب زج واحذا: وبق مثلث | ب ج ثلالة. فإذن نسبة قطعة أب جد 
ا إلى مثلث آب ج كنسبة الأربعة إلى الثلاثة. فإذن كل قطعة من قطع المخروط المكافئ نسبتها إلى 
المثلث الذي على قاعدتها وفي ارتفاعها كنسبة الأربعة إلى الثلاثة؛ وذلك عا أردنا أن نبيّن. 


- د - فأقول: إن كل قطعتين من قطم مسخروط مكافئ. قاعدتاهما متوازيتانت. فنسبة 
إحداهما إلى الأخرى كنسبة ارتفاعها إلى ارتفاعها مثناة بنسبة - إذا ثنيت بالتكرير - كانت 


كنسية/ ارتفاعها إلى ارتفاعها. ل جف دو 
ادك 5ك دإب) دجا دح . ثم ألبت الصراب فته [ب] 0 201كاتا ...سا اقصة [عء لع | ارلدي: رأ[لع 
ذكاي. لم لنت «رلهفي اغامش |ت] داك : رك ل زك] دوراوية غزاوبة زخ] ني نن رق كع /, المتبادتبى ناقصة [ح] / 
دكاس دكاتي. ثم ألبت جه فرق ابء [ت ب] - 4 دح. م أنت جه فوق اط ع [سا] 7 وك لع / ف : رج [ك] 


أنتا بي امش [ب] ' تيا : هه [ب] دي [ ب قوق د رسع وك 1 ل] ١‏ سرت : ناقصة [ب] 6 مهز رد : مازحء ثم 
أنت وجم فيق الدع زنب ] اد هو اوهر. . ثم ألبت ت انصواتب فوتها [ب] - 8 لأن ناقصة إب] أ باه قطعة : أثبنا في اقامش [ب] ' 


ف ا راح اهز ن القفهع مكررة بع 0 الثال أكتب هرقها دين ان نمس [ب] ' أب: : آد ثم أثبت الصراب فرقها [آب] / م : 

بت الصواب هرقها [آب] قطر : آنا في اشامش [سم 313 انه دواتيهة ٠‏ لم أنبث ١‏ لصواب ترقها [سه] إلى مثلك أن اب: 
في الامش اسع اسح إلى قصعة : ناقصية [ن] /, ونيين: فشي زم 0 ادي ابت [ل] 3 مجبوع: مقطرع. ثم أثيت 
العرات في امش وب] فطعي : انب ل الحامشن ت] ا ل 4 أن ب : ايت [ك] واحيد1: واد [2ء 
ل 15 سبك ننه زب] ويه قي ثم ضاف الواو فرقها بع 7] د- قاقول : يقصية [ل] قاعدناهها : قاعدتييا [خ] 
قاعدةيا [ل] ؛ متوازتت منواينان [لع] - 19 ارتمعها: ارتفاعهها. ثم صححه فوفها [ب] / إلى ارتفاعي: ناقصة [ل] ‏ 20 إلى 
ارتصاعها: أثبتها في الطامش [س]. 


فلتكن قطعة من القطع المكافئ اب ج دهء وليكن اه يوازي بادء والقطر القاطع 
لخطي ١ه‏ ب د بنصفين ج زح. . فنخرج - خطًا يوازي ١ه‏ ب دء/ وهو ج طء ونحرج خطي 
دط هك يوازيان ج ح؛ فسطح زدط ج مثل المثلث الذي قاعدته ب د ورأسه جاء لأن 
ب د ضعف د ز. وأيضاء سطح ح هك ج مثل المثلث الذي قاعدته 1ه ورأسه ج . فلذلك 
5 تكون نسبة قطعة أ ج ه إلى قطعة ب ج د كنسبة سطح ك ج ح ها ه إلى سطح ط ج زد. لكن 
هذه النسبة - من قبل تساوي زوايا هذين السطحين - هي مثل نسبة ح ج إلى زج مثناة بنسبة 
ح ه إلى زد. فنسبة قطعة ! ج ه إلى قطعة ب ج د كنسبة ح ج إلى زج مثناة بنسبة ح ه إلى 
زد. ومن البيّن أن نسبة ح ه إلى زد - إذا ثنيت بالتكرير - كانت كنسبة مربع ح ه إلى مربع 
زدء التي هي مثل نسبة ج ح إلى ج ز. فإذن نسبة ح ه إلى زد - إذا ثنيت بالتكرير - كانت 
0 كنسبة ح ج إلى ج ز. فإذن نسبة قطعة 1ج ه إلى قطعة ب ج د كنسبة ح ج إلى ج ز مثناة 
بنسبة - إذا ثنيت بالتكرير - كانت كنسبة ج ح إلى ج ز. 


| بج ده: ا باج د [ل] / يوازي: توازى [ل] -- 12اه باد: أنثبتا في المامش [ب] / بنصفين: مكررة [ب] / فنخرج: 
فيخرج [ ول] / يرازي : مرازيًا لخط [ب] / جاطا : خط [ل] / ورج : ورج ل 17 3ودط : رط [ل] ]هك كتنب وهااطه في الهامش 
ك] [ زداط جد : رح خط [ل) زج د ط [ب] دج [خ] / فاعدته ... ج : راسه د وقاعدته ب د [باء ل) - 43لأن ب د: لاله 


[ب] - 4 ذا رد[ل] اع هك جوع ها جك زب 56 كل - 5 داه احة [1 ل] / كج جه :كاج [بء .1 اخ: ل] / سطح: 


مم1 ايت «حده فرق الام [ب] / 
ننحية قحةء م أثيت الضوات فرق السطرب] : آعج : جاح [ب]؛ ثم أثبت الصواب فوقها ‏ قالين: البين لنبين [ل] / مربع ح هد 
كك إلى : أثيتها في الهامش [ب] / مربع : مربعى [ل) - 9زده دض دز[ب] رجه : هاح [ب] - 0ج : حح [ل] جد ز: ج ن وب] / 
اجا ه: احة [ل] / مشاة: مناه [ل] - 11 سد ح: حج [ك]. 


ناقصة [ب] ط عد زة: زط [ساء حَ ل] - 6ح ج : ح [ل] جاح [ب] ح ر[خ] / زج: فعة 


يدك 


غخ-1#6ة -ظ 


وعلى هذا / المثال بين أن كل قطعتين من قطع / مكافئ هذه حاهاء وذلك ماكان غرضا أن ب ١ط‏ 
ل اتوص 


تم كتاب إبراهيم بن سنان بن ثابت في مساحة القطع المكافئ 


لأني: باقصة []' ف كان : مكان [ك] 2 بيه لبية [ك] 3 اراهم : اترهي إبا. ل] المكام* ! سهد بعدف وواطييد ليه ريثت 
لعن 5255 لعا كرين وصسيواية مل يبعت ميد واله وميا اله ويعم الوكيل 0 3 07 [مء؟ «واطمك لله رمه العالمين. حمدك النااكرين 
وسلرته على سد المرسلين محمد وعترته الطاهرين . وحسبينا الله وتعم الوكيل » [خ]١‏ شد في [اب]: وكبه أحمد بن محمد بن عبد المليل بشميراز اي 
اشارمفيت سه مات ويلا لبن ونلا ممائة بز تعردية ولله اطنمد والمشيء و بلوك أسمر" وعاريت نيهةه أحرى غر بيه نسي هده المقالة بكثيررة. 


اه 


الفصل الرابع 
أبو جعفر الخازن 
السطوح والأجسام ذات الإحاطات المتساوية 


١-4‏ مقدذمة 
١-١-4‏ أبو جعفر الخازن : اسمه؛ حياته؛, وأعماله 


تتكمّن أهمَّيّة أعمال الخازنء بالنسبة إلى مؤرّخي الرياضياتء. في النتائج التي تتضمُنها 
والميادين التي تشملهاء وفي دلالاتها خاصّة. كان الخازن مبتكراً في مجالات الجبر 
والهندسة ونظريّة الأعداد وعلم الفلك. غير أنه بين أبناء جيله» أفضلٌ من يمثثل تيارأ للبحث 
ظهر في عصره. هو تيار الرياضيين الذين عرفوا كيف يزاوجون ما بين الإرث الهندسيّ 
اليوناني والإرث الجبريّ للقرن التاسع» فعرفوا بذلك كيف يبعدون حدود الأوّل موفرّين 
للثاني امتدادات جديدة. فإذا صذقنا شهادة الخيّام» وهو الخبير في هذا الموضوعء يكون 
الخازن أوّل من استخدم بنجاح القطوع المخروطيّة في حل معادلة جبرية تكعيبيّةأء ممهداً 
بذلك؛ لظهور هذا الفصل في نظرية المعادلات الجبرية (وهو الفصل الذي أسّسه الخيّام 
لاحقأ). وكان الخازن» مع الخُجّندي» احد أوائل الذين ابتكروا التحليل الديوفنطي الصحيح . 
وشكّل عمله في علم الفلك» باعتراف نتقتاده مثل ابن عراق" والبيرونيء؛ إحدى الإسهامات 
الأكثر تميّْزاً في زمانه. 

وبالرغم من اتساع نتاجه» الرائد في أغلب الأحيان» ومن الاعتراف الذي حظي به من 
معاصريه وخلفائه» فإن المصادر الفهرسية لا تذكر شيئاً تقريباً عن حياته وأعماله. ولقد 
ظهرت حديثاً شكوكٌ حول اسمه أدّت إلى اعتباره شخصين مختلفين» فحرمته من جزء مهم 
من عناوين مؤلفاته» ونسبتها إلى كاتب آخر لم يكن قط موجوداً. لنبدأ إذن بموضوع اسم 
الخازن. 


' انظر: "رسائل الخيّام الجبريّة": حقتقها وترجمها وقدّم لها رشدي راشد وأحمد جبّارء جامعة حلب معهد التراث العلمي العربي» ,١3948١‏ 
.(1981 ,تعلف) جموطع]0ش1 ا اه لعؤأده]1 .]1[ «مررءةكتنوأهج أء عاتممت عتأطماة ,تنموه ل ]|- آل كه عنتوت عع 21 014772 هل 
في النص العربيء ص. ١‏ في النص الفرئسي» صس. 072-15 

' أي التحليل الديوفنطي بالأعداد الصحيحة (المترجم). انظر: 

2 ,كمعنعاعد عمل عجأماساط' 0 عمجم ,لدزعة ]لهك عأورجعت '[ : عأعغاى 8[ ينه 2711129716 أجوكاك عكتطهاج :ل“ بلعآعه1 21 
193-22 .مع (1979) 

' انظر: ابن عراق» "تصحيح زيج الصفائح"؛ ضمن "رسائل متفرقة في الهيئة" (حيدر أباد .)١5144‏ يكفي ان نقرأ ما كثبه ابن عراق لثدرك منزلة 

الخازن الرفيعة في ذلك العصر: "وإِنّْ كان بعض الناس يعظم أن يستدرك على مثل أبي جعفر في تأليفاته سهو وقع له...". انظر أيضاً ذكر البيروني 

للخازن في كتاب "تحديد نهاية الأماكن" (الحاشية 2١15‏ أدناه). 


848 


إن اسمه الأكثر تداولاً في الفهارس هو أبو جعفر الخازن. تحث هذا الاسم يكرّس له النديم 
مقالة مُختصرة (من سطر واحد)'» ويذكره عَرَضاً مرّتين”. وبهذا الاسم أيضأ يشير إليه 
القفطي' وكذلك خلفاؤه مثل ابن عراق والبيروني والخيّام. ونلاحظء بالرغم من ذلكء أن 
اسمه يظهر على ثلاثة أشكال أخرى مهمة. يعود الشكل الأوّل إلى أبي نصر العْتّبِي» المؤرّخ 
الذي عاصر الخازنء الذي يروي لنا قصة عن "أبي الحسين جعفر بن محمد الخازن"". أما 
الشكل الثانيء وهو أقلَ أهميّة» فقد ورد عند النديم الذي يضيف صفة "الخُراساني"” إلى 
الاسم؛ مرّة واحدة» للإشارة إلى مكان إقامة الكاتب. والشكل الثالث أخيرأء هو الأكثر حداثة 
لأنه يعود إلى القرن الثاني عشر؛ فلقد أورد السموأل اسم هذا الرياضيّ كما يلي: "أبو جعفر 
محمد بن الحسين الخازن"". وهذا الاسم» الذي ذكره السموأل؛: تحمله كتب عديدة للخازن 
وصلت إلينا''. لقد أورد أبو نصر العُثْبِيء في الواقع؛ نفس الاسم مع فارق تبديليّن. لكن» 
وفي حين أنّ الرياضيّين والمؤرّخين القدامى لم يراودهم أي شكَ حول هوية هذه الشخصية» 
اعتقد البعض ابتداءً من ويبك (ع##عمع770 7)''؛ أنْ بإمكانهم إثبات وجود رياضيّين هما: أبو 
جعفر الخازن وأبو جعفر محمد بن الحسين. وقد استطاع عادل أنبوبا مؤختراً أن يثبت أن 
هذين الاسمين يشيران إلى شخص واحد بعينه' '. 

ولكتّناء بعد إزالة هذا الالتباس وإثبات هوية هذا المؤلّفء نواجه قلّة المعلومات حول 


التواريخ الخاصّة به و حول أعماله. وهنا سنتوجه إلى المؤرّخين وإلى الرياضيّين أيضا. 
يُخبرنا النديم"' أنّ تلميذ الكنديء الأديب والفيلسوف أيا زيد البَلُخي أرسل إلى الخازن شرحه 


* انظر: النديم» "كتاب الفهرست": تحقيق ر. تجتّد (طهران :)١1519/١‏ صفحة 541. 

* المرجع السابق» الصفحتان 51 ١او١١5.‏ 

' انظر:القفطيء تاريخ الحكماء» تحقيق يوليوس ليبيرت (اموممنآ قدافله1) (لايبزغ؛ ادمع[ )١15١7‏ ص. 395. 

* "تاريخ أبي نصر العُتبي" على هامش "شرح اليميني المَُمّى الفتح الوهبي" للمنيني (القاهرة ١٠17م‏ اع/7/87١ه):‏ المجلد الأوّل» صفحة 51. 

* انظر: النديمء الفهرست: صفحة 6؟"؟. 

' انظر: السموألء» "في كسف غوار المنجّمين"» مخطوطة لايدن /1. 

انظر: "مختصر مستخرج من كتاب المخروطات بإصلاح أبي جعفر محمد بن الحسين الخازن": مخطوطة اوكسفوردء بودلاين (صةتع01ه80)» 

هنتغتون (نهاعدناصناط) 777. راجع نسخة أخرى من هذا النصّ تحمل الاسم نفسه للكاتب» هي مخطوطة الجزائرء المكتبة الوطنية» 45 4١ء‏ ص. 

١7‏ ". لدينا أيضاً "تفسير صدر المقالة العاشرة من أقليدس وضعه "أبو جعفر محمد بن الحسين الخازن". مخطوطة اسطنبول؛ فيض الله 9ه؟1: 

صفحة 0149 وكذلك مخطوطة تونسء المكتبة الوطنية 7171١ء‏ ص. 56*. وأخيرأء تحمل الرسالة التي نحقتقها هنا الاسم نفسه. 

.301-324 بصع ,(ل861 1) 4[ ,أعع سا الحميلة اقل ,"عكار عن 07:270غ.1 عك كعوم لياه كربت أكنتاعر جند دعطععطعء 1" ,عأمررء 1.170 

'' راجع مقال عادل أنبوبا 

2 بع 77عاع5 عتطوجه تزه بورماكاط 186 «مثرأم عامل ,"أ م فوع بوعوجةا : ماع 1ى خز أ كز[ حت عطهوج ع«طغو[جه .1" روطناوطنل.ام 
0 - 566 .جح ,(1978) 

'' انظر: النديم» "الفهرست”؛ ص. ١57‏ واص. .5١١‏ 


ولأه 


لكتاب "السماء والعالم" لأرسطو. ولكثنا نعلم أنّ التلخي؛ ' تُوفتي عام ؟١؟١؟‏ ه/ 3 مما 
يوفتر لنا أوّل مَعْلم فقد يكون تاريخ ميلاد الخازن في نهاية القرن الثالث للهجرة تقر 

من جهة أخرىء ووفقاً للبيروني» كان الخازن يشاهد رصد ارتفاع الشمس» في نصف 
نهار يوم الأربعاء الثاني عشر من شهر ربيع الآخر سنة ثمانٍ وأربعين وثلاثمائة للهجرة أ 
الذي قام به الرياضيّ وعالم الفلك الهَرّويء» وهذا يعني أنّه كان ما يزال ناشطأء على الأقلٌ 
حتى عام 8 لميلاد. فضلاً عن ذلكء يورد المؤرخ العٌتبي' ١‏ قصة رواها الخازن بصدد 
مجيء سِبُكتجين (:9651:11/7) إلى بُخارى في عهد الساماني منصور بن نوح, أي حوالى 
الخمسينيّات من القرن الثالث للهجرة. وفي القرن السابع عشر كتب المَنيني» شارح تاريخ 
العْنّبِيء أنّ الخازن كان وزيرأ عند السامانيين"'» وهذا ما لا نستطيع تأكيده؛ لكنّه يوحي بأنّ 
الخازن كان على صلات مع السلطة. وتتوافق هذه الرواية مع المعلومات التي وصلت إلينا 
من المؤرّخ ابن الأثير ومن الأديب التوحيدي. فوفقاً للأوّل*' كان الخازن في عام 
07 ٠ه‏ مبعوثاً من طرف عليّ بن محتاج» قائد حملة الأمير الساماني نوح بن نصرء 
على البويهي ركن الدولة» من أجل التفاوض حول وقف المعارك. يقول ابن الأثير: "وكان 
الرسول أبا جعفر الخازن صاحب كتاب "زيج الصفائح"؛ وكان عارفاً في علوم الرياضة". 
تبيّن هذه الشهادة بوضوح أنّ الخازن كان في ذلك الوقت رجلا ناضجاًء يتمتع بثقة الأمير 
ويحظى بشهرة علميّة راسخة. ويؤكّد التوحيدي هذه الصورة عن الخازن في جميع نقاطهاء 
عندما يذكر أن الخازن أصبح في فترة لاحقة» في بلاط ركن الدولة» في دولة البويهيين» 
المنافسة لدولة السامانيين» في حماية الوزير الشهير ابن العميد' '. ونذكّر هنا بأنّ الانتقال» 
من بلاط إلى آخرء كان ممارسة شائعة ومقبولة بين العلماء والأدباء» وهي تعود في الأصل 


“' ياقوت الحمويء "كتاب إرشاد الأريب إلى معرفة الأديب (معجم الأدباء)'"'؛ تحقيق مَرغوليوث ( #[/نام:[مج147 .5 .2 ) (لندن: :)١15177‏ 
المجلد السايعء ص. وص و1586 م 

*' البيرونيء " كتاب تحديد نهاية الأماكن لتصحيح مسافات المساكن" . حقتقه بولغاكوف (عم1هع2811 .2) وراجعه إمام إبراهيم أحمدء في مجلة 
معهد المخطوطاتء 8 (9317١)؛‏ ص. 34. 

'' العغتبيء المجلد الأولء ص. 55. 

با انظر المرجع السابق. 

ول اين الأثيرء ”الكامل في التاريخ", نسخة مصورة ة (بيروت» 5/8 8 اصتناداً إلى نسخة كارولوس يرهائس تورنبرع ( 5 0721ل ماو نهنا 
عرو طبيء<70) (لايدن» 867 »)١‏ تحث عنوان “مطتطت كد ند أددتاعء رمع أمنتب د«معء ةمج :41 كلوق7": المجلد السادس (انظر 
"أحداث العام ؟4”): ص 44 ؟. 

*' التوحيدي» "مثالب الوزيرين الصاحب بن عبّاد وابن القميد": تحقيق محمد الطنجي (بيروت» .)١154١‏ الصفحة 47؟. من أجل معلومات اخرى 
عن الخازنء انظر المقالات في بو[صهمجعم82 عتلادءةء5 زو بددرودونع:22: التي كرّسها له دولد سامبلونيوس ( 5::ة07[ج:7ه5 172614 .7): 
(70211973 بجع71): المجلد السابع» الصفحتان 54" 6؟؟؛ انظر أيضاً مقال خوليو سامسو (2250ة5 .[) في الموسوعة الإسلامية؛ النشرة 
الثانية» المجلد الرابعء ص. 717-1516 1, 


ذوام 


إلى تنافس بين البلاطات يخلق مناخأ جيّدأ لتطوّر الفنون والعلوم (ولنا في تنقتلات المتنبي 
مثال على ذلك). 

باختصارء يبدو أنّ الخازن قد وُلِد في بداية القرن العاشر الميلاديّ؛ وأنّه كان لا يزال على 
قيد الحياة في الستينيّات من ذلك القرن. وكان عالمأ معترفا به ومشهوراً؛ ولا بد أنه كان من 
أصحاب المراتب العالية في السلطة» إذ إن اسمه قد حفظ في المؤلفات الأدبيّة والتاريخيّة. هنا 
ينتهي ما توصّلنا إلى معرفته عن حياته وأعماله. 


5-١-4‏ مؤلّفات الخازن في السطوح والمجمتمات ذات الإحاطات المتساوية 

لا نعرف للخازن في رياضيات اللامتناهيات في الصغرء سوى الكتاب الذي نحققه هنا. 
لكنّ هذا الكتاب» وكما يشير عنوانه» جزءٌ من شرح وضعه الخازن للمقالة الأولى من 
المجسطي؛ فقد ورد العنوان كما يلي: "نقلناه من شرح أبي جعفر محمّد بن الحسين الخازن 
للمقالة الأولى من المجسطي". ويقدّم لنا البيروني'' شهادة مزدوجة تؤكد وجود هذا الشرح» 
كما تؤكٌد وجود توسيع لهذا الشرح؛ فهو قد لا يقتصر على النصّ الموجود بين يدينا. لم يكن 
هذا النصّ إذأ كتاباً مستقلاً مخصصاً لدراسة مسألة السطوح ذات المحيطات المتساوية لذاتهاء 
لكنّه إسهام من رياضيّ لبرهان قضية عرضها بطلميوسء لكنه لم يثبتها. فالهدف محدودء 
وهو يختلف من حيث طموحه عن نص ابن الهيثم» كما سنرى لاحقا. 

وصل إلينا نص كتاب الخازن» حسب معلوماتنا الحاليّة على الأقلّ» في مخطوطة واحدة 
توجد ضمن المجموعة 487١‏ (85) في المكتبة الوطنية في باريس''. وهو يحتل الصفحات 
1 8-غ58**. وبخلاف كتابات أخرى في هذه المجموعة التي خطها نسّاحٌ واحد» فإن نصّ 
الخازن غير مؤرّخ. لكنّ الجمّل الختامية لهذه الكتابات لا تسمح بأي شكَ في هذا الشأن؛ فقد 
نئسخ كتاب الخازن هذا عام 4 5©ه/5453١١م؛‏ في حَمَدان أو في أسدأبادء والنسّاخ هو حسين 
بن محمد بن علي. المجموعة ورقية؛» عدد الأوراق فيها /5» قياسها 15١١١‏ ملمء 


'' البيرونيء "القانون المسعودي"» نشرة 1اوعمنا8 5دهةء ناطناط لهاصه02 2نصعددو0.: ثلائة مجلدات (حيدرأبادء 15214 »)١555-‏ المجلّد 
الثاني» ص. ”557 و"تحديد نهاية الأماكن", ص. 36 
'' انظر: 

95 رقعة") ,كتععآ عل عأمدم لوم علنو2 18ه:1!| 81 هو[ 4 71:271:5أناكل7:1 2765 115 7ع قلة:7107 45 [07021ع 15462 ,7308 .)2 


راجع أيضاً التتمات والتصحيحات التي أضافها المؤلف الفقيد إلى كتابه؛ والمحفوظة في المكتبة الوطنية. 


آأه 


وتتضمّن كل صفحة ١8‏ سطراأً. الترقيم هو أكثر حداثة من النسخ. كانت المجموعة في 
إسطنبول في القرن الخامس عشرء وبقيت هناك؛ على الأرجحء حتى نهاية القرن السابع 
عشرء قبل أن تُشّكّل جزءاً من محفوظات المكتبة الوطنية في باريس. 

كُتبت هذه المخطوطة الوحيدة بعناية كبيرة بالخطّ النسخي الواضح تماماً. ولقد كتبت 
الإضافات والشطبات كلها بيد النسّاخ» خلال عمليّة النسخ على الأرجح. لا شيء يسمح. إذأء 
بالافتراض أنّ النسّاخ قد قابل نسخته؛ بعد إنجازهاء مع النسخة التي نقل عنها. وقد حقتق هذا 
النصنّ وترجمه إلى الإنكليزية ر. لورش (/ع7م,8.2)" '. والتحسينات» البالغ عددها حوالى 
العشرين؛ التي نستطيع أن تُدخِلّها إلى عمل لورش المتقنء لا تبرّر القيام بتحقيق جديدء لو لم 
يكن مشروعنا في هذا الكتاب يهدف إلى ضم جميع المساهمات التي وصلتنا في هذا 
الموضوع. 


4-" الشرح الرياضي 
١-7-4‏ مقدذمة 

لقد أثار اهتمام الرياضيين كما أثار اهتمامّ علماء الفلك أن يُثْبت أنْ القرصَ هو السطحٌ 
المُستويّ الأعظم مساحة من بين جميع السطوح المستوية التي لها محيط معلوم؛ وأنّ الكرة 
هي المجسّم الأعظم حجمأء من بين جميع المجسّمات التي تكون مساحات إحاطاتها مساوية 
لمساحة معلومة. فقد كان علماء الفلك بحاجة إلى هذا البحث في "الأقصويّات". لإثبات 
كرويّة السماء والعالم. أمّا الرياضيّون فقد عالجوا هذا الموضوع. على الأرجح ٠‏ لإرضاء 
علماء الفلك. وعلى أيّ حال يبدو أنّ هذه المسألة في الإحاطات المستوية والمجسّمة» وعلى 
امتداد مرحلة طويلة من تاريخهاء كانت مرتبطة بهذا المنظور الهيئويّ الذي أمّن لهذه المسألة 
الاستمرار والخصوبة. وسنعرض تاريخ هذه المسألة» بالتفصيلء في مجلّد لاحق من مَوَلَّفنا 
هذاء أمَا الآن فسنكتفي ببعض الأسماء وببعض العناوين. نبدأ بخَلَف أرشيمدسء الرياضي 
اليونانيّ زينودوروس (767200076)» وبكتابه المفقود "في الأشكال المستوية ذات الإحاطات 


نذا 
راجع 
ع2 عنتطع تل مه ««ثثر [إلك كااع2 ,"هه 1 مالع سطع جا 186 14ت نضحت 7ع جر0عا جه اتتعقط] أت مه مز ناطك" بع 7م .211 
9 -150 .جرع ,(3986) 3 جع ثره بطع عنوددىة 17 تعن كته امل[ لعواطه لها 


انك 


المتساوية". يذكر ثيون الاسكندري (برم727:6): لحسن الحظء هذا الكتاب في مؤلّفه "شرح 


المقالة الأولى من المجسطي"""» عند الحديث عن صيغة شهيرة لبطلميوس هي التالية: 

" ومن أجل أن الأشكال الكثيرة الأضلاع التي تكون دوائر متساوية أكثرها زوايا أعظمها عظمأء تكون 
الدائرة أعظم الأشكال البسيطة وتكون الكرة أعظم الأشكال المجسّمة» فالسماء أعظم مما سواها من 
الأجسام اذا 

ومن بعد ثيونء لم يعد بإمكان شارحي المجسطي تجاهل هذه الصيغة وعدم تقديم البرهان 
عليها. كما أنّ رياضيين آخرين أبدوا اهتمامأ بهذه المسألة» على غرار إيرن الاسكندري» 
وبابوس (كبةمووط) في المقالة الخامسة من "المجموعة الرياضية"" '. لكنّ ما يهمّنا هنا هو 
أنّ نصّ ثيون» وكتاب "المجسطي"». كانا معروفين من قبل الرياضيين وعلماء الفلك في 
بغداد في القرن التاسع؛ وأنّهما أحدثا تقليداً في البحث بدأ مع الكندي. هذا الأخير قال إِنّه عالج 
هذه المسألة في مؤلّفه "كتاب في الأكّر"" '؛ في حين أنّ ابن أبي أصيبعة» المفهرس من القرن 
الثالث عشرء ينسب إليه كتاب "الكّرة هي أعظم الأشكال المجسسّمة" . 

في هذا التقليد» ستندرج وبأشكال وأدوار مختلفة» أسماء ابن هودء وجابر بن أفلح.... 
وبخاصة الخازن وابن الهيثم» وهي الشخصيّات الأساسيّة بحسب معلوماتنا الحاليّة. تنظهر 
قراءة إسهامات هذين الأخيرين المسافة الكبيرة التي تفصل بين هذين الرياضيّين» وإن كانت 
أعمالهما تشكّل جزءاً من نفس التقليد الواحد. ففي حين كان الأوّل يعرض ما تمٌّ الحصول 
عليه في الماضي» نرى الثاني» بعد إتمامه لهذا العرض نفسه؛ يلامس ما يُمكن القيام به في 


إل انظر: 
: لآ 1 فأامنجت أه أأطداة عاعه1 ,عامع ع2 لل[ رياد 1ل تتهيته أل 4 7607 ع0 أء منتتروت2 ع0 207776712165 ,18006 .ذل 
ر(1936 بمقعتلة/؟) عاميععو عمال أ عل 2 اع [ عع | عع[ «لاى 17:22:1217رمن) ,0721 67ج [ك 16011 1 
ص. 556 وما يليها 
*' هذه هي الترجمة العربية التي قام بها الحجّاج عام ؟١؟‏ ه/خ4؟/ام : مخطوطة لايدن :358٠‏ ص.  3*‏ 74؛ انظر: 
قمعا ,13.م ,(1898,عتمجاعط) معننه: هام كتمسانزى ,[ ,07717112 711فأكنته عهلهو متعجره تعد جرعءام2 اامنتهان ,ونعطتع11 ل .ل 
.16-19 

ب راجع الحاشية »١‏ أعلاه, وكذلك ترجمة فير إيك (ععان8 عه ,0): 

(1933 ,قتجتط8 أك 5لعة2) :7121701 ألدعاط تنمناعء[أمن) مط رماع لسمععام *0 قنامموط 
المجلّد الأرّلء ص. 79 وما يليها. 
"' يكتب الكندي في كثابه "في الصناعة العظمى", الذي حققناه استناداً إلى مخطوطة إسطنبول» أيا صوفيا ٠‏ *448: ص. 253 ما يلي: 
"وأيضاء لأنّ أعظم الأشكال التي في الدائرة المتساوية الأضلاع أكثرُها زواياء وأعظمَ [في المخطوطة: أعظمها] الأشكال المجسّمة المعتدلة 
المتساوية السطوح الكرةٌ؛ كما أوضحنا ذلك في كتابنا "في الأكر"؛ تكون السماء إذأ في المخطوطة: إذ] هي أعظم مما سواها من الأجسام كريّة, 
لأنته ينبغي أن يكون لها الشكل الأعظم". 
*' ابن أبي أصيبعة؛: "عيون الأنباء في طبقات الأطباء"» تحقيق أ. مولر(م34:11 .4) » ثلاثة مجلدات (القاهرة/كونيغسبرغ؛ .)1484-1١847‏ 
المجلد الأول» صفحة :79١‏ 86١ء‏ منشورات رضا (بيروت» )١555‏ ص. 23785 728-717,. 


اه 


المستقبل. لكن» ولكي نفهم» ولو جزئيّء معنى هذا القول الغامضء لنبدأ بتحليل نص الخازن. 
ينطلق هذا الأخير من صيغة بطلميوسء ويقترح إثباتهاء لا بواسطة "الحساب", بل بوسائل 
عِلم الهندسة. تتمثل الفكرة المركزية» التي يبدو أنّ الخازن يعيها تمامأء في أنّ الشكل الأكثر 
تناظرأء من بين جميع الأشكال المحدّبة من نوع معلوم (مثلث؛ معيّن؛ متوازي أضلاع....)؛ 
يحفتق نهاية قتصوى (أي عظمى أو صغرى) لمقدار ما (مساحة» نسبة بين مساحتين» محيطء 
...). طريقة العمل هي التالية: نختار قيمة ما لوسيط ونغيّر الشكل لنجعله متناظراً بالنسبة إلى 
خط مستقيم ما. فعلى سبيل المثال؛ نُثبّت محيط متوازي الأضلاعء ثم نحوّله إلى معيّن 
ليصبح متناظراً بالنسبة إلى أحد قطريه؛ فتكبّر في هذه العملية مساحة متوازي الأضلاع. 

أمَا فيما يتعلّق بكتاب الخازنء فإنه ينقسم إلى قسمين» أحدهما مخصّص للأشكال المستوية 
ذات المحيطات المتساوية» والآخر للأشكال المجسّمة ذات السطوح المتساوية في مساحاتها. 
ويتعلّق هذان النوعان من المسائلء بمفاهيم لم تُذكر وبمسلمات لم يتمّ التصريح عنها. من بين 
هذه المفاهيم هناك مفهوم التحدّب: فمُتعَدُدات الأضلاع وَمُتعَدّدات السطوح التي تتناولها هذه 
الرسالة هي محدّبة. ومن بين المسلمات المُضْمرة نذكر بالتحديد: 

,ل : محيط أيّ مُتعَدُد أضلاع محدّب محاط بالدائرة» أصغر من محيط الدائرة. 

رك : محيط أي مُتعَدّد أضلاع محدّب محيط بالدائرة» أكبر من محيط الدائرة. 

و : مساحة أيّ مُتعَدُد سطوح محدّب محاط بالكُرة» أصغر من مساحة الكُرة. 

را مساحة أيّ مُتعَدّد سطوح محدّب محيط بالكّرة» أصغر من مساحة الكرة. 

وسنلاحظ أنّ الخازن يستخلص من المسلّمتين ,4 و رك النتائج المتعلقة بالمساحات في 
المُقدّمة 4» ويستخلص من ,4 ور النتائج المتعلقة بالأحجام في القضية .١9‏ 

نتناول الآن قِسمي الكتاب, تباعا. 


7-7-4 السطوح المستوية المتساوية في محيطاتها 

احتاج الخازن إلى ثماني مقدمات وقضيّة واحدة ليثبت مبرهنة السطوح المستوية المتساوية 
في محيطاتها. المقدّمات الأربع الأولى تتعلق بالمثلّثات المتساوية الساقين وبالمثلّثات المتساوية 
الأضلاعء وتبيّن أن مساحة المثلث متساوي الأضلاع هي أكبر من مساحة أي مثلث متساوي 


الساقين له نفس المحيط. خلال هذا البرهان يثبت الخازن نتيجة سبق أن بيّنها كل من 
زينودوروس وبابّوسء هي التالية: "من بين كل الأشكال المتساوية المحيطات والتي لها العدد 
نفسه من الأضلعء يكون الأعظم (مساحة) هو ذلك الذي تكون أضلعه متساوية وزواياه 
متساوية". وفي المُقدّمة “» يقارن متوازي الأضلاع مع مربّع له نفس المحيط. وفي المُقدثّمة لا 
يأخذ مثال مُخَمسِ (خماسي أضلاع) متساوي الأضلاع؛ ويستخلص منه مخمّساً غير متساوي 
الأضلاع وله نفس المحيطء ويبيّن أنّ مساحة الثاني أصغر من مساحة الأوّل. وينتقل أخيراً في 
المُقثمة 4: إلى مُتعَدُدات الأضلاع المحدّبة التي تقبل دائرة محاطة ودائرة محيطة. 

بعد ذلك يُصبح كلّ شيء جاهزاً لإثبات خاصية مُتعَدّدات الأضلاع ذات المحيطات 
المتساوية والمؤلفة من مضلعات متساوية الأضلاعء قبل الانتقال أخيرأ إلى المبرهنة حول 
الدائرة. فلنتابع» خطوة خطوة: هذا المنهج التدريجيّ الذي تعمّد الخازن اتباعه. 
الفقتمة ١‏ ليكن 90 مثلثاً متساوي الأضلاع و #رر/ر مثلثأً متساوي الساقين (بحيث تقع 
النقطتان 7 و بر على القطعة المستقيمة 80)» فيكون: م42 > ها - ها » 

و 89 - ظظ- هد - (88 -طا) +(طا - قا ) و تزف + كلق +دها) > روجع *! 


م 


0 
1 


6 3 1 8 


البرهان: تقع النقطة , بين 8 و ©» فيكون 8ه > صم (لانٌ الزاوية 5ص منفرجة) و 
22 < صا (لأنّ لفت < قع2 )؛ فيكون 88 < (ا . 
إذا أخرجنا الخط 76 موازياً ل ©4» يكون لدينا ممح 0ح -46 وهم - 8ج » وإذا كان 
8 ا #دء يكون لدينا ج27 - 877 و طف > 7قاء . 
لتكن النقطة [ على الخط #رير بحيث يكون مي - :ير » فيكون 8 > 47 > #رير » وتكون النقطة 
7 بين هرو #ء فيكون ج, > ,ور ؛ ومن جهة أخرىء يكون لدينا 
طف - اله -81 و هه - طلا - 46 - ته - و 


“" لا يعلن الخازن هذه النتيجة في صيغة المقدّمة: لكنه يُثبتها في برهاتهء ويستخدمها في المقدمة ؟. 
21 


فيكون (88- صم) >(2ه - 48) و 89 -(88 -طم) + (طم - وم » فيمكن أن نكتب: 
(81 + طم ) - هلا 2 - 81 +86 - طلا - 8ف + 88 - قا 
و 288 -(هد + هد ) - 16 +وق - 88 - ضر + جع - قير » لدينا إذاً: 
5 - (طل + قا ) > (815 + طقل ) - 8ف 2 ؛ 
وبالتالي: 42١-388‏ + 8ه+ هم) > (12 + 8ه+ 48م )- 8ارة 
ونقسم الطرف الأيسر من هذه المتباينة على صم + به + هم والثاني على 385 (مع العلم 


بن 8هة< صم + جه دو )» فنحصل على. 42+ 8+ 48 __ ظققة___ ., 
ل ام + 8ق + زا 


وعلماً أن هم - جرير» يكون لدينا : 2زجرل + جج + ظار) > 88.9 . 
ملاحظة ‏ الشكل الهندسيّ من جهة: واستدلال الخازن من جهة ثانية» يفترضان أنّ النقطتين 
و 7 تقعان على الخط المستقيم 80. إذا كانت 7 و5 على المستفيم 80ء لكن خارج 
القطعةن8 (حيث ع8 مم)؛ يكون لدينا 48 < هده لان الزاوية 5ه منفرجة و 
ا < #قء لأنّ 488 < 548 » فيكون 2ي < برق المستقيم الخارج من النقطة 7 والموازي 
لم40 يقطع 48 على النقطةى ولدينا 88 - مم- ©4 و 2ه - 68. 


م 


لتكن النقطتان و7 على 826 بحيث يكون 86 ا #ص و هم - /رير؛ يكون لدينا: 
40 > 41 > 48 > 8م » ومن جهة أخرى: 48 - 49 - 81 و 49 - 88- طه- 46 - 0. 
ويكون لدينا م2 < روء فيكون 2م 8ق < 48 ضمء و 


ا - 8 - زا8 - 80 - (2412 - 818) +(482 - ز[اق). 


حكن 


8اية -(482 + :81) - (48 - 49) +(48 - 81) - 81+ ج86 
(شه + 48ل ) - تلقة - وط4 - :818) +(48 - 28 8) - ج] + ررعو ؛ 
ويكون معنا: ١0م‏ + هلل )- علظة < همة -(2 4+ جره)ء 
وعنها (42 + 815+ 48م) - 3815 < 348 -(42 + 817 + 48) . 
لنقسم الطرف الأيسر من هذه المتباينة على 3,48 والثائني على 2ير+ 8+ 8 (مع العلم 


أنّ صا+ عره+ قم > همذ )؛ فنحصل على. ‏ 2 لظة 3‏ .ى 4+ 8+ قك, 
41+ 315+ 8ك 3428 


وبالتاليء إذا أخذنا بالاعتبار أن جم - صيرء يكون: “ز(جرم + 85 + هم) > همه 85. 
لذاء مهما كان وضع المثلث 57 بالنسبة إلى المثّث 90ريرء يكون لدينا: 


[(تهه).سمم] > هيو جرع" 


الفقتمة ؟- فى ظلّ الشر, ط نفسهاء بكو ٠‏ لدينا. (421) صبنه يي '[(41). معم] *٠‏ 
في ظلَ الشروط نفسهاء يكون لدينا: (©48) #جنه .. [(8) ممم ] 


م 


8 2 8 60 
البرهان: استناداً إلى المُقدّمة »١‏ يكون لديئا: 
817.98 < [(:17ظ4).سهم] و 86و 2< *[(©ه45).جم]. 
إذا أضفنا المتباينتين السابقتين» طرف إلى طرفء يصبح لدينا: 
0ل 980+ 20(<9802+ 818). 986 < '[0طم). «مم] + *[(8 ).جوم ]؛ فيكون 
6 طل 986+ *[(480).سمم] < “[(6ط4). حدم ]+ [(:4815). مم ] ؛ 


8 هي لكلمة ج التي تعني "محيط"” فالمقصود ب ( 27 ). 267 هو محيط الشكل ر مهما كان هذا الشكل المغفلق 3 
** درنو - مساحة: ف" 0 د ب(ع) نزم هو مساحة الشكل 7/ مهما كان هذا الشكل المغلق تى 


مكهت 


لكن (ج« ).مهم +( 80 4 ). «مم - ( 20 ).جوم + ( :818 ار) جوع ؛ مع 
(كاط4).جمم + ( 0 ).مهم و ( 420 )مم - ( 481ل )جم . 
 )1(‏ [(عصي.سمم]+ [(تهه).سمم] < [(طقصي) .ممم ]+ [(0 هلي حمم] أ 
ومن المتباينتين )١(‏ و (7) نحصل على: 7ط 980< *[(8مم).جمم] 


98 _ى [(ظطه تعمل نو (#طفاءنه _ هك _ ه35 5860_, 


“[(عقفهم] " :[(480).سمم] (480)عتنه ‏ 80 [(80 ).سوم ] 
لأنّ المثلثين 2# و80 لهما قمة مشتركة» وقاعدتان يحملهما خط مستقيم مشترك؛ فيكون 


لديناء (ط4)عه ‏ "[لقطف.هم]. 
(480)ع7ه ‏ *[(0هم). حم ]| 
ملاحظة: الاستدلال السابق صالح أيضاً في الحالة التي يكون فيها 20 > 25. 


الُقتمة "- إذا كان 90 مثلثاً متساوي الساقين قمّته يره و © نقطة على المستقيم المُخرّج 
من 4 والمتوازي مع 8ء يكون: 40 + 8ه < 060+ 68. 


البرهان: نمدّد مر على استقامة حتى رء بحيث يكون وي - ©#يرء فيكون المثلثان 4776 
و©4) متساويين و 62- يرج فنستخلص: 2ه < 8+ 8 - 26ج + وى » يكون إذأ: 


نغار + 8ق < 07 + ه9لن 


*"لتكن 'لؤء'ىء زءيء: أربعة أعداد بصيِث يكون: ثح يج و ' قم عبر'ج و ' ثرلاج - 8+ ج., يكون مطا ' لاج - 22 و 
“اج + ةج + ح نهف ؛ لكن ' 18جة < "8 + "سه الأنْ 0< 2( ظزام)» فيكرن (2 زب و)2 > 2يف ؛ وبلتالي نز + 7ح »> 222»: 
أي "ىه 52ب ثن 


حكن 


المُقثّمة 4- إذا كان لدينا مثلث متساوي الأضلاع 480 ومثلث متساوي الساقين 60 
(©775-726) تهما نفس المحيط يكون (©25)عمن <( 48 )وانه. 


1 " 
1 0 1 11 6 28 


البرهان: لتكن 7 و7 نقطثتين من الخط المستقيم 72 بحيث بكون المثلث 72777 متساوي 


الأضلاء؛ فنك ٠‏ لدينا؛ فة. الفقتمة +. (008)عنه ‏ *[(008).جص], 
ع؛ فيكون لدينا وفق المُقدّمة (077)عمله . :[(87©).سوم] 


لكن (©8م).-هم -(2©8).ومء ومن جهة أخرىء فإنّ المثلثين 480 و 27777 متساويا 


الأضلاع فى ٠‏ (©هل)ضنه _ '[( ©0486 26]. فتحصل عل . (0©61)تله يي (480) مله 
ع؛ فيكون (0781)صته ‏ “إ( [عط).جم] على: 000 (1281) تنه 
وبالتالي: (00©25)عتنه < ( 480 ) عنه. 


المُقدّمة 0 إذا كان مثلث متساوي الأضلاع 480 ومثلث اختياريّ ©75 متساويي 
المحيطيّن» يكون: (2(5)عتزه < (© 8 إراءجنه. 


12 
الى ا 
1 : 
3 8 2 0 
البرهان: توجد نقطة , على المستقيم 77 المُوازي ل رج بحيث يكون: 15 - جر» 
واستناداً إلى المقكمة "': عجر+ عرصر>» جر+ جر فيكون: (2850) .ممم > (70). «هم » 


كوه 


لكن (نئرم)م:م -(750)عرم . لتكن النقطة عر بحيث يكون مع - 2*6 و 
(80ه) .سم - (068).سم - (جزوعة) رهم » فيكون: (007)عتنه < (:01ع) ورم ' أ 
فيكون لديناء استناداً إلى المقدمة 5 ( تر غتاءتنه < ( 80 فراعرنه ؛ 


وبالتالي: (050)عمنه < ( 8 إاءجنه. 


المقتمة 5- نأخذ مثلّثاً أيَأْ كان» 50ر ومثلثاً متساوي الأضلاع ع9ريرء لهما نفس المحيط 
وتُكمل رسم متوازي الأضلاع 7507 والمعيّن 48)77. فيكون المعيّن 877 أعظم مساحة من 


متوازي الأضلاع زثر. 
ا 
0 


ع 


البرهان: رأينا أنه إذا كان (0 ممم - (وضم).«عم» يكون (050)عمنه < (80 )ورم ؟ 
لكنّ: (0ط)ء مم2 - (681©) مه 86١‏ )عم 2 - (027 8ل) ون ؛ 
فيكون: (801©)عرنه < (48027) ورنم. لكن بشكل عام: ([جظ7). عم + (48017 ).مهم » 
فالمعيّن 48077 ومتوازي الأضلاع 7507 ليسا متساويي المحيطين إلا إذا افقترضنا أن 


6 
)4ه - 1020. 


'” لقد أثبت الخازن إذأ النتيجة التالية بدون أن يعرضها: إذا كان لديا مثلث اختياري ومثلث متساوي السافين لهما نفس المحيط وقاعدتين متساويتين» 
فإن مساحة المثلث المتساوي الساقين هي أكبر من مساحة المتلث الآخر. لنلاحظ مع ذلك أنّ مساحة مثلث إختياري ليست أقل من مساحة أي متلث 
متسلوي الساقين ونه نفس المحيط (لآنْ هناك مثتلثات متساوية الساقين لها محيط معلوم وتكون مساحتها معدومة تقريباً). 

'" متوازي الأضلاع والمعيّن اللذان يناهما الخازن ليس لهما بشكل عام نفس المحيط : 86+ لع 242 ١‏ (201ط). ممم - ( قلن ).جم 


لكن لديناء وفقاً تلفوضييّة 100+ 26 + للا - 340 » لذا لا بد من الشرط الإضافي 00- - 4ه 
وتستطيع تناول الاستدلال مجئّدأ دون إدخال المتلث المتساوي الاضلاع #470 انطلاقاً من متوازي الأضلاع 2707» تبني معيداً له نفس 
المحيط. يفصل القطر 72 الشكل إلى مثلثين متسلويي المسلحة: (27078) تنه - (7201) #رنه. 


1 12 
' 5 
1 5 2 
ٌ 
7 3 8 26 8 


إذا اخذنا النقطتين "] و 57 على العمود المنصف للقطر 707 بحيث يكون: ع - (86 + م - جاع- «ه- ج1- ور 


يكون معنا عندئذ معيّن "(27225!2 له نفس محيط )كرض لكن» استناداً إلى ملحوظة المقثمة 6 لدينا (101/0) #بنت < ( 2 1لط) ملك فيكورن 
(1567ط) عجنه < (' 97 27) عرز ء ليكن إذأ 18:77 معينا مسارياً ل 25'1 وليكن ,8007 : المربع المبنيّ على 80 فيكون 


لمكن 


لتكن القطعة ع0 عمودية على 70 بحيث يكون 05-7)0: ولتكن القطعة م المتوازية 

مع 8ن بحيث ون - تج . المستقيم 477 يقطع ) في 77 و ,87 في /3. يكون لدينا: 
(48021) ممه -(/8141) ممه و (07 148) عله <(8011) وجنه 

فيكون: (2801) عجنه <(48)0124) عبنه < (121) 8) وبنم ) لكنّ +80 مربّع يتساوى محيطه 
مع محيط المعين عيرمء وإذا كان 46 - 56ء يكون يتساوى محيط المربّع أيضاً مع 
محيط [21:0. 

فيكون للمربّع» وهو مضلّم متساوي الأضلاع؛ مساحة أكبر من مساحة أي متوازي 
أضلاع يتساوى محيطه مع محيط المربّع' . 

يعود الخازن بعد ذلك إلى العرض العام: من بين مُتَعَدُدي أضلاع محدُبّين» لهما نفس العدد 
من الأضلاع ونفس المحيطهء أحدهما متساوي الاضلاع والآخر اختياريٌ» فإن مساحة 
المضلّع المتساوي الأضلاع أعظم من مساحة المضلّم الآخر. 


3 8 -( 88 مجه 3 120 80 - 1 9) عجنه 
المعن. 
*” تستطيع أن نثبت أنه من بين جميع الأشكال الرباعيّة الأضلاع؛ المحدّبة والمتسلوية المحيطات: فإن المربع له المساحة الكبرى. ليكن 07 تلاء 
رباعي أضلاع كيفما افق ولناخذ على العمود المنصف للقطعة (97, النقطتين ") و ' 4ر يحيث يكون 
09+ 2 - ها عد" 6 ار 48+ 12ل ع 8'ل + للال. 


عند ذلك يكون رياعيا الأضلاع :)18 و 60'7'ار متساويّي المحيطين؛ ويكون المثلثان 01708 و 008 متساويِي المحبطين وكذلك المتلئان 
ار و 8“ واسئتدأ إلى متحوظة المقكّمة ه» يكرن ندينا ( 22 ©) عجنه > ( 228) عمنه ود (4'28) عجته > ( 28 إر) عجنه 
فتحصل على: (8)0:72'هر) عجته > ( 02 8 ار) عجته. 

وبللطريقة نفسها نيني على العمود المنعثف للقطعة 4'0, التقطثين '7 و '(1 بحيث يكون 80 + اإرقة - 88101 + 'إرا إل 
و '247+800 - '010+'104؛ يكون رباعي الأضلاع '(8'1') إذأ معيّتا ريكون لدينا ("681 4'8) تله > ( 2 80 4) انه 

لكذنا نعلم أن مسلحة المعبّن أصغر من مساحة المريّع الذي له نفس المحيط قتكون مساحة (48)7, أصغر من مساحة المريّع الذي له نفس 
محيط (4189):1 . 


زدرك 


المُقكمة 1١‏ 
مثال: ليكن )48 مُخمّساً متساوي الأضلاع ولتكن © نقطة بحيث يكون: 
كري+ هم - عن + وى» فيكون محيط المخمّس 782 مساويأ لمحيط :49077 » ويكون 


لدينا: ( جرم 08) مجه < ( 02 ظم) مجته . 
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برهان ذلك أنْ النقطة ج؛ وفق الفرضية المتعلقة بهاء تقع بين الخط 8# والخط الموازي 
للخطٌ 5 المُخرج من النقطة 4ء لأنّه» استناداً إلى المُقئّمة ”2 إذا كانت © على هذا الخط 
الموازي للخط ورور يكون لدينا: عجرم + ورم < 8+ 28 . 


*, لدينا اذأ , وف 
يكون لدينا إذا: (عرىمع) عر < (عي8) عر ٠‏ وبالتالي: 28 68) مجه < ( 21 ق4) عه . 


الفقتمة 4 مساحة مُتعَدّد أضلاع» محيطه وويحيط بدائرة نصف قطرها م » تساوي 5-8 


ليكن 280 مثلثاً محيطأاً بدائرة مركزها/؛ ولتكن 7 و 8 و © نقاط التماسّ مع الدائرة؛ 


يكون لدينا: 1.60 - (410) مجه ؟ 10.28 - (418) ونه » 16.10 - (810) عتنه . 


”” ينطلق الخازن من مُخمّْس متساوي الأضلاع ويستخلص مُخَمُّساً غير متساوي الأضلاعء؛ له محيط مساو لمحيط المخمّس الأوّلء وله مساحة 
أصغر من مساحة الأرل, لكنّه لا يثبت أن مسلحة مخمّس اختياريء أقلّ من مساحة مخمّس متساوي الأضلاع له نفس المحيط. 


نفد 


فنستخرج من ذلك: م(80 + 4+ م - (486) عه . 
وإذا كان مُتعَدّدُ الأضلاع ذا م ضلعاًء وإذا كان محيطأً بدائرة» نقسمه إلى مثلّثات عددها م 
ولها قمّة مشتركة هي مركز الدائرة» حيث يساوي ارتفاع كل واحد منها نصف قطر الدائرة. 


إذا كان رم ومى على التوالي محيط ومساحة مُتعَدّد الأضلاعء يكون لدينا: و رك 


مساحة ,5 المضلّع أعظم من مساحة الدائرة المحاطة» لأنّ ,م أكبر من محيط الدائرة. 

هذا البرهان هو نفس البرهان الذي أعطاه بنو موسى للقسم الأوّل من القضية ."١‏ لكنّ 
هؤلاء أكملوا هذه القضية بتعميم إلى المجسّمات؛ وأعطوا صيغة حجم مُتعَدّْد السطوح المحيط 
بكرة نصف قطرها م. 

إذا كان مُتعَدّد أضلاع يقبل دائرة محيطة به نصف قطرها #ء يكون لدينا ,< م و 
> .ىء وبالتالي فإن المساحة ,5 أصغر من مساحة الدائرة المحيطة. وهاتان المتباينتان 


الأخيرتان هما بديهيتان بسبب احتواء أحد الشكلين الهندسيّين للشكل الآخر. 

لنلاحظ أنّ الخازن يتناول في هذا المقطعء مُتعدّدات الأضلاع التي يكون لها دائرة محاطة 
بها ودائرة محيطة بها؛ وهذه الخاصّيّة صحيحة بالنسبة إلى المثلثات وإلى مُتعَدّدات الأضلاع 
المتساوية الأضلاع؛ ولكنها غير صحيحة لمُتعَدُدات الأضلاع بشكل عام. 


القضية 5 إذا كان مُضلّعان متساويا الأضلاع وكان لهما نفس المحيط فإِنٌ الذي له العدد 
الأعظم من القممء له المساحة العظمى. 
مثال: ليكن 90ر4 مثلثاً متساوي الأضلاع محيطه ري وليكن بر مربّعاً له نفس المحيط 


م. عند ذلك يكون: (48) عمنه < ( 26180617) ء«نه. 


* راجع كتاب بني موسى "كتاب معرفة الأشكال البسيطة والكريّة"؛ "إلشكل آ"؛ في بداية هذا المجأد (المترجم). 
ع #ه 


البرهان: إذا كانت النقطتان 7 وير مركزي الدائرتين المحاطتين» و1 منتصف ©)ر؛ و1 


شتف دي ذلق. 46 _ 6ه , علة _ اله 
0002062007 ورم ووم - ورم جرضص: 

لنأخذ 7 على ,2ل بحيث يكون وح - 7زء؛ تقطع الدائرة (20,,) المستقيم ,772 في 5 و 74 
: أذ 6 لك (لخلف )ع اع جم مااع 7ه . (170ل) بساععوء17ه 71 قث ممم سه 

0 يكون لدينا:. 2223232339500 يج 222027273222230 2 لل22 فنستخر ج: 
َي ك8 (طللل)ء اعتجدتطاعء«ه ‏ (38خل) 7ماععوء 01‏ .لز 2 


لك . طلك, فيكون. للك . للك وبالتالي: 7204 < 777 فيكون: /221 > 77. 
101 .آلغ اانا 


نبني الزاوية 3/02 بحيث يكون 702 - 23/22 فتقع النقطة م على القطعة المستقيمة ع]/[» 
ويكون المثلثان 17,7 و47(« متساويين» و 30 > 3/5 - ,3 . غير أنّ: 


للم 2 - (2071ط) مضه و لامح - © 48) مضه 


فيكون: (48) عمنه < ( 2210721) 772 . 

ويمكن أن نوسّع هذا البرهان ليشمل مُضْلّعين يكون كلّ منهما متساويّ الأضلاع ويكونا 
متساويّي المحيطين» مهما كان عدد قممهما ,, و ': . 

لنلاحظ أنّ ابن الهيثم تناول ثانية هذه القضية (راجع القضية ؟ من كتابه "في أن الكرة 
أوسع الأشكال المجسّمة..." في المجنّد الثاني من هذه الموسوعة:ء ص 5148-7955)؛ كما 
نجدها مرة أخرى في كتاب ابن هود (راجع أدناه الفصل السابع). 


المبرهنة ٠١‏ - من بين جميع الأشكال المستوية» الدائرة ومُتعَدّدات الأضلاع المنتظمة 
المحذّبة» التي لها نفس المحيطء الدائرة هي الشكل الذي له المساحة العظمى. 

البرهان: ليكن 480 مثلثأاً متساوي الأضلاع ولتكن 250 دائرة وليكونا متساويّي 
المحيطين. ليكن 1/5 مثلّثاً متساوي الأضلاع محيطاأً بالدائرة ©27. محيط 1475 أكبر من 
محيط الدائرة المساوي لمحيط )وري يكون إذأ ©4 < 5/ة. 


لتكن النقطة ,7 مركز المثلث 80 ولتكن م مركز الدائرة» و 2 منتصف 40ء و 72 
منتصف ©ييق؛ فيكون لدينا :4 < يبوم ويكون المثلثان ,4:7 و 457 قائمي الزاوية 
ومتشابهين؛ وبالتالي 1< 2. 

لكن الدائرة والمثلث 80 لهما نفس المحيط ورء فيكون لدينا: 


مساحة الدائرة - ام 2 مساحة( )8 م) - لام 


وبالتالي» فإن مساحة الدائرة هي أكبر من مساحة المثلث متساوي الأضلاع فرك 

يشير الخازن بعد ذلك إلى أنّ نفس الاستدلال ينطبق على المربّع وعلى المخمّس وعلى أي 
مُضلّع متساوي الأضلاع؛ ويستخلص النتيجة التي وردت في صغية القضية. 

تناول ابن الهيثم هذه القضية مجدداً (راجع القضية الأولى من كتابه ”في أنّ الكرة أوسع 
الأشكال المجمتّمة..." في المجلد الثاني من هذه الموسوعة» ص 794 50”). 

يلفت الخازن الانتباه إلى إمكانيّة العمل بالطريق نفسها في حالة المضلّعات ذات الأضلاع 
غير المتساوية. وهذا صحيح بالنسبة إلى المثلثء لأنّنا عندما نأخذ مثلّثأ )48 ودائرة:؛ يمكننا 
بناء مثلث مشابه ل )28 ومحيط بالدائرة. لكن بشكل عام؛ لا يوجّد مُضلَّعٌ مشابة لمُضْلّم ذي 
أضلاع غير متساوية ومحيط بدائرة معلومة. 

غير أنّ الاستدلال المستخدم في حالة المُضلع المتساوي الأضلاع يسمح بالحصول على 
النتيجة في الحالة التي يكون فها مُتعَدّدُ الأضلاع محدّباً اختيارياً. 


د 


ليكن م مُتَعَدُدَ أضلاع اختياريّأء و/2 مُضْلْعاً متساويَ الأضلاعء ولتكن 0 دائرة؛ ولتكن 
محيطات الأشكال الثلاثة متساوية» وليكن للمضلْعين مر و/2 نفسٌ العدد من الأضلاع. يكون 
لدينا: ("ط)متيم > (ط) صبنه و (©) مرزه > ("2) هرزع » فنحصل على: )©١(‏ ريه > (ط) 20176. 

فإذا كان مُتعَدُدُ أضلاع محدّبٌ ودائرة متساويّي المحيطين» تكون مساحة الدائرة أعظم من 
مساحة مُتعَدّد الأضلاع. 

وهكذا نرى أنّ الخازن يعمدء بالنسبة إلى الأشكال الهندسيّة المستوية ذات المحيطات 
المتساوية إلى: (أ) مقارنة بين مُتعَدْدات أضلاع متساوية الأضلاع متساوية المحيطات 
ومختلفة في أعداد أضلاعهاء (ب) مقارنة بين متعدّد أضلاع متساوي الأضلاع وبين دائرة» 
حيث يكون محيطاهما متساويين» وذلك بواسطة مُتعَدّد أضلاع آخرء شبيه بمتعدّد الأضلاع 
الأوّل ومحيط بالدائرة. يمكن وصف مسار الخازن هذا بأنه مسارٌ سكوني» مقارنة بمسار ابن 
الهيثم (راجع المجلد الثاني من هذه الموسوعة). وسنرى أنّ ابن الهيثم يستخدم البند (أ) 
لإثبات ما يتعلّق بالبند (ب)» من خلال اعتباره الدائرة نهاية لمتتالية من مُتعَدُدات أضلاع 
متساوية الأضلاع. بعبارات أخرىء نستطيع القول إن طريقة الخازن» وإن كانت مختلفة عن 
طريقة زينودوروس أو طريقة بابُّوس» تنتمي إلى نفس فصيلة هاتين الطريقتين؛ في حين أن 
طريقة ابن الهيثم لا تنتمي إلى هذه الفصيلة. 


4-؟-" المجمئّمات ذات الإحاطات المتساوية 

يتناول القسم الثاني من كتاب الخازن هذا المسألة الأقصويّة نفسهاء لكن هذه المرّة في 
الفضاء؛ فهو يعالج مسألة المجسّمات ذات الإحاطات المتنساوية. يتضمن هذا القسم سيم 
مقدمات ومبرهنة واحدة. تتناول المُقدّمة الأولى المساحة الجانبية لهرم ذي قاعدة متساوية 
الأضلاعء والثانية حجم الهرم الذي يقبل كرة محاطة به؛ وفي الثالثة يتناول الخازن المساحة 
الجانبيّة لمخروط دَوَرانيَ وحجمه:؛ وفي المُقدّمة الرابعة (القضية 4 )١‏ يعالج المسألة التالية: 
كيف يتمٌء انطلاقاً من دائرة © معلومة:» بناء مُتعَدّدَي أضلاع متشابهين مساحتاهما ,5 وَرىء 


أحدهما محيط بالدائرة ) والثاني محاط بهاء وبحيث يكون 1 (حيث تكون النسبة / 
2 


معلومة). وفي المُقدمة الخامسة» يعطي الخازن صيغة أخرى لمساحة المخروط الجانبية» 
لينتقل في السادسة إلى صيغة المساحة الجانبيّّة لجذع المخروط. ومن المُقدّمة السادسة 
(القضية )١١‏ تنستخلص المُقدّمة السابعة» وهي التالية: 

"إذا كان خط مضلّع مُتساوي الأضلاع محاطاً بدائرة مساحتها ,ى » ومحيطاً بدائرة 
مساحتها رى » فإن مساحة و السطح المولّد من دوران هذا الخط حول أحد محاوره يحقق 
المتباينة المزدوجة ,45> 5 > ,ك4". 

وينتقل الخازن في المُقكمة الثامنة إلى حساب مساحة الكرة. ثم في التاسعة إلى حساب 
حجم الكرة. وفي هذه المُقدّمة يحدّد الخازن مُتعَدّد سطوح محاط بكرة ويُسَلُم بوجود كرة 
مماسّة لجميع أوجه هذا المجسم» وهذا غير صحيح (راجع ما يتبع أدناه). وُضعت جميع 
القضايا التمهيدية إذأ بهدف إثبات المبرهنة التالية: "من بين جميع المجسّمات التي تكون 
مساحات إحاطاتها متساوية» الكرة هي المجسّم الذي له الحجم الأعظم". ولقد أقام الخازن 
برهانه فقط للمجسّم الذي يقبل كرة محاطة به. 

لنتناول الآن بالتفصيل المسار الذي وضعه الخازن. 


المُقدَمة ١١‏ نتناول الهرم المنتظم الثلاثيّ الأوجه. قاعدته مثلثٌ متساوي الأضلاع 90ار» 
وأوجهه الجانبية الثلاثة مثلثات متساوية الساقين» متساوية» لها نفس القمّة 7. ارتفاعه #ر(رء 
عموديّ على سطح 90م إذا كانت المثلثات التي قمتها 7 هي نفسها متساوية الأضلاع» 
يكون الهرمٌ رباعيّ سطوح متساويّ الأوجه. 

المساحة الجانبية: المثلثات المتساوية الساقين التي قمّتها 7 لها ارتفاعات متساوية؛ ليكن 


7 أحدهاء ولنضّع م- 27. فيكون لدينا: المساحة الجانبيّة - )وم 


"أي نصف محيط 480 مضروب ب تن (المترجم). 


26 
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المساحة الكاملة للهرم: القطعة المستقيمة 7 - مم هي نصف قطر الدائرة المحاطة بالمثث 
عقر فيكون: (480). تعم ذ-(0ه4) #بزع» وبالتالي» تساوي المساحة الكليّة للهرم: 


(©هظ4). وم .0 +م)ء وتساوي نسبة المساحة الجانبية إلى مساحة القاعدة >. 
, 


هذه النتائج صالحة لأيّ هرم منتظم؛ مهما كانت طبيعية مُتعَدُد الأضلاع الذي يشكل 
قاعدته. 
إذا كان جع ارتفاع أحد الوجوه الجانبية» و7 نصف قطر الدائرة المحاطة بالقاعدة, وم محيط 
مُتعَدّد الأضلاع الذي يشكل القاعدة» يكون لدينا: المساحة الجانبيّة -م.م + , 
2 


المساحة الكلّيّة - رم +ع).م نسبة المساحة الجانبيّة إلى مساحة القاعدة -5. 
, 
المُقدّمة 1١١‏ 
جم الهرم 807ل 
استناداً إلى القضية السادسة من المقالة الثانية عشرة من "الأصول"»؛ هذا الحجم: 7/7 » 


يساوي ثلث حجم منشور قاعدته 480 وارتفاعه #رطء لذا يكون: #ص(ع48) - ١‏ 


الهرم والكرة المحاطة به. 

ليكن 2,480 هرما منتظماً؛ توجد كرة مركزها 0» محاطة بهذا الهرم. فنستطيع إذن 
تقسيمه إلى أربعة أهرامات لها قمّة مشتركة هي 0.: مركز الكرة: وارتفاعات يساوي كلّ 
منها نصف قطر الكرة الذي نسمّيه م. فيساوي حجم الهرم '0/4860: 

486 مزه 9020 6 

ويساوي حجم الهرم 2490 : 7[ - !. مجموع مساحات القواعدء أي 

60 1 - المساحة الكليّة. 

مهما كان الهرم المنتظم الذي نتناولهء توجد كرة مركزها 0 محاطة بهذا الهرم. نقسمها 
إلى أهرامات عددها 1+ ين وقمّتها 0 وارتفاعها م» نصف قطر الكرة» حيث يكون ير عدد 
أضلاع المضلّع المتساوي الأضلاع الذي يشكل القاعدة. فتبقى النتيجة )١(‏ صحيحة. 

المسألة هنا هي حالة خاصة من تعميم النتيجة إلى الفضاء الذي أجراه بنو موسى في 
الجزء الثاني من قضيتهم الأولى. 


بن 


لعمهم 
لقد بيّْنا أنّ» لأيّ مضلع: سواء أكان متساوي الأضلاع أم لاء محيط بدائرة نصف قطرها 


ج» يكون لدينا: مساحة متعئّد الأضلاع - “(محيطه). . 
وكذلك؛ في أي هرم؛ منتظم أو غير منتظم؛ إذا كان محيطأ بكرة نصف قطرها -؛ يكون 
ينا: حجم لهرم 0 ية).م. 


2ه 


يُدكّر الخازن؛ بعد ذلك» ببعض النتائج الخاصّة بالأسطوانة الدائرية المائلة أو القائمة: 

- الأسطوانة» كشكل محئد انطلاقاً من دائرتين متساويتين واقعتين في مستويين متوازيين؛ 
- ارتفاع الأسطوانة القائمة ومحورها؛ 

- توليد الأسطوانة القائمة انطلاقاً من مستطيل يدور حول أحد أضلاعه. 

ثم يُدْكُر ببعض النتائج المتعلّقة بالمخروط الدوراني. 


المُقثّمة ١‏ المساحة الجانبية لمخروط دائري قائم. 

يُرفق بكلّ أسطوانة قائمة» مخروطً قاعدته إحدى قاعدتي الأسطوانة وقمّته مركز القاعدة 
الأخرى. 

لنأخذ المخروط الذي قاعدته الدائرة (ع8هم) وقطرها ©4 ومركزها جر ولتكن قمّته 
النقطة » حيث كن عمود على مستوي القاعدة. المساحة الجانيية 5 للمخروط هي: 


محيط الدائرة. 6 - و» أي طول 286 . 46- 5 


البرهان: استدلال بالخكلف 
لنفرض أنْ طول 86 . 6< 5»ء وليكن ,77 قطر دائرة هي (751.4) بحيث يكون 


طول 2. © - ىء يكون لدينا إذأٌ ©4 < :2. 


ه١‎ 


نأخذ عندئذ مضلعاً متساوي الأضلاع محيطأً بالدائرة الأولى» بحيث تكون جميع رؤوسه 
داخل الدائرة الثانية؛ يُرفق بهذا المضلع هرم قمّته © وأوجهه مماسّة للمخروط. المساحة 
الجانبية لهذا الهرم أعظم من مساحة المخروط الجانبية. 

نسمّي م محيط الدائرة (802م)» و رم محيط الدائرة (773.7)» و وومحيط المضلعء 
فيكون لدينا بر > وم > رء. 


من جهة أخرى؛ تساوي مساحة الهرم الجانبية: 60م -'ىء ولدينا وفق الفرضية 


أ ى؟ وبما أنّ رم< ,مء يكون “و < 5 وهذا محال. 


لنفكرض الآن أنّ 0 5ى» فتكون 80م المساحة الجانبية لمخروط قمته 0 
وقاعدته دائرة أكبر من ( 4801 )ء وهي الدائرة (11.57). 

نأخذ بعد ذلك» كما في السابق» مضأعاً متساوي الأضلاع محيطأً بالدائرة (9)2م) وفي 
داخل الدائرة (72.77)» كما نأخذ الهرم المرفق بهذا المضلّع الذي تساوي مساحته الجانبية 
أ هذه المساحة أعظم من ل وهذه الأخيرة هي مساحة المخروط ذي القاعدة 
خ727؛ وهذا محال لأنّ الهرم يقع داخل هذا المخروط. 

تساوي» إذأء مساحة المخروط الجانبية أ ل 
حجم المخروط الدائري القائم 

وفقا للقضية التاسعة من المقالة الثانية عشرة من "أصول" أقليدس؛ يساوي حجم المخروط 
ثلث حجم الأسطوانة المرفقة به؛ يكون إذاً: 

020 )نه - - نا (أي م - ثلث جعي في مساحة الدائرة (80ل)) 

وهكذا نرى أنّ الخازن يُسلّم بدون تعليل» بوجود مضلّع متساوي الأضلاع محيط بالدائرة 
الأولى وموجود داخل الدائرة الثانية» وهي مسألة طرحها بنو موسى في الجزء الثاني من 
قضيتهم الثالثة. فضلاً عن ذلك؛ يستخدم بنو موسى في الجزء الأوّل من القضية التاسعة في 
كتابهم؛ مُتعَدّدَ أضلاع متساويّ الأضلاع محاطأً بالدائرة الثانية وواقعأ خارج الأولى - وهي 


القضية ١7‏ من المقالة الثانية عشرة من "أصول" أقليدس. ولكتهم يأخذون؛ ذ في الجزء الثاني 
من القضية نفسهاء مُتَعَدد أضلاع متساوي الأضلاع محيطأً بالدائرة الصغرى وواقعاً داخل 
الكبرى؛ وهذا ما فعله الخازن هنا. 


المُقتمة 4 -١‏ إذا كان لدينا دائرة معلومة» كيف يتمٌ بناء مُتعَدّدَي أضلاع متشابهين» أحدهما 
محيط بالدائرة» والآخر محاط بها بحيث تكون نسبة مساحتيهما أقلّ من نسبة مقدارين 
ليكن ©يرء و مقدارين ولتفرض أنّ 8 < 56 . وليكن م 50- :م و م أصغرعدد على 


الشكل 2» (”20- ,م)» بحيث يكون 7 < ,هرم - #جر» فيكون دا 


يه 


8 


7 


يوان 1 


نأاخذ قطعة مسثقيمة 14 [» وتقسمها إلى أجزاء عددها وير ونثمثدها على استقامة حتّى بر 


بحيث يكون 1.53 - بجة ؛ فيكون لدينا: 27 - 11 ويكون 21 427 فس تخلص 
7 


خط هط كا 


لظي 1ط +١‏ قط | 
0 1 


ي 2 ؟ ف فنبني الزاوية القائمة 745])» مع 3ن - - ير 


ليكن 7 مركز الدائرة 80م» نفترض أنّ 278 زاوية قائمة ونأخذ 8 و 1 
... وصولاً إلى 0 - لك ير » بحيث يكون: 21415 > 480 . 

يلتقي منصُف الزاوية 276 بالدائرة في النقطة دء ويقطع خط تماس الدائرة في مر 
المستقيمين #4 و 70» على التوالي؛ على النقطتين 77 و ©. القطعثان المستقيمتان 40 و 


17 1ه 


70 هما ضلعا مُتعَدُدي أضلاع متشابهين حيث يكون عدد أضلاع كل منهما 2**2: ويكون 
أحدهما محاطأً بالدائرة» والآخر محيطأ بهذه الدائرة. 


ليكن 2 منت منتصف 40» فيكون 17# - 270 2 » وبالتالي 5 > 277 ؛ فيكون ّ > 8 . نبني 
على الزاوية القائمة 145 مثلثا 7247 بحيث يكون 7-2 و 25 - 77 فيكون 1/1 < 147 و 
02 آل _ لل فيكون 120 0ل , 
ولكن 76- 0000| ؛ فيكون 0 
ولكنّ نسبة محيطي مُتعَدُدَي الأضلاع تساوي © 268., فهي إذأ أأقلٌ 1 من 1 . 
إذأ أردنا إيجاد مُتعَدَّدَيْ أضلاع نسبة مساحتيهما أقل من ©2», نأخذ الطول ير بحيث يكون 
124 


25-4 . ونقوم بالبناء نفسه انطلاقاً من الطولين 17 وتكرء فنحصل على مُتَعَدٌ مُتعَذّديٌ أضلاع: 


11 لآ 
2 2 
يحقتق ضلعاهما (وهما على التوالي ,© و ,0) العلاقة التالية. //+ > 2 ؛ فيكون: ١‏ 
2 2 9 
الة ثللة ةو 56 الل 9 بالتالى نسبة مساحة 
وبالتالي مج - الل ال - د فيكون 8 2ش “02 » وتكون بالتالي نسبة مساحتي 


مُتعَدُّدي الأضلاع أصغر من 0 


المساحة الجانبيّة للمخروط الدائري القائم (تابع) 
المقدّمة ١6‏ المساحة الجانبية للمخروط الدوراني تساوي مساحة دائرة نصف قطرها 
المتوسط المتناسب بين مولّد المخروط ونصف قطر قاعدته '. 

ليكن 26 مود المخروط و 46 نصف قطر قاعدته» ولتكن القطعة المستقيمة 714 وسطأً 
تناسبيًّ(أو "وسطأ في النسبة". وفقاً لتعبير الخازن) بين ©4 و #ارء أي 2 عل . لنبيّن أن 


المساحة "5 للدائرة )11/0 08 تساوي المساحة الجانبية» 'ي2 للمخروط. 


*" انظر القضيّتين " و4 من المقالة الأولى من كتاب "الكرة والاسطوانة" لأرشميدس: ع07:ئآين ع1 أ ع2 لود ص[ رعلغسنطعمة. 
“' انظر القضيّة © من المقالة الأولى من كتاب عجمسزآنن ع1 2ه عزج 164 ,ءلفسنطعمة. 
'" انظر القضيّة ؛ ١‏ من المقالة الأولى من كتاب عم0صئآين 16 اه 2-6 نمه هط رعلغسنطءعف. 


3 


يستخيم الخازن استدلالاً بالخللف» فيفترض أوَّلا أنّ '5< 5. يُمكن؛ استناداً إلى القضيّة 
السابقة» بناء مُتعَدد أضلاع صحيط بالدائرة (714 14) ومُتعَدْد أضلاع محاط يها؛ فليكونا على 


الك ال , المستتث: . 6 قر (ضانقلعنه 
لتوالي المسدسين 2775 و م0 بحيث يكون: > و سر ٠‏ 


ليكن 47700 مسدّس الأضلاع المحيط بالدائرة (ا ,) و92رر المسدّس المحاط بهذه 


الدائرة. يكون اديناء كلك _ _ “قد _ _ كتلا _ (00نال) مضه 
ئرة. يكون 7 46 معطم 242 5/ة)صعريج '" 


أكنء وفقأ للقضية ١‏ ١ء‏ لدينا: 


مساحة ( 41700 ) _ شك 
المساحة الجاتبيّة للمخروط (100آه ,0) 46 


لدينا إذأ : 410١‏ , ) ملدنها عبن - (7/25)عرضن ") فنحصل على قد (019ن4 ,)2176 


"3 ص )مجه 
(0527)نه _ (55)0,41109 , ر هذا محال لأنّ 
03 , 


ثم يفترض الخازن أنّ ' <5» فيبني المسدّمتين 75و 07 بحيث يكون 


أو 


* حيث نرمز ب "(© ,4) ع#وخنج] مجزج" إلى للمسنحة الجقبيّة للمخرورط () ,!ى): ذي القئة التقطة 4ر رالقاعدة الدائرية ©. 


معمه 


(2)105>_؛ ويأخذ المسد المحاط بالدائرة ؛ فيكون: 
و > ود س (203911 بالدائرة (54 ,8)؛ فيكون: 


تلك _ اتلك _ أتلة _ (12ل88)ء61 
6 17142 0742 (صع01)ء7م 2 


في المستوي 50)رء نخرج المستقيم #]ز الموازي ل ©4. فيكون لدينا: 2 للد _ لك 


76 7 6ل 
(228010) 2ه طم فى ) على: (010ل28) نه 8 ئٍَظظ] 
(820 , ©) علمؤلما ع«ته ‏ 26 (طرقية, ©) ملسرفلما «جنه - 46 
وبالثالي: (227ع0) صبفه < ( 8ع ,0 ا م و (815) 28 __, 


 5*‏ (8[2آ , ©) علسجكها عجنه 
وهذا محال لأنّ '1171,5(<5) عجنه و 5 > (72ل128,©) علتجعلها وجنت . 
نستنتج ممّا سبق أنّ " - 5ى. 
ملاحظة: إذا سمّينا م محيط الدائرة التي تشكل القاعدة» وم نصف قطرهاء و طول المولّدء 


يكون لديناء استناداً إلى المُقدّمة :١7‏ ا ى؛ يكون لدينا إذأً : ,. م - 5. 


فإذا وضعنا : .م - 2مء حيث يكون م الوسط في النسبة ( الوسط التناسبي) بين و [» 
يكون لدينا 5 - 2مرمر» مساحة الدائرة ذات نصف القطر م. 

نلاحجظ أنّ الخازن لا يستخدم صيغة محيط الدائرة تبعاً لنصف قطرها؛ لذلك كان من 
الضروريّ أن يستخدم؛ من جديدء برهاناً بالخلف . 


المساحة الجانبية لجذع المخروط وتطبيقاتها. 


المُقدَمة -١5‏ ليكن 480 مثلثاً متساوي الساقين محوره 87. ولنأخذ مستقيماً موازياً ل م 
يقطع 8 على #زء و87 على 34» و 80 على © . لتكن 7 نقطة على امتداد 78 المستقيم» 
فيكون المثلث 767 متساوي الساقين. نبني بالطريقة نفسها المثلث 7/7 المتساوي الساقين. 

تُحدث المثلثات القائمة الزاوية 487 و 5714 و 75ء يدورانها حول المستقيم 87» 
مخروطات دورانية. 


المساحة الجانبية لجذع مخروط محصور بين الدائرتين (8» 2) و (34» #ناة) تساوي 


مساحة دائرة نصف قطرها 0 بحيث يكون: لقع صم ) جم - تل "7 


البرهان: ليكن بور موازياً ل مور فيكون ير - برع لناخذ القطع المستقيمة 0 وم ون 
بحيث يكون: (04ظ+ ط4) 47 - 07» «4 48 - :طم و 204 88 - 172. 

استناداً إلى القضية السابقة تساوي المساحتان الجانبيتان للمخروطين 80 و5780 على 
التوالي» مساحتي دائرتين» نصف قطر الأولى منهما م ونصف قطر الثانية ع. الفرق بينهما 
هو المساحة المطلوبة. 

لكنٌ للق اط + لا عاق + اطاط طق ع ن[ق قرع + رلك 81 - ([ل قل 

وبما أنّ المثلثين 577 و 5834 متشابهان» يكون #دج ع - رجو ويكون لدينا : 

40 مق + اقل امك + فاق 837 - جك 84 و 03-:172آ- 2ك ارا؛ أي 32ص - 02. 

المساحة الجانبية لجذع مخروط تساوي إذأ مساحة دائرة نصف قطرها 0. 

نرى هنا أنّ الخازن ينطلق من صيغة المساحة الجاتبية للمخروط التي وجدها في القضية 
السابقة» أي 2موم- ى» مع /م- 2مء حيث م هو نصف قطر القاعدة و المولد. هذه الصيغة: 
أي بمج - ى» ليست سوى تلك التي بيّنها بنو موسى في القضية التاسعة واستخدموها في 
القضية ١١‏ التي عالجوا فيها مسألة المساحة الجانبية لجذع مخروط. 


”' انظر: القضيّة ١1‏ من المقالة الأولى من "الكرة والأسطوانة" لأرشميدس. 
اه 


ونستنتج من البرهان السابق» أنّ المساحة الجانبية لجذع مخروط محدّد بواسطة المربّع 
المنحرف 70 تساوي مساحة دائرة نصف قطرهار0» حيث يكون ( 34+ تتكز). :ع - 02» 
وهكذا دواليك. 

إذا افترضنا أن 0 - يرم - جيم » فإِنٌ المساحة الجانبية لمجسّم محصور بين الدائرة ( 
0) والدائرة (7»: 4م,2) تساوي مساحة دائرة نصف قطرها ,8 بحيث يكون: 

ا( (10+ 251 + 21417 + 4مط). 41 - 82 

إذا أخذنا المجسمّ ذا القمة ,7 الناتج من دوران 720:7 » حيث و - ن:» فإِنٌ مساحته 

تساوي مساحة دائرة نصف قطرها ر#بحيث يكون: 
رب (210+ غ251 + تزالقه + طم ). 47 - 82 


نلاحظ أنّ مسار الخازن هنا مماثل لمسار بني موسى في الجزء الثاني من القضية .١١‏ 


الكرة 

لتكن معنا كرة مركزها 7 ولتكن 28027 إحدى دوائرها العظام. ونأخذ القطرين 40و 
8 المتعامدين» وليكن 470910 خطأ مضأعاأ متساوي الأضلاع محاطأً بنصف الدائرة 
©8م» ولتكن 77477 نصف دائرة محاطة يبهذا الخط, 


المُقدّمة -١/‏ المساحة الجانبية للمجسّم الناتج من دوران الخط 4,506 حول المستقيم 77 هي 
أقلَ من ضعفي مساحة الدائرة المحيطة 2 27) وأكبر من ضعفي مساحة الدائرة المحاطة 
(2 :87). 

لتكن النقاط 5 0» م على التوالي منتصفات ©» 67»: 257؛ وليقطع المستقيم 7778 
المستقيمين غ1 و 57 على التوالي على 0 و67. القطّع المستقيمة 40» #ركر» 67 متوازية: 
وكذلك القطعتان 7 و زر ؛ ينتج من ذلك أنْ المثلثات وري ومس تاطبر 680» و1170 
متشابهة» والمثلث 2577 مشابه لها لأنْ 7 هو منصّف الزاوية 92706 والعمود المنصّف ل 
6. فنستخلص العلاقة التالية: 


01 20+10 +طن+ 80+01 0 لص لص 00 08 


لكن 2 - 77 » فيكون 81757 -(4171 + عزو + ).58 . 


واستناداً إلى القضية السابقة فإن المساحة الجانبية للمجمّم الناتج من دوران 47767 
تساوي مساحة دائرة نصف قطرها , بحيث يكون: (#ناء + يرط + [5.)0ا - 
فيكون لدينا (لأنّْ هكد - عم ): 58 برو - ا وبالتالي عو > 2م > #بعوجء؛ فتكون 


المساحة الجانبية المعنيّة بالأمر محصورة: إذأء بين ضعفي مساحة الدائرة العظمى 1807 
وضعفي مساحة الدائرة المحاطة 27 8). 

نلاحظ أنّ الاستدلال جرى باستخدام شكل مضأع هو 45062870 له عددٌ زوجي من 
الأضلاع؛ مع تطبيق النتيجة (ب) من القضية السابقة. 

ونلاحظ أنّ الشكل في تلك القضيّة كان مقعْراًء في حين أنّنا هنا نطبّق النتيجة السابقة في 
حالة الشكل المحذب؛ إلا أن هذه القضيّة هي على أي حال قضيّة عامة وتُطْبّق في الحالتين 
على السواء” . 


*" هل يظهر هذا العرض نئيّة لدى الخازن؟ هذا البرهان مبني على الأسس نفسها التي اعتمدها أرشميدسء "كتاب الكرة والأسطوانة"؛ المقالة 
الأرلى: القضية ١؟‏ وما بعدها)ء وهو برهان معروف بالعربية منذ منتصف القرن التاسع على الأكل؛ وسيق أن استخدمه بتو موسى. 


حكن 


إذا كان للخطً المُضلّع: المحاط بنصف الدائرة ذات القطر ع)ء عددٌ فرديّ من الأضلاع: 
(الخط عع71 جل مثا)ء فلا يكون له قمّة في 8» ويُستبدل المثأّث بروع بالمثلث بور0: 
ويكون لدينا 011 _ #لك + لظ + 01 _ فلك _ 21 _ 28 _ :2 , فنحصل على: 


06 07 802 0ط نم نان 


8ن - (هرار + غ17 + [0 )06 . 


استنادا إلى النتيجة (أ) في القضيّة السابقة؛ المساحة الجانبية الناتجة من دوران الخط 
© هي مساحة دائرة نصف قطرها ,ري بحيث يكون: هما + عتم + ت0)جم - #2ء؛ فيكون 
2ن 2م . المساحة الجائبية الناكجة من دوران 470 هي إذأّ مساحة دائرة نصف قطرها 
ر#ر» بحيث يكون: تون 72رم2 - #من ب تج نو ؛ يكون أدينا إذاً: تمر تررم - تمر 

و 22623 >72 > :2077. 

تكون المساحة الجانبية المعنيّة بالأمر محصورة: إذأء بين ضعفي مساحة الدائرة الكبرى 
)48 وضعفي مساحة الدائرة المحاطة زر 20). 

لقد حصل أرشميدس على هذه النتائج نفسها لمجسّم محدّد انطلاقاً من مُضلّْع متساوي 
الأضلاع عدد أضلاعه يساوي أضعاف العدد 4» وذلك في القضايا »7”٠:-71/‏ من كتثاب 
"الكرة والأسطوانة". وعالج بنو موسىء بعد ذلكء المسألة نفسها لمجسّم محدّد انطلاقاً من 
خط مضع محاط بنصف دائرة وله عدد زوجيّ من الأضلاع (القضيتان ؟١‏ و١).‏ وهذه 
بالضبط الحالة التي عالجها الخازن. من جهة أخرى درس جوهانس دو تينمو ( وم«:يمءامد 
6 ول) في القضية الخامسة (راجع م. كلاجيت (#رعوهن0 34» ص. 455 وما يليها/) 


55٠ 


القضية نفسها انطلاقاً من مُضصْلّع متساوي الأضلاع محاط بدائرة وله عدد أضلاع مساوء إِمّا 
لأضعاف العدد 4» وإسًا لأضعاف العدد ؟» فحسب. 
الُقتمة ١4‏ تساوي مساحة الكرة:» 'ىء أربعة أمثال ىء مساحة دائرتها العظمى '. 

لنكن (497 دائرة عظمى من الكرة ولتكن م مساحة هذه الدائرة. 

لنفترض أن ع > .4» فتكون ”, - م4 مساحة كرة أصغر من الكرة المعلومة» وتكون دائرتها 
العظمى 73/470. فنأخذ مُضْلّْعاً 52477 متساوي الأضلاع » محيطاً بالدائرة» كما في الدراسة 
السابقة» بحيث توجّد رؤوسه داخل الدائرة 487 أو على هذه الدائرة. لتكن "ى مساحة 


المجسم الناتج من دوران هذا المضدّع؛ يكون لدينا: 5 > '5> '5. 


استتاداً إلى القضية »١7‏ لديناء4+ > "ىء فيكون ,4 > ”ى» وهذا محال لأثْنا افقترضنا .4 -'5. 

لنفترض 5 < ,4ء فتكون '5- ,4 مساحة كرة أكبر من الكرة 8)7يء فلتكن 085 دائرتها 
العظمى؛ فنأخذ مُتَعَدّد أضلاع محيطأً بالدائرة )8م تقع رؤوسه داخل الدائرة 05 أو 
على هذه الدائرة؛ لتكن ”5 مساحة المجسّم الناتج من دوران مُتعَدّد الأضلاع هذاء فيكون لدينا 


إل > إلى > 3 


"" أرشميدسء "الكرة والأسطواتة". 


استناداً إلى القضية 7١ء‏ لدينا ,4 <”ى» وبالتالي .4 <”مء وهذا محال لأثّنا افترضنا 
و4 - بك 

تكون إذأ وه -ىء أي أنّ مساحة الكرة تساوي أربع مرات مساحة دائرتها العظمىء أو 
أيضأ حاصل ضرب قطر الدائرة العظمى بمحيطها. 

لنلاحظ أنّ بني موسىء لكي يبرهنوا هذه القضية نفسهاء استخدموا في جزدي الاستدلال» 
مجسّماً محاطأ بالكرة العظمىء؛ وليس له نقاطً مشتركة مع الكرة الصغرىء وقد توصّلوا إلى 
هذا المجسّم انطلاقاً من القضية السادسة من المقالة الثانية عشرة من "الأصول" (راجع 
القضية 4 ١‏ من كتابهم). 


الفقّمة ١5‏ حجم الكرة هو حاصل ضرب نصف قطرء #ء لدائرة عظمى منهاء بثلث 


ليكن 7 حجم الكرةء ولتكن 4807 دائرة عظمى منها. 

لنقترض أنّ كع در إذ ذاك توجد كرة أصغر منهاء حجمها7ز؛ حيث كع دسر؛ 
لتكن 7.3477 دائرة عظمى من هذه الكرة. 

نأخذ مستويين عموديين على المستوى ع ؤريء أحدهما يمرٌ بالخط ح4ء والآخر يمر 
بالخط 92؛ يقطع هذان المستويان الكرة وفق دائرتين عظميين. نأخذ الدوائر ذات القطر 
8هء التي تقسم كل ربع من الدائرة ذات القطر 40 إلى ثلاثة أجزاء متساوية. نحصل بذلك 


كوه 


على ست دوائر قطرها 87. وعلى كل واحدة منها نأخذ مُتعَدّد أضلاع مثل 4:68116. 
تحدّد رؤوسٌ جميع مُتعَدُدات الأضلاع هذه مُتَعَدُدَ سطوح أوجهه هي مربّعات منحرفة أو 
مثلّثات. إِنْهِ مُتعدّد السطوح المحدّد في القضية ١7‏ من المقالة الثانية عشرة من "الأصول" - 
راجع الملاحظة ج) أدناه. ونرفق بكل وجه من هذه الوجوه؛ هرمأ قمته #7 مركز الكرة. 
يفترض الخازن أن الكرة 3477 مماسة لكل واحد من هذه الأوجه (انظر الملاحظة في 
نهاية هذه القضية)؛ يكونء في هذه الحالة» ارتفاعٌ كل هرم قمته 7 مساوياً لنصف القطر 'ر 
للكرة 53477؛ يكون إذاً الحجم ,77 للمجسّم مساوياً لحاصل ضرب “# بثلث المساحة الكاملة رى 


للمجسشم: 2 و “>< |نز؛ لكن “حي و ى<ىء فيكون: 2< 2257 
وهذا محال لأنّنا افترضنا أنّ 5 - اا 

لنفترض الآن أن كح > 7 ؛ توجّد عندئذ كرة أكبر من الكرة 4807 يكون حجمها '”[» 
مع كر - نر لتكن 09 هذه الكرة. نجعلها تحيط بِمُتعَدُد سطوح من النوع السابق بحيث 
تكون الكرة 4807 مماسة لأوجه مُتعَدُد السطوح هذا'“؛. ليكن "7 ور و72 على التوالي حجم 
الكرة 0,91 ومُتعد مُتعَدُّد السطوح والكرة 207 ار؛ يكون لدينا: 5 - بز لكنّ 5< 'ىء يكون إذا 
ع /ز؛ وهذا محال لأنّ > ز ولأثنا افترضنا كع دم 

استناداً إلى استحالة الافتراضين السابقين يبقى أنّ حجم الكرة 4807 هو7زء حيث يكون 
وج - #. لكن إذا سمّينا و مساحة الدائرة العظمى ؛ يكون لدينا و4 - 5, فيكون 


384 - 7و ٍ- - 


'؛ وفق الملاحظة التي تختم هذه القضية» نستطيع أن نفترض أن متعدّد السطوح المحاط بالكرة 0785 مأخوذ بحيث لا تقطع الكرة 907 ار أوجهه. 
يكون لدينا : 

كبا > 17> اكوا مع (,8 5 16) 
ونعلم أن ' 7[ > |7 ء لذلك يكون ' 17> كر ؛ لكن 8< ور و اى,< رقر؛ لدينا إذاً ك1 < ركرك 


وهذا محال لأنّ الحجم م ح ثثز معلوم. 


يساوي حجم الأسطوانة المرفقة بالكرة .28 -س فيكون إذأ 017 


ويكون للمخروط المرفق بهذه الأسطوانة» وهو المخروط ذو الارتفاع 2#ء الحجمُ: 
20-27 - بيد ويكون للمخروط ذو القمة # والارتفاع # الحجم للد زر يكون إذاً 


إبو4 - 8, 
المخروط الذي قاعدته دائرة مساحتها و4 (أي دائرة نصف قطرها 28) وارتفاعه بر 
يكون له نفس مساحة الكرة. 


ملاحظة: يرتكز استدلال الخازن على وجود مُتعَدّد سطوح محاط بالكرة 4907 ومحيط 
بالكرة 2.7477. وهنا يجب القيام بتلاث ملاحظات: 

أ) الكرة 7.3477 تقطع أوجه مُتعَنْد السطوح: 

الدائرة 3477 في القضية ١6‏ مماسّة للأوثار /8» ع27» 0»... ومن خلال البناء في 
القضصية 5١؛‏ فإن الأقواس المحدّدة على الدائرة الاستوائية ذات القطر 4م وعلى الدوائر 
المارّة بالقطبين ذات القطر 2 تساوي جميعها القوس 37ء لذلك فإن أوتارها تساوي الوتر 
87 والكرة 3477 تكون مماسة لجميع هذه الأوتار. نستخلص مما سبق أن جميع أوجه مُتعَدْد 
السطوح تقطع الكرة 5.3477 ذلك أن منتصفات هذه الأوتار المتساوية هي نقاط تماس الكرة 
7 مع هذه الأوتارء وكل وجه من مُتعَئّد السطوح له إذأ على الأقلّ نقطتان على الكرة؛ 
فهو يقطع إذأ الكرة 3477.]. 

ب) مُتعَدّد السطوح لا يقبل كرة محاطة: 


المسافة من النقطة ## إلى أوجه مُتعَدّد السطوح متغيرة. لتكن النقطة 7 منتصف “00؛ يمر 
الممستوي 787 بالنقططة 7 منتصف 2 وبالنقطة 7 منتصف 7. يكون لدينا 
'77< 2 < 60 ؛ ينتج من ذلك #ريم > بريع > رير. إذا رمزنا ب رث, و/, وا» على التوالي» إلى 
المسافات من 7 إلى متسويات الأوجه 837» 3117 151/010؛ يكون لدينا 
777 < ب < 277 < يق < 877 < 1< 8 فالمثّث 877 متساويٌ الساقين وكذلك المربئعات 
المنحرفة 11116 و 100 » مع '17< 8ل ,516 < 1 ,007 - 20 , لذلك فإن الزوايا 'روررء 
78 و 263 حادة ومراكز الدوائر المحيطة تقع على التوالي على القِطع المستقيمة 778[ 
7 11. 


بشكل أعمّء مهما كان عدد الأوجه. أي مهما كان عدد التقسبمات» 3 على كل ربع دائرة» 
يكون لدينا: ,7< .,...< يم < 7< 8. 
ليس لمُتعَدّد السطوح, إذأء» كرةٌ محاطة به» ويحقتق حجِمُه المتباينات: 


> أدبم > 17> كرد 
ومن أجل تطبيق استدلال الخازنء بإمكاننا أن نأخذ العدد بم كبيراً بما يكفي حتى لا تقطع 
الكرة ذات الحجم زء | وج -' برأ ونصف القطر '8'>8(:8)» أوجة مُتَعَدّد السطوح؛ 
هذا يعني أنّ علينا أن نأخذ ,, بحيث يكون # < ي/. عند ذلك يكون لدينا: ,كح > / > '”م, 


فيكون إذأ 85> 5ه ل وهذا محال لأنّ ,5< 5. 


5ه 


ج) نشير أيضأ إلى أنّ الخازن يتصور هنا مجسّماأ على الشكل التالي: 


مُتَعَدّد محاط بكرة. 

ليكن 8 و7 قطبّي الكرة. هناك دائرثتان متعامدتان تمرّان بالقطبين 8رو 7 ؛ نرسم الدائرة 
الاستوائية» الموافقة للقطبين» التي تقطع هاتين الدائرتين على أربع نقاط. يقسم الخازن كلّ 
قوس إلى ثلاثة أجزاءء فنحصل على اثنتي عشرة نقطة على الدائرة الاستوائية؛ فيكون لدينا 
إذأ اثنتا عشرة نقطة على كلّ واحدة من الدوائر الست المُرفقة والمارّة بالقطبين» أي عشر 
نقاط بالإضافة إلى نقطتي القطبين. 

إذا قسّمنا كل قوس من الأقواس الأربع إلى أجزاء عددها ,م؛» يكون لدينا نقاط عددها 4 
على الدائرة الاستوائية» وبالتالي دوائر مارّة بالقطبين عددها ,2. 

على كل دائرة من الدوائر المارّة بالقطبين لدينا نقاط عددها 20-1 بالإضافة إلى 
القطبين. فيكون لديناء بالمجموعء نقاطٌ عددها 1- ,,2)م4ء بالإضافة إلى القطبين. 

يكون لمُتعَدّد السطوح إذأ رؤوسنٌ عددها 20-10+2)م4: 

في الحالة ‏ - ب» يكون له " رؤوس؛ في الحالة 2- ,ير يكون له 7 رأساً؛ 

في الحالة 3- م» يكون له 5١‏ رأساً؛ وهي الحالة التي أخذها الخازن؛ 

في الحالة 4- ير يكون له 4 ١١‏ رأساً. 

إذا سَمّينا ,4 و ,1 مساحة وحجم المجسم ,:53» وإذا سمّينا 4 و7[ مساحة وحجم الكرة؛ فإِنّ 


,4م تتزايد بتزايد :م (مع 4 > ,4 ) و ,7 يتزايد بتزايد :م (مع 7 > 7 ). 


المبرهنة ٠١‏ من بين جميع المجدئّمات المحدبة» التي لها نفس المساحة» الكرة هي المجسم 
الذي له الحجم الأكبر. 

لتكن لدينا كرة مركزها 0» ونصف قطرها #رء ومساحتها ى» وحجمهازء وليكن معنا 
مُتَعَدُدُ سطوح مساحته ى نفسها وحجمه ,77؛ نفقترض أن مُتَعَدّدَ االسطوح هذا محيط بكرة 


7 :: مركزها يرء ونصف قطرها “', ومساحتها “ى», فيكون لدينا - 7 


المساحة ”5 أقلّ من مساحة مُتعَدُّد السطوح. أي 5 > "وى » وج > ##ورء فيكون 4 > 238 
أي > بآ 

لنلاحظ أنّ طبيعة مُتعَدّد السطوح ليست محددةء لكن البرهان يفترض أنه محيط بكرة» 
وهذه هي الحالة بالنسبة إلى مُتعَدّد سطوح منتظمء لكن البرهان المعتمد هنا لا ينطبق على 
مُتعَدّد سطوح اختياريّ أو على مجمسّم اختياري. 


ملاحظة: أمثلة عن مجسمات متساوية المساحة 5 مع كرة نصف قطرها /,. 

إذا كانت أسطوانة نصف قطرها # وارتفاعها #ء تكون مساحتها الجانبية مج 2» 
مساحتها الكليّة هي إذأ 2ج - و » ويكون حجمها 1 لور < امود 

إذا كان لمخروط قاعدة نصف قطرها # ومونّد [» حيث جمو-:» تكون مساحته الكليّة 
2م - (1 + #8) #ع - ىء فيحقكق ارتفاعه ,ز العلاقة 2هه- 22م-12- 2بزء أي م - 2./28» 


ويكون حجمه 7- 72.2/27 ص 2ل» ا 


هكذا نرى أنّ الخازن لا يعمد إلى مقارنة مُتعَدُدات السطوح. لكنّه يصل إلى النتيجة 
باستخدام الصيغة التي تربط بين حجم الكرة ومساحتهاء وهي الصيغة التي يحصل عليها من 
خلال مقاربة الكرة بواسطة مُتعَدّدات سطوح غير منتظمة. وسيكون مسار ابن الهيثم مختلفاء 
كما سنرى لاحقا؛ فهذا الأخير يحاول العمل من خلال مقارنة مُتعَدُّدات سطوح منتظمة» 
مساحاتها متساوية» وأعداد أوجهها مختلفة» ليتمكّن من تقديم برهان فعّال. لكن هذا البرهان 
يُخفِق بسبب العدد المنتهي لمُتعَدّْدات السطوح المنتظمة؛ لذاء وبدلاً من أن يحل المسألة 
الأصليّة»ء عرض ابن الهيثم نظرية مبتكرة في الزاوية المجسّمة. نرى إذن أنْ الخازن ينتمي 
هناء مرّة أخرىء إلى عائلة زينودوروس وبابوسء التي لا ينتمي إليها ابن الهيثم. 


4-7-4 مقالة السُميساطي 

يتضمّن هذا النصٌ للسُميساطيء نتيجة واحدة؛ ولكنّه عرف انتشاراً واسعاً. وكان الخازن 
قد أثبت هذه النتيجة (التي هي المرحلة الأخيرة من استدلاله في المبرهنة العاشرة). إنّ جميع 
النتائج المتعلقة بمُتعدُدات الأضلاع غير المنتظمة غائبة» بشكل واضعحء عن هذا النص. 


2 1 
8 11 


لتكن الدائرة (إ 8ام) ذات المركز 4, ونصف القطر وريرء وليكن 2# مُضلْعاً متساويَ 
الأضلاع:؛ وليكن محيطه مساويأ لمحيط الدائرة ج. ليكن © مركز الدائرة المحاطة ب و20 و 
7 نصف قطرهاء بحيث تكون النقطة ,ع منتصسف 77. حاصل ضرب نصف المحيط بر 


بنصف القطر 02 هو مساحة مُتعَدّد الأضلاع. 

إذا كان وري - بىء يكون محيط الدائرة (6797© ©) مساوياأ أيضاً ل مء وتكون مساحة 
الدائرة مساوية لمساحة مُتعَدّد الأضلاع؛ وهذا محال. 

إذا كان يرم < بى» يكون محيط الدائرة © 6) أكبر من محيط الدائرة (89له ,ل)؛ 
ويكون محيط 025؛ الذي هو أكبر من محيط الدائرة 67 ,6)؛ أكبر بكثير من محيط 


الدائرة (48 ل)؛ وهذا محال. لدينا إذأ م > #رم, مساحة الدائرة (8ام ,4) - 1 


مساحة المضلّع - 1م ل فيكون: مساحة الدائرة (8هر ,) > مساحة المُضَلّع (جمصم). 


4 -" أبو جعفر الخازن: 
نص من "شرح المقالة الأولى للمجسطى" 


١-4‏ السميساطي: 
مقالة "في أنَّ سطح كل دائرة أوسع من كلٌّ سطح 
مستقيم الأضلاع متساويها متساوي الزوايا 
مساوية إحاطته لإحاطتها" 


مكه 


تقلناه من شرح أبي جعفر محمد بن الحسن الخازن 


للمقالة الاوامى مس المجسطي 


قال بطلميوس : وإن الأشكال الختلفة البي إحاطتها متساوية ما هو متها أكثر زوايا فهو أعظم 
5 قدرًا. ولذلك وجب أن الدائرة أعظم السطوح والكرة أعظم المجسيات. 
بعني أن الأشكال امختلفة من ذوات الأضلاع المستقيمة. كالمثلث والمربع والمخمس وسائر 
ذلك إلى ما لا بنتهي . إذا كانت أضلاع كل واحد منها مساوبة لأضلاع الآخر مجموعة. فإن 
أكثرها زوايا أعظمها مساحة + مثل المثلث والمربع والمحمس إذا كانت جملة أضلاع كل واحد منها 
عشرة. كان المريع أعظم مساحة من المثلث وامحمسُ أعظم مساحة من المريع . ثم كذلك إلى ما 
0 لا نباية له في الأشكال الكثيرة الأضلاع؛ ثم الدائرة التي ععيطها عشرة أعظمها كلها. واعتبار 
ذلك بالحساب يسير. وأما بيانه بالهندسة فإنا نقدم ما نحتاج إليه من المقدمات فنقول : 


(مقدمات» 


إن كل شكلين من الأشكال ذوات الأضلاع المستقيمة المتساوية العدد والإحاطة وأحدها 
متساوي الأضلاع والزواياء / فإنه أعظم من الآخر. 00 
5 ومن مشدمات ذلك- 


(1> مثلث ا ساح متساوي الأضلاع ومثلث اداه متساوي الساقين. 
#ماحة مي ر(الأرى): من مساسة. 


055 
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أقول: إن فضل 1 ب على ١‏ د أصغر من فضل ١‏ د على ب ها . وإ نكلا الفضلين مثلٌّ فضل 


اب عل باه. وهوب د. 


برهان ذلك: أن تخرج د ز يوازي أاجء ونلق عمود دح (على أ ب»2» فثلث ب زد 
منساوي الأضلاع. ف ب ح مثل زح. واح أصغرمن ! د. وتأخذ ١‏ ط مثل آد. فيكون باط 
أصغر من ط ز. ولكن ب ط فضل 1 ب على ! د: وط زفضل ؟ د على ب هاء لأن زا مثل داج 
ودج مثل باهاء وجميع باط ط رز مئل ب <. 

فإذن فضل ضعن اب على باه أد. وهوب د ب طء أصفر من فضل اب اد عل 
ضعفض ب ه. وهوب د ط ره وتمعل اب مشتركا بين ضعض ! ب وبين باه آدء وبا ه 
مشتركًا بين اب 1د وبين ضعف به . فيكون فضل ثلاثة أمثال ب على جميع آب به 
أد. أعني ه .١‏ أصغرّ من فضل جميع آب ب ه ه أ على ثلاثة أمثال ب ه. ويكون ضرب 
ثلاثة أمثال ب ه في ثلالة أمثال 1 ساء/ - الذي هوضرب ب ه في تسعة أمثال اب - أصغرٌ +؛ 


من مريع جميع اب ب هاه أء لأن نسبة الأول إلى الثاني أصغر من نسبة الثاني إلى الثالث» 
من قبل أن الفضل المنقوص من الأول. وهوب داب طء حتى بق الثاني أصغرٌ من الفضل 
المنقوص من الثاني: وهو ب د ط ان حتى بي الثالث. 


داب د مثلث اناج متساوي الأضلاع ومثلث اداه متساوي الساقين. 
أقول : إن نسبة مربع محيط ١‏ ده إلى مربع حيط ١‏ ب ج أعظم من نسبة مثلث ١‏ داه إلى 
مثلث اناك. 


[كلا: يكتيا وكل: ولن نثير لذلك مر أخخرى - 10 ناه : تكتب تعدها وطاو. ثم شرب عيلييا بالقم. 


5515 


برهان ذلك : أن مربع حيط ١‏ ب ه اعظم من ضرب ب ه في تسعة امثال ب ج . وايضمًا 
مربع محبط 1 داج أعظم من ضرب داج في تسعة أمثال ب جء وذلك مثل ضرب بج في 
(مربع» محيط آب ج . فربعا حيطي ١ب‏ ه أدج أعظم من مريع محيط اب ج وضرب داه 
في تسعة أمثال ب ج . ولكن الخط المساوي محيطي | ب ب ١‏ داه قد انقسم بقسمين متساويين 
وهما | باه ! داج ويقسمين مختلفين وهما | ب ج ! ده . فربعا حيطي أب ج ١‏ ده أعظم 
من مربعي / محيطي أب ه اد ج. وقد تييّن أن مربعي أ باه آد ج أعظم من مريع محيط 45 , 
باج وضرب ده في تسعة أمثال ب ج. فربعا محيطي اب ج ١‏ ده أعظم كثيرًا من مربع 
يط ١ب‏ ج وضرب ده في تسعة أمثال ب ج. ونلق مربع حيط ١‏ ب ج المشترله» فيبق مربع 
محيط [ ب ج أعظم من نسبة ضرب ده في نسعة أمثال ب ج إلى مربع مميط ١‏ ب ج. ولكن 
ضرب ده في تسعة أمثال ب ج مثل ضرب ثلالة أمثال داه في ثلاثة أمثال ب جاء ونسبة 
ضرب ثلالة أمثال د ه في ثلاثة أمثال ب ج إلى مربع محيط | ب ج كنسسبة ثلاثة أمثال د ه إلى 
ثلاثة أمثال ب ج وكنسبة ده إلى ب ج وكنسبة مثلث | د ه إلى مثلث 1 ب ج . فتسبة مربع 
اده | ١‏ أعظم م' نسة مثلث اده إلى مغلث | 
محيط اده إلى مربع محبط اباي اعظم من نسبة ده إلى مثلث اب ج./ 


دي - مثلث اب ج متساوي الساقين. وقد جاز على نقطة | خط ده يوازي باجاء 4 اظ 
رخرج إلبه من تقطني ب ج خطان فالتا على از 
أقول: إن مجموع ب ززج أطول من مجموع اب آاج. 


ل ودلنث : استدركها في الامش 2 بان موشضعها 5 لفسميل: الأتصح اللسسمخنة وستتركها كا هي دون الإشاية فا بعد هاده 
والنانة: كتيا أوَلة ان هى ثم مصسصها تهنا 


5-0 
١ / 0 
0 0 
/ ع8“‎ 


عيد م 


برهان ذلك: أن نزيد في !ب مئله؛ وهوا ح»: ونصل زح. فزاوية داب مثل زاوية زا ح 
وزاوية داب مثل زاويه اب ج البي ناوي زاوية اج ب. وزاوية اج ب مثل زاويه زاجء 
فزاوبة زاج مثل زاوية زاح. وا ح مثل ١‏ ج وا زمشارك في مثلتي ازج ازحء فضلع زح مثل 


زج ومجموع زب زح أطول من ب احء فجموع ب ززج أطول من مجموع اب اج. 


-ة مثلث ا باج متساوي الأضلاع ومثلث ده زعتساوي الساقين: وهما ده دز 


وتصسطاهما متساويات. 
أقول: إن مثلث ان لد أعظم من مثلث ده ز. 


١ 
١ 
' دده‎ ُّ 


برهان ذلك: أنَا نعمل مثلث د ح ط متساوي الأضلاع . فيكون نسبة مربع محيط / ده ز.ه , 
إلى مربع محيط دح ط اعظم من نسبة مثلث ده زإلى مثلث د ح ط. ولكن مريع محيط دهاز 
0 مساو لمربع حيط | ب ج : فنسبة مربع محيط اب ج إلى مريع محيط د ح ط اعظم من نسية 


5 موي (الأول): كتب بعدها «الاقين:. ثم هرب علييا بالقلى. 


ين 


مثلث ده ز إلى مثلث داح ط. ولكن نسبة مربع محبط أب اج إلى مربع (محيط» دح ط 
مثلث ده زإلى مثلث دح ط. فثلث ! ب ج أعظم من مثلث دهانز, 


- ه - مثلث 1 بج متساوي الأضلاع: ومثلث ده ز مختلض الأضلاع ؛ ومحيطاهما 
53 متساويات. 
أقول : إن مئلث ١ب‏ ج أعظم من مثلث ده ز. 


برهان ذلك : أنا نجيز على نقطة د خط د ح غير محدود يوازي ه زء وتخرج إليه من نقطبتي ه 
ز خحطي ه ط زط متساويين. فجموع ط ه ط زأصغرمن مجموع ده دز وتخرج من نقطني 
ه زاخطي هاك زك متساويين وساويين لخطي ده دز فثلث هك زأعظم من مثلث 

0 ها طز. ومثلث / ه ط زمئال مثلث ه د زلأنها على قاعدة واحدة وبين خخطين متوازيين. فثلتث .ه - ظ 

هك زأعظم من مثلث ه د زء ومثلث هك ز. كا قد بِينَا. ليس بأعظم من مثلث ١‏ ب ج لأن 
تحيطبها متساويان: فثلث اب اج اعظم من مثلث د هار 

وقد تبن من ذلك أن المثلث المنساوي الساقين أعظم من المثلث الختلف الأضلاع إذا كان 
محيطاهها متساويين. 


5] - و- ونعيد مثلثي اب اج ده ز ونضمُفه| بخطوط ١م‏ ج ح زط د اط ؛ قبكون معين 
باح أعظم من معيّن ه ط المستطيل: وأحدهما متساوي الأضلاع والآخر مختلفها. وإن كان 


1 
6 


3 عنلكث (الأول): مكرية - 7 8ه2:41 هادي ثم ألت المواب في شمش ‏ - 4امسييين: متساويالن - 15رط) حاط 


1ه 


محبطاهما متساوبين. ونخرج جك على زاوية قائمة من ب ج يساوي ١ج‏ : وك ل يساوي ويوازي 
ب جدء وتصل ل باء ونخرج اح إلى م: فثلث امب مثل مثلث ج ن ح. ومستطيل 
ب من جد مثل معيّن ب ح. فربع باك اعظم من معيّن ب ح. فهو اعظم كثيرًا من معين 
ه ط. وأحدهما متساوي الأضلاع والزوايا والآخر مختلف / الأضلاع والزوايا. 


35 د طِ 
1 كد 


وهذه حال كل شكلين من الأشكال ذوات الأضلاع الكثيرة المستقيمة المتساوية العدد 
والإحاطة : أن المنساوي الأضلاع والزوايا منيا أعظم من امختلف الأضلاع والزوايا. 


- ز- مثال ذلك : أن يكون مخمّس أ ب ج ده متساوي الأضلاع والزواياء ونصل خط 
ه باء ونخرج من نقطتي ه ب خطين يلتقيان على ز ويكون مجموعها مثل مجموع اه اب. 
فيكون مثلث ١ه‏ ب أعظم عن مئلث ه زب. ونمعل سطح ه ب ج د مشتركاء فيكون 
مخمس أسناحى ذاه أعظم من مخمس زنا ع داه. وإن عمل 022 ذلك على سائر 
الأضلاعء فيكون مخمس ١ب‏ جاده أعظم كثيرًا من المختلف الأضلاع. وأبضًاء زاوية 


هاب مثل كل واحدة من زوايا اب اج باجح داج ده د هااء وزاوية ه زب مخالفة لزاوية 


الزوايا. / 
رد 
1 حم 0-2 
٠‏ 1 
2 يسطل: رع | 2|هزب: كتيب رك وصححه في اهامشش, 


دح - كل شكل ذي أضلاع مستقيمة يحيط بدائرة. فإن ضرب نص قطر الدائرة في 


نصف جملة الأضلاع مساحة الشكل. 


فليكن الشكل ا ب ج ء والدائرة التي يخيط بها د ه ز ومركزها ط . و تمرح ط د طاه طاز 
فتكون أعمدة على الأضلاع : وتصل خطوط اطا باط جا ط. شي فى ا 
مثلتٌُ ! ط جا. وضرب ط ها في نصض ! ب مثلتُ ١‏ ب ط . وضرب ط زف نصض ب ج مثلثٌ 
نت طاج. فضرب نصض قطر الدائرة في نصف جملة الأضلاع مساحة مثلث | ب ج. 

وإن كات الشكل ذا أربعة أضلاع. انقسم بأربعة مثلئات: فإن كان كثير الأضلاع ء انقسم 
مثلثات على عدة أضلاع . وكان ضربُ نصف قطر الدائرة التي يحيط بها الشكل في نصض كل 
واحد من الأضلاع مساحة واحدٍ واحدٍ من امثلئات. وجملةً اللئات هي مساحة الشكل. 
ومساحة الشكل أعظمٌ من مساحة الدائرة لأن ضرب نصف قطرها في نصف عيطها / 
مساحتها ٠‏ ونصف مميطها أصغرمن نصف جملة أضلاع الشكل لأن الشكل محيطٌ بها. ولذلك 
يكون ضرب نصف قطر الدائرة التي تحيط بالشكل في نصف جملة أضلاعه أعظم من مساحة 
الشكل . وضربه في نصف حيط الدائرة مساحة الدائرة: فساحتها أعظم من مساحة الشكل 
الذي تحيط هي به. 


- ط -- كل شكلين من الأشكال ذوات الأضلاح المستقيمة المتساوية الإحاطة متساولي 
الأضلاع والزوايا من نوعين مختلفين. فإن أكثرهها زوايا هو أعظم. 

مثال ذلك: أن يكون مثلث 1ب ج ومربع داه زح متساوني الأضلاع والزوايا. وتكون 
إحاطتاهها متاويتين. فيكون المريم بع أعظم من المثلث. 
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٠ 27 22 2932 22‏ فجمة لوا اثلاث عن قطة مل جمة ال الأ 
عند نقطة 5 لأن كل واحدة من الجملتين مثل أربع زوايا قائمة. فزاوية | ط ج ثلث أربع زوايا 
قاعمة. وزاوية دك ح ربع أربع زوايا قائمة . واج ثلث عحيط !باج ودح ربع محيط مربع 
ده زح. والحيطان متساويان. / فنسبة زاوية ١ط‏ ج إلى زاوية دك ح كنسبة 1ج إلى د ح؛ 


وزاوبة اط ج أعظم من زاوية دك ح. واج أعظم من د ح. وتلقى عمودي ط ل ك م؛ فد 


1 


ل واحمدة من زاويتي اط ج دك ح وكل واحد من ضلعي اج دح تصفين تصعين. فنسسية 


زاوبة أط ل إلى زاوبة دك م كنسبة 1ل إلى د م. وزاوية آط ل أعظم من زاوية دك م وال 


أعظم من دم. فتأخحذ نل مثل د م. وتصل ن طء ونرسم عبل نقطة ط وببعد طن قوس 
س نع ؛ وأتخرج ط ل إلى س١‏ فنسبة زاوية 1 طن إلى زاوية ان ط ل كنسبة قطاع ط نع إلى 
قطاع ط ن س. ونسبة قطاع ط نع إلى قطاع ط ن س أصغر من نسبة مثلث اط ن إلى مثلث 
نط ل. ونسبة مثلث اط ن إلى مثلث نط ل كنسية ان إلى ن ل. فنسسية زاوية اط ن إلى 
زاوية ن ط ل أصغرمن نسبة أن إلى ن ل. وفي التركيب . نسبة زاوية ! ط ل إلى زاوية ن ط ل 


أصغر من نسبة أل إلى ن ل. ون ل مثل دمء فنسبة زاوية اط ل إلى زاوية ن ط ل أصغر من 
نسبة ال إلى د م. ولكن نسبة زاوية اط ل إلى زاوية دك مكنسبة ال إلى دم؛ فنسبة زاوية 
اط ل إلى زاوية ن نط ل أصغرمن نسبة زاوية اط ل إلى / زاوية دك م. وزاويتا ال ط دمى 
قائمتان. فتبق زاوية ط ن ل من مثلث ط ل ن أصغر من زاوية ك دم من مثلث ك5 م د. فتعما 


زاوية م دف مثل زاوية ط ن ل. ومئلث م داف يشبه مثلث ل ن ط. ولكن د م مثل ن ل. 
ف م ف مثل ل ط . فضرب نصف عحميط مريع داه زح في ك م أعظم من ضربه في ف م. ولكن 


1 ط ل (التائية) . كتيية مان ل , ومسصسها لي الطامش. 


«تاداه 


لت 5ك 


15 


وعثل هذا التدبير نبيّن في شكلين متساوبي الأضلاع والزوايا من الأشكال ذوات الأضلاع 
المستقيمة «المتساوية الإحاطة» أن أكثرهها زوايا أعظمهها مساحة. 


- يي - ونعيد مثلث ١ب‏ ج دون القطاع ونرسم معه دائرة داه ز على مركز ك ء وليكن 
مميطاهما متساويين. 

فتفول: إن الدائرة أعظم من المثلث. 

برهان ذلك: أن خط مثلث م ناس متاوي الأضلاع يحيط بالدائرة» ونصل كام / 
ك س ؛ فنسبة محيط مئلث م ن س إلى محيط مثلث اب ج كنسية ضلع مس إلى ضلع اج. +ه 
وحيط مثلث م ناس أعظم من محيط مثلث ١ب‏ ج لأنه أعظم من محيط دائرة د هاز. فضلع 
م س أعظم من ضلم ١‏ ج. ونلتي عمود ك دء فيكون م د أعظم من ١‏ لء وزاوية مك س مثل 
زاوية ! ط ج. لأن كل واحدة منها ثلث أربع زوايا قائمات. وزاوية مك د نصف زاوية 
مك سء وزاوية اط ل نصف زاوية اط جاء فزاوية مك د مثل زاوية اط ل. وزاوية م دك 
قائمة مثل زاوية ال ط. فثلث مك د يشبه مثلث أ ط ل. ولكن م د أعظم من ال. ف دك 
أعظم من ل ط. فناخذ منه دع مثل ل ط. وضرب نصن محيط دائرة ده زفي دك مساحة 
الدائرة؛ وضربه في داع مساحة مثلث ! ب جاء فالدائرة أعظم من المثلث./ 


ونقيس أبضا هذه الدائرة إلى مربع ده زح من الشكل المتقدمء بأن نعيد المربع مكان وه-, 
مثلث ! ب جء ونتوهم جملة أضلاعه مساوية نيط دائرة د ه ز. ونعمل على الدائرة مربعًا مكان 
مثلث من سء؛ ونبيّن عثل البرهان الأول أن مساحتها أعظم من مساحة مربع ده زح. 


056 


وكذلك نقيسها إلى مخمس متساوي الأضلاع والزوايا جملة أضلاعه مساوية محيطهاء وإلى 
شكل شكل من الأشكال المتساوبة الأضلاع والزوايا بعد المحمس بالغة ما بلغت ليتبيّن أن الدائرة 
أعظم الأشكال ذوات الأضلاع المستقيمة المتساوية الإحاطة. 

وقد يمكن أن نبيّن ما بينًا بشكلين مختلق الأضلاع بعد أن يكونا متشاببين يمثل ما دبرنا 
سواءً. وذلك أن تجعل بدل مثلثي باج م سس شكلين من ذوات الأضلاع الأربعة أو من 
ذوات الأضلاع الكثيرة. مختلني الأضلاع متشابين. إلا نا اثرنا بيان ذلك بشكلين متساوبي 
الأضلاع والزواياء لأن كل واحد منها أعظم من نظيره الذي تختلف أضلاعه ويساويه في 
الإحاطة, كا بِينًا فما تقدم./ 


ومن بعد ذلك : فإنا نين أن الكرة أعظم الأشكال المجسمة المتساوية الإحاطات» كانت 
إحاطاتها سطوحًا مستوية كالمكعب والمنشور والخروط الذي قاعدته مستقيمة الأضلاع . أوكانت 
سطوحًا مقوسة كالكرة والأسطوانة ومخروط الأسطوانة. 


(يا» ونبتدئ بامغروط الذي قاعدته مثلثة ذات أضلاع مستقيمة متساوية. فإن الخروط ميداً 
هذه الأشكال ؛ كما أن المثلث مبدأ الأشكال المسطحة ذوات الأضلاع. ونرسمه على هذه الصورة . 
ونتوهم قاعيديه وى مكلت اباسح المتساوي الأضلاع . موضوعة في سطح مواز للأفق. ونقطة د 
وهي رأسه ني المواء. مع مثلئات ١‏ ب د آدج ب داج. وكل واحد مها متساوي الساقين. 
وحط ده عمود على سطح القاعدة. فإن كانت أضلاع كل واحد منبا متساوية ومساوية 
لأضلاع قاعدة ٠‏ ب ج . كان اللخروط أول الأشكال الخمسة المذكورة في اخركتاب الأصول: 
ويسمّى الشكل الناري لشبهه بشكل ليب النار مثل ضوء السراج» وما أشبهه من أضواء 
النيران. غير أن انخراطه مائل إلى / التدوبر؛ وإن كانت قاعدته مستقيمة الأضلاع : وذلك أن 
هذا الاسم بقع على كل مخروط تكون قاعدته ذات أضلاع مستقيمة متساوية . ثلاثةٌ كانت 
الأضلاع أو أربعة أو أكثر من ذلك بالغةٌ ما بلغت؛ وسائر سطوحه مثلثات متساوية السوق. 
والحكم ني هذا النوع من الخخروطات ما نذكره في هذا اللخروط : وهو أن مساحة سطحه دون 
مساحة سطح قاعدته. أن نضرب العمود الذي يلتق من نقطة د إلى ضلع من أصلاع | ب ب ج 


اكع 


ذم هد 


عم 1 


آج - وهو يقسمه بنصفين - في نصف جملة الأضلاع. لأن ضرب هذا العمود في نصف 

الضلع مساحة المثلث الواحد. ول ثلاثة أنصاف الأضلاع مساحة جملة المثلئات الثلاث التي 

هي ظاهر مك الخروط . ولأن نصف قطر الدائرة التي يحيط بها مثلث 1 ب ج في نصف جملة 

أضلاعه هو مساحة المثلث. يكون ضرب مجموع العمود ونصف قطر الدائرة في نصف جملة 
5 أضلاع اب باج آس هو مساحة سطح كل مخروط . 


(يب» ولأن المنشور الذي قاعدته مثلث آ باج وعموده ه د / ينقسم بثلاثة مخروطات ٠ه‏ ده 
متساويات. كا بِيّن في الشكل السادمس من القول الثاني عشر من كتاب الأصيل . يكون 
مخروط 1 ب جم د ثلث المنشور. ولكن ضرب عمود داه في سطح | ب ب جم المنشور. فضربه 
في ثلث سطح باج جسم الروط . 


00 ويتبيّن من ذلك أن نسبة سطع المخروط . الذي قاعدته شكل مستقيم الأضلاع. إلى سطح 
القاعدة كنسبة العمود الواقم على ضلع من أضلاعه إلى نصف قطر القاعدة؛ لأن ضرب نصف 
جملة اضلاع القاعدة في هذا العمود سطحٌ المخروط. وضربّه في نصف قطر القاعدة سطحٌ 
القاعدة. 


ومن أجل ذلك يكون ضرب نصف قطر الكرة التي يبط بها امخروط ذو القواعد السطوحة في 


4 ونصن: كتبا ءي تصش» ثم صحصها توئها / في نصفب! كبا «ونصفنم وصخصها قرئها - 6 ببلالة: بنلث ال #8 متاويات: 
الأعصح «متساوية: فالجمع من غير العاقل بعامل معاملة الفرد المونث - هدا الشكل ليس في اتمطوطة. 


ألوم 


ثلث قواعده جسمّه. لأنه ينقسم إلى مخروطات تجتمع رؤوسها عند مركز الكرة» وتكون قواعدها 
قواعد الخروط . والكرة تماس كل / واحدة من القواعد ويقوم نصف قطرها عمودا (على القواعد» 
على موضع التماس + وبكون ضربه في ثلث كل قاعدة مخروط من تلك المحروطات: لآنه ثلث 
المنشور الذي قاعدته قفاعدته وارتقاعه ارتماعه, وضرنت الارتفاع ف الماعدة هو جسم المنشور. 
تساوت أضلاح القاعدة أو اختلفت., وكيا بمّنا أبِفسً أن ضرب نصف قطر الدائرة الى حيط يبا 
الشكل ذوالأضلاع في تصف جملة أضلاعه . نساوت أواختلفت؛. هو سطح الشكل . كذلك 
ضرب نصف قطر الكرة التى يحيط بها هذا المغروط في ثلث جملة قواعده. نساوت أو اختلفت» 
هو جسم الخروط . 


(» الأسطوانة المستديرة شكل مجسم تحيط به دائرتان متوازيتان وسطح يقوم بينها ذو 
تفويس؛ وكل واحدة من الدائرتين تسمّى قاعدة الأسطوالة. وكل خط مستقيم يصل ما بين 
حيطي القاعدتين ويقوم عليها على زوايا قائمة يسمّى ضيعم الأسطوانة. والخط الذي يصل ما بين 


مركزي القاعدتين بسمّى سهم الأسطوانة. فإن كان قيام / السهم على سطحي القاعدتين على غير 1 


زوايا قائمة. سمّيت الأسطوانة مائلة . وإن كان قيامه عليها على زوايا قائمة سمّيت قائمة؛ وحدوئها 
من سطح متوازي الأضلاع ينبت أحد ضلعيه المْحيطين بالزاوية القائمة: ويدار السطح حتى يعود 
إلى حيث منه بدأ. 

ومخروط الأسطوانة القالمة شكل محسم يأنخذ في الانخراط من محيط إحدى قاعدني الأسطوانة 
حتى يفنى عند مركز القاعدة الأخرى. وذلك المركز هو رأس الخروط . ويسمّى أيضمًا الشكل 
الصنويري لشبهه بثمرة الصنوبر. وسهم الأسطوانة هو عمود. ويسمى أيفسًا الارتفاع. وكل خط 
مستقيم يخرج من رأسه إلى محبط قاعدته على زوايا قائمة يُسمى ضلع الحروط . 

ونصوره على هذا المثال. ونتوهم قاعدته. وهي دائرة ا ب ج د ومركزها نقطة هاء موضوعة 
على سطح مواز للأفى. ونقطة ز في الهواء بحيث إذا وُصِل بينها وبين ه بخط مستقيٍ قام على 
سطح الدائرة على زوايا قائمة. وتخرج قطرأ جء ونصل خطي زا زج. 


! قراعده : قواعد د 3إعليا: عليها - 8 لشي : أكشبا لشكله , وصحصها لي اشامشي, 


بان 


ونقول: إن ضرب أزني قوس ١ب‏ جء التي هي نصف / دائرة اب ج د سطحٌ مخروط “0 -, 
اب ج د زدون سطح قاعدته. 
برهان ذلك : أنه لا يمكن غيره. فإن أمكن» فليكن ضرب أ زفي قوس أعظم من قوس 
اب ج سطمَّ مخروط اب ج دز. ونجعلها قوس ط>ى لء التي هي نصف محيط دائرة 
و ط 5 لح. ونعمل على حيط 1ب ج د شكلاً ذا أضلاع مستقيمة متساوية يحيط بالدائرة وهو 
مسدس آم ج ن. ونتوهم خطوطًا مستقيمة تنزل من نقطة ز إلى أطراف المسدس» فتحدث 
مخروطا قاعدته ذات أضلاع مستقيمة متساوية ويكون أعظم من مخروط ١‏ ب ج د ز لأنه 
حيط به. ونصل خخطي زط زل فَيَحْدتْ مخروط ط ك ل ح نز ونضرب ١‏ زفي قوس ط ك لع 
فيخرج سطح مخروط أب ج د زء ونضربه في نصف جملة أضلاع المسدسء» فيخرج سطح 
10 مخروط ام ج ن ز. فنسبة قوس ط5 ل إلى نصف جملة أضلاع المسدس كنسبة سطح 
مخروط 1 ب ج دز إلى سطح مخروط ١م‏ ج ن ز. وقوس ط كال أعظم من نصف جملة 
أضلاع المسدسء فسطح مخروط ١‏ ب ج د ز أعظم من سطح مخروط ١م‏ ج ن زء/ ولكنه باه - ظ 
اصغر منه؛ وهذا خلف.. 


وإن كان ضرب أ زفي أقل من قوس ١‏ ب ج سطع مخروط أ ب ج د ز» فضربه في قوس 

5 أإناد سطح ممخروط هو أعظم من صمح ممخروط اباج دزء فليكن بصم محخروط 

6 خنطرطءًا: خطورط - 0 م ج ن ز: كرر بعدها الجملة السابقة «ونضربه ... المسدس». ثم ضرب عليها بالقام. ليس هذا الشكل في 
اتخطوطة. 


ابام 


ط ك ل ح ز. فيكون من ضرب ١‏ زفي قوس ١‏ ب ج سطح مخروط ط ك ل ح زء ومن ضربه في 
نصف جملة أضلاع المسدس سطح مخروط ١‏ م ج ن ز. فنسبة قوس 1 ب ج إلى نصف جملة 
أضلاع المسدس كنسبة سطح مخروط طى ل ح ز إلى سطح مخروط آم ج نز. وقوس 
باج أصغر من نصف جاعة أضلاع الشكل المسدس» فسطح مخروط ط كك ل ح ز أصغر 
5 من سطح مخروط ١م‏ ج ن ز. ولكنه أعظم منه؛ وهذا خلف لا يمكن. 
فليس ما يحتمع من ضرب !زفي قوس أعظم من قوس | ب جء ولا في قوس أصغر ملباء 
سطح مخروط اب ج دن فإذن ضربه في قوس اب جح سطح مخروط اب اج دز 
تم نخرج عمود ه ز ونضربه في ثلث سطح قاعدة اب جادء فيجتمع جسم مخروط 
١ب‏ ج دن لأن ضرب عمود / ه زفي سطح قاعدة اب ج د هو جم الأسطوانة القائمة. م , 
ومخروط الأسطوانة ثلثها كا بين أوقليدس في شكل ط من مقالة يب من كتاب الأصول. 
وأيضاء عمود ه زفي ثلث سطح الشكل المسدس هو (جسم» مخروط 1م ج ن زء لأنه ثلث 
(جسم» الأسطوانة الي قاعدتبا سطح الشكل المسدس وارتفاعها عمود ه زء كا ذكر في هذا 
الشكل من كتاب الأصول. 
(يد» دائرة ب ج د وقدرا ه رح مفروضان: وه ز أعظم من ح ؛ نريد أن تعمل في 
5 الدائرة وعليها شكلين كثيري الزوايا متشابهين تكون نسبة المعمول منها على الدائرة إلى / المعمول مه - ة 
فييا أقل من نسبة ه ز إلى ح. 


3 صعروالثاية): أعظم - 5اعج نر: ام نس زاك 9هزاهان. 


بان 


فنفرض خطين مستقيمين مختلفين نكون نسبة الأعظم منها إلى الأصغر أقل من نسسبة ه ز 
إلى ح. ووجود ذلك : ان ناخذ زط مثل ح ء ونضعل ه ط حتى تزيد أمثاله على ح. وليكن 
ه ك. ونفرض ل م. كيف اتفق. ونقسمه بعدة ما في ه كك من أمثال ه ط ؛ وليكن م ن مثل 
أحد أقسام ل م+ فيكون نسبة من إلى ل م كنسبة ه ط إلى ه ك. وهاك أعظم من ح ؛ أعني 
من زط ؛ فنسبة ه ط إلى ه ك أقل من نسبة ه ط إلى زط. ونسبة ه ط إلى ه كك كنسية م ن 
إلى ل م + فنسبة م ن إلى ل م أقل من نسبة ه ط إلى زط. وي التركيب نسبة ل ن إلى ل م أقل 
هن لسمبة هد ه زإلى ح. وات كان قدرا هم ه زوح سطحين أوجسمين: فقد يمكن أن نستخرج خطي 
ل ن ل م حتى تكون نسبة ه زإلى ح أقل من نسبة ل ن إلى ل مء لأن العمل بالأضعاف 
وبالقسمة مفرد بما في جنس جنس. وبعد وجود ل ن ل م نضعهها مفردين على هذ! الوضع ٠‏ وتخرج 
خط مس على زاوية قائمة من خط ل م إخراجًا إذا وصلنا خط / ل س كان مثل ل نء وذلك 
مكن أن ل ن أعظم من ل م. وتخرج في الدائرا ة قطري اج ن د بتقاطعان على زوايا قائمة. 
ونقسم زاوية وب يلصفين ونصفها بنصفين. ولا نزال نفعل ذلك حتى يبق زاوية أصغر من 
ضعف زاوية م ل س . وهي زاوية !'وع. ونصل خط !ع. فيككون أحد أضلاع الشكل المعمول 
0 ونجيز على اف خط ص فق يماس الدائرة وتخرج وا 

ع إلى نقطني ص فق ؛ فيكون ص ق أحد أضلاع الشكل المعمول على الدائرة الكبيه بالمعمول 


فيها. فزاوية | وخ . وهي ضعف زاوية أ ور. أقل من ضعف زاوية م ل س: فزاوية ! ور أقل من 


زاوية م ل س . وزاوية م قائمة مثل زاوية ر. فزاوية س أصغرمن زاوية 1. وإذا أخرج من خط 
مس خط مستقيم على مثل زاوية [ - بساوي ل س ويلاقي ل م - لاقاه فوق نقطة ل ؛ فليكن 
مثل نت اث. فتكون نسبته إلى اث م أصغر من نسبة ل س إلى ل م. ونسبة ناث إلى نث م 
كنسبة ١‏ و أعتي ف و إلى روء فنسبة ف وإلى رو أصغرمن نسبة ل س إلى ل م. ونسبة ف وإلى 
روكنسبة ص وإلى ١‏ ووكنسبة ص ق إلى اع ؛ فنسبة ص ف إلى اع / أقل من نسبة ه ز إلى ح 

ونتمم الشكلين بسائر الأضلاع . وتبيّن من ذلك أنا إذا أردنا أن يكون نسبة الشكل إلى 
الشكل أقل من نسبة ل ن إلى ل م. استخرجنا خخطنا يتوسطها في النسبة: ثم نعمل بخط ل ن 
وبه في استخراج ضلعي الشكل ما عملنا بخطي ل ن ل م فيصير نسية الضلع إلى الضلع أقل 


أمهيا مب 3 هك (لدتية): كتب مده بأقل من انسية هاعم إلى رط ثم شرب عليها بالقلم - 20او ار 


مخم 


8ش دنر 


هه -اظ 


من نسبة ل ن إلى اللخط المتوسط. ولكن نسبة الضلع إلى الضلع ؛ مثناة بالتكرير: أقل من نسبة 
ل ت إلى الخط المتوسط مئناة بالتكريرء ونسبة الضلع إلى الضلع . مثناة بالتكرير. كنسبة الشكل 
إلى الشكل . كا بين في بط من قول ومن كتاب الأصول . ونسبة ل ن إلى الخط المتوسط : مثناة 
بالتكرير. كنسبة ل ن إلى ل ع: فنسبة الشكل إلى الشكل أقل من نسبة ل ن إلى ل م./ 


3 (يه) شكل !ب ج د ز مخروط أسطوائة قائمة. ونصف قطر دائرة ذه لع رجء ٠‏ وهواط م: . 
وسط في النسبة بين ضلع المخروط . وهوا زء وبين تصف قطر قاعدته : وهوا ه. 


أقول : إن دائرة ط ى ل ح. أعنى سطحها. مثل سطح المخروط سوى قاعدته. 

فإن لم يكن كذلك. فليكن أصغر منه؛ فيكون سطح النخروط ودائرة طك ل ح قدرين 

مختلفين. وأعظمها بسيط الخروط. فنعمل في الدائرة وعليها شكلين كثيري الزوايا متساوني 
الأضلاع متشاءبين نككون نسبة المعمول عليها إلى المعمول فيها أقل من نسبة سطح المخروط إلى 


ذي: مكررة - 5انب عاد مشريط : اناس د ومخروط. 


وم 


دائرة طك ل حء وذلك با قدمناه سهل . وليكونا مسدمبي ط نل س ع 5 فاح. فتكون 
نسبة مسدس ط ن ل س إلى مسدس ع فك ح أقل من نسبة سطم الخروط إلى الدائرة. 
ولتعلم نا إذا نسبنا شكلاً إلى شكل من دائرة أومن أضلاع» فإنما يعني ذلك سطحي 
الشكلين. 
ونعمل على دائرة !ب جا د مسدس أص ج ق. فتكون نسبته إلى مسدس ط ن لاس 
كنسبة مربع اه إلى مربع ط م كا بِبّن في قول يب من كتاب الأصول. ونسبة مريع 1ه إلى 
مربع ط م كنسبة ١ه‏ إلى | ز» وتسبة 1ه إلى ! زكنسبة مسدس ١‏ ص ج ف إلى سطح مخروط / 


اص ج ق زكا بينا في شكل با من هذه الأشكال. فنسبة مسدس اص ج ق إلى مسدس . 


ط ذل س كنسبة مسدس اص ج ق إلى سطح مخروط اص ج ق ز. فسطح المخروط مثل 
مسدس ط ن ل من. ولكن نسبة مسدس ط ن ل مس إلى مسدس ع5 ف م أقل من نسبة 
سطح مخروط ١ب‏ ج دز إلى دائرة ط ك ل ح. وإذا بدلا تكون نسبة سطح مخروط 
اص ج قز إلى مسدس عك فاح أقل من نسبة سطح مخروط ١‏ ب ج دز إلى دائرة 
ط ك ل ح. وإذا بدلنا تكون نسبة سطح مخروط اص ج ق ز إلى سطح مخروط أب ج د ز 
أقل من نسبة مسدس عك فاح إلى دائرة طاى ل حء وهذا خلض. لأن سطح مخروط 
اص ج ق ز أعظم من سطح مخروط اب ج دز. ومسدس عك فاح أصغر من دائرة 
ط ك ل ح. فليست دائرة ط ك ل ح باصغر من سطح مخروط اب ج دز 

وأقول : إنها ليست بأعظم منه. 

وإن أمكن ذلك . فليكن نسبة مسدس ط نل س إلى مسدس ع كك ف م أقل من نسبة 


دائرة ط ك ل ح إلى سطح مخروط | ب ج د ز. ونعمل في دائرة | ب ج د مسدس ش ب اي د 
بشبه مسدس ع ك فا ح؛ [ونصل رح رص]ء فيكون نسبة مسدس اش ب ي د إلى مسدس 
ع ك فاح كنسبة مريع ش ه إلى مربع ع م./ ونسبة مربع ش ه إلى مربع ع م كنسبة مربع 1ه 
إلى مربع ط م ونسبة مريع اه إلى مريع ط م كنسبة ١ه‏ إلى ١‏ ز. ونسبة 1ه إلى ! ز أعظم من 
نسبة ش ه إلى ش زء لأنا تخرج ش ريوازي 1ن فيكون نسبة ش ه إلى ش [ أصغر من نسية 
ش ه إلى ش ر. ولكن نسبة ش ه إلى ش ركنسبة 1ه إلى أ ز: فنسبة شه إلى ش زأصفر 


3 مكلا نكا ذانبة لكت فرق لطر - 7]هيه: كلب بعده افاكون؛ لم صرب عبييا دلقى - 9|اصداجده: 
باس قر 1 عر اه زالاري). تعس 5 - 4ك شه رالارل): شن د 


نفد 
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من نسبة 1ه إلى أ ز. وفي العكس نسبة 1ه إلى أ ز أعظم من نسبة ش ه إلى ش ز. ونسبة 
ش ه إلى ش زكنسبة مسدس ش ب ي د إلى سطح مخروط ش ب ي د ز؛ فنسبة 1ه إلى از 
أعظم من نسية مسدس اش بايد إلى سطح مخروط اش باي دنه فنسبة مسدس 
شى ب ي د إلى سطح مخروط ش ب ي د ز(أصغر من نسبة مسدس ش ب بي د إلى مسدس 
اع 5 فاح» فسطح مخروط ش باي دز أعظم من مسدس ع ك فاح. ونسبة مسدس 
ط نل س إلى مسدس ع ك فاحء كا فرضناء أقل من نسبة دائرة ط ‏ ل ح إلى مسطح 
مخروط آ ب ج د ز, فنسبة مسدس ط ن ل س إلى سطح مخروط ش ب ي د ز أقل كثيرًا من 
نسبة دائرة ط 5 لح إلى سطح مخروط باج دز وهذا خلف. لأن مسدس ط نل س 
اعظم من دائرة ط ك ل ح. وسطح مخروط ش ب ي د زأقل من سطح مخروط أ ب ج داز 
وقد تبيّن أنها ليست بأصغر منهء فهي مثله./ 


(يو» مثلث ١‏ ب ج سطح قاطع مخروط أسطوانة قائمة على سهمهء وهوب دء ومثلثا ه ط ز <١‏ 


الثلاثة متصلة على استقامةء وأقطار قواعد المخروطات: وهى خطوط آج ه زك نء متوازية. 
ومن قبل توازيبا تصير قاعدتا المروطين الأعليين دائرئين مثل قاعدة الممروط الأسفل. لأنه إذا 
أثبت خط دل وأديرت مثلثات 1ب جاه ط زى ل ن حتّى تعود إلى مواضعها الأول زم خبط 


ث3 ندل درة اش سدي در 515 ذلاب كدوم ايل : الأفصح والاول. الستمم التكسمر مواضية ه العام مع منة اعرد 
د م 072 1 - 1 لو" 5 


اموت 


ل “بؤ قا 


20 


اج في دورانه حيط القاعدة. ويسم لذلك مركزا دائرتين على سطحي الخروطين الأسفل 
والأوسط + ويُخرج أيضًا خط فق ر يوازي > ن. فتكون قاعدة / المخروط الذي عليه مثلث 


١ 
د ه م نصفٌ قطر الدائرة‎ ١ وأقول: إن الخط الذي يتوسط في النسبة بين 1ه وبين مجموع‎ 
المساوية لسطح القطعة التى عليها 1ه زج من المخروط الأسفل.‎ 

برهان ذلك : أنا حرج ه ح يوازي ب دء وتفرض خط ع يقوى على ضرب أه في مجموع 
فيكون خط ف نصف قطر الدائرة المساوية لسطم المخروط الأسفل . وخط ص نصفٌ قطر الدائرة 
المساوية لسطح اتخروط الذي عليه مثلث ه ب زء كا بِيّن فها تقدم. وضرب ب | في اد مثل 
ضرب باه بي اد وه افي اد. ولكن ضرب ب ه في أ د مثل ضربه في ه م وفي ! ح: وضربه 
في اح مثل ضرب ه | في ه م, لأن مثلثي ب ه م أه ح متشابهان. فضرب ب أفي ١د‏ مثل 


صرب نا في ه م. وه أي هام وفي اد وينقص منه ما يجتمع من ضرب باه في هام 


الذي يقوى عليه خط ص . فيبق ما يجتمع من ضرب ه | في ه م وفي أد الذي يقوى عليه خط 


اهم 


ومثل ذلك نبيّن أن الخط الذي يقوى على ضرب ك ه في مجموع ك س ه م نصف قطر 
الدائرة المساوية لسطح قطعة الخروط التي عليها / منحرف ه ك ن زء وأن الخط الذي يقوى على 
ضرب قك في مجموع فق ط كا اس نصف قطر الدائرة المساوية لسطح القطعة التي عليها 
ك ف رن. 
وتبيّن من ذلك أن كل مجسم مركب من قطم مخروطات الأساطين القائمة تتوازى قواعدها 
وتتصل كل قطعتين منها على قاعدة مشتركة بينهاء والخطوط المستقيمة التي تمر في سطوحها وتصل 
بين أطراف قواعدها مثل 1ه هك 5ق متساوية. فإن ضرب أحدها في نصف قطر القاعدة 
السفلى وق قطر كل قاعدة مشتركة (و)في نصف قطر القاعدة العليا هو مربع نصف قطر الدائرة 
المساوية لسطح الجسم دون قاعدته. وإن كان رأس الجسم مخروطاء كما في هذا المثال: فإن 
ضرب أحدها في نصف قطر القاعدة السفلى ولي أقطار سائر القواعد هو مربع نصف قطر الدائرة 


ا مر : مرك دلرتين: دائني وكيا وي 6 د رلأين): اه - !! وداه - 15 دس ساس 


لخ - ”2 


داه 


المساوية لسطح الجسم دون قاعدته. والحكم في مخروط واحد»ء إذا قطع يعثل هذه القطع وف 
الجسم المركب منبا كا في المثال: واحد./ 


(ين» دائرة أ ب ج د أعظم دائرة تقع على كرة. وأعظم دائرة تقع على الكرة هي التي تقطعها +:-, 
بنصفين. وقد تقاطع قطرا ١‏ ج ب د على زوايا قائمة: وفيه شكل كثير الزوايا متساوي الأضلاع 


5 يعد أضلاعه عدد زوج وليكن نصف شكل اه زب ط ك ج . وسواء يعد أضلاعّه عدد زوج 
أويعدها عدد فردء إلّا أن العمل بما يعد أضلاعه عددٌ زوج أسهل. ثم إذا ظهر فيه ما يرام من 
البرهان: أمكن أن يجري في غيره من الأشكال الكثيرة الأضلاع التي يعدّها عددٌ فرد كامس 
والمسبع وما عداها إلى ما لا ينتبي. ونصل خخطي ه > زط فيتوازيان وتوازي ١‏ ج. ونرسم دائرة 
ل م ن يحيط بها الشكل- ونتوهم نقطبي ب د قطبي الكرة: فيكون محورها قطرب د. فإذا دارت 

0 الكرة حتى تعود إلى موضعها الأولء رسم ضلعا 1 ه ه زقطعتي مخروطي أسطوانتين قائمتين قطرا 
قاعدتيها اج ه 5ء ورسم ضلع زب مخروط أسطوانة قائمة قطر قاعدته زط . والقواعد متوازية 
لان اقطارها متوازية. 


5 وليكن ... زوج: أثبتا في مامش - #وتوازي: وهذا جائر - 9 د :ا 
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سطح (الدائرة العظمى التي تحيط» بنصف الكرة / التي تحيط بلمجسم وأعظمٌ من ضعف سطح 
(الدائرة العظمى التي تحبط» بنصف الكرة الذي يحدث من دوران نصف دائرة ل م ن ويحيط به 

الجسم . 
برهان ذلك: أن نضع نقطة عن على تماس ضلع زب ودائرة ل م ن. وهي أيضمًا تنصف 
شلم زناء وتصل خطوط سس اح طه ا متوازى - طم * ا ويوفيات زب زب وتتشابه منا مكلثات 


عع وكنسية داق إلى قم يكنسية2 ف إل 3ق كنسية اح إل 3ح ونسبة واحد من 


المقدمات إلى واحد من التوامي كنسبة الجميع إلى الجميع ؛ فنسبة زع إلى ع ب كنسبة مجموع زط 
ه ك اح إلى ب ح. ونسبة رز ع إلاع ب كنسبة س ح إلى س ب لتشابه الثلثين؛ ٠‏ فنسبة س ا 
إلى س س باكنسبة مجموع زط 5 أح ح إك بح ٠‏ فضرب س ب في مجموع زط ها ك اح مثل 
ضرب سح في ب ح. وضرب سس ح في باح أقل من ضرب ب ح في نفسه وأعظم من ضرب 
سح في نفسه. ولكن ضرب زبء وهو ضعف اس ب في مجموع زط هاك اح - كا 
قذمناه - مربع نصف قطر الدائرة المساوية / لسطح المجسم المركب. ونسبة مريع نصف قطركل 
دائرة إلى مربع نصف قطر دائرة أخخرى كنسية الدائرة إلى الدائرة. فسطح الجسم أقل من مثلى دائرة 


١ب‏ ج دء وهي أعظم دائرة تقع على الكرة التي تحيط بانجسم . وأعظم م من ملي دائرة ل م ن: 


التي هي أعظم دائرة قم على الكرة ة التي يُحيط بها انجسم. 


الكثير الزويا.. 
وثقول : إن ار بعة أمغال دائرة 1ب ج دء أعنى سطح الدائرة» مثل سطح الكرة التي هذه 
الدائرة أعظم دائرة تقع عليها. 


7 355 3 يتفض : نعف عا الأو ال 6 مشي : متلى - | أك علييا: عليه 
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فإن لم يكن كذلك. فلتكن أصغر منه: ولتساو سطح كرة أصغر من الكرة التي عليها دائرة 
١ب‏ ج دء وهي الكرة التي عليها دائرة / ل م ن» ودائرة ل م ن أعظم دائرة تقع على هذه الكرة. 
فسطح هذه الكرة أصغر من سطح الجسم اركب بن قطع مسخروطات ثييبية الجسم الأول مماسة 
للكرة الني عليها دائرة ل م 3» لأنه حيط ببا. وقد 7 بين أن سطلح اسم أشغرمن أريمة أمتعاف 
دائرة ١ب‏ ج دء فسطح الكرة التي عليها دائرة ل م ن أصغر من ن أربعة أمثال دائرة اب ج د 
بكثير. وقد فرض مثله؛ وهذا خلف. 

ثم لتكن أربعة أمثال دائرة | ب ج د أعظم من سطح الكرة التي عليها دائرة ا ب ج دء 
ونتساو سطح الكرة التي عليها دائرة ق رش. وهذه الدائرة أعظم دائرة تقع على هذه الكرة. 
وهم الكرةاقيط يسم مركب من فلع نخزوطات الأساطين: فيكون سطحه أعظم من أربعة 
أمثال دائرة ا ب ج د. ولكن سطح الكرة التي عليها دائرة ق رش أعظم من سطح هذا الجسم 
لأنبا محميطة به. فإذن سطح هذه الكرة أعظم من أربعة / أمثال دائرة | ب ج د. وقد فرض مثله.» 0 -م 
وهذا خلف. 


جا 
١‏ 
2 


1 وشار: وتساوى - 4ل مت: اب جد - 5 أمثال: أنبت في الفامش «أضعاف» / ا باج دا كتب بعدها وفسطحة. ثم ضرب 
عليها بالقام - !1 سطح: كتب بعدها وكل كرة أربية أضعاف أعظم دائرة تقع عليياه» ثم ضرب عليها بالقام. 


مره 


فإذن سطح كل كرة أربعة أضعاف أعظم دائرة تقع عليها. ولأن الدائرة هي من ضرب قطرها 
في جميع محيطهاء يكون سطح الكرة من ضرب قطر أعظم دائرة تقع عليها في مميطها. 


(يط)» ونعيد الشكل كا هو. 


ونقول : .إن ضرب ب حء وهو نصف قطر دائرة اب ج دء في ثلث سطح الكرة التي عليها 
5 دائرة !| ب ج د جسم الكرة. 
(برهان ذلك»: وإلا فليكن جسم كرة أصغر منها وهي الكرة التي عليها دائرة ل م ن. ونتوهم 
دائرة تمر بنقطتي ب د وتقاطع دائرة ؟ ب ج د على زوايا قانمات » ودائرة نيجوز عليها على زوايا قائمة 
وتمر بنقطتي 1[ ج حتى تقسمها الأرباع » / ودائرتين فها بي نكل ربعين من الدائرة الثانية تمران 6+- ظ 
بنقطتي ب دء فنقسم كل ربع من أرباع الدائرة بثلاثة أثلاث. ونتوهم كل دائرة من الدوائر 
0 الخمس محيط بشكل كثير الزوايا مثل الشكل الذي في دائرة ١ب‏ ج دء ونصل طرفي كل 
ضلعين نظيرين من كل شكلين فها بين دائرتين متواليتين» فيحدث بحسم ذو قواعد مسطوحة. أما 


1 مطلوسة: اسم مقعول من سطحء والاشيقانى صحيح لكنه غير مالوف. 
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فواعذه التي نلي كل واحد من قطبي ب د فثلثات. وأما ما سواها فنحرفات»: وهى قواعد 
تخروطات ينقسم إليها المجسم وتجتمع رؤوسها على مركز الكرة ؛ وهو نقطة ح . والكرة التي عليها دائرة 
ل م ن نماس كل واحدة من القواعد. ونصف قطرها يكون عمودا على موضم القاس + فضربه في 
ثلث جملة قواعدها جملة الحروطات» التي هي جملة المجسم. وجملة قواعدها سطح المجسم. 
نضرب م ح. وهو نصف قطر الكرة الي عليها دائرة ل م نء في ثلث سطح الجسم كمية الجسم . 
كن ضربه في ثلث سطح الجسم أعظم من ضربه في ثلث سطح الكرة التي علي دائة لم 3+ 
لأنه مميط بها. فضرب باح في ثلث سطع الكرة الني عليها دائرة ب ج د أعظم من جسم 
الكرة التي علبها دائرة ل م ن / بكثير. وقد فرض مثلهاء هذا خلف. 

نم لنفرض ضرب ب ح في ثلث سطح كرة أعظم من الكرة التي عليها دائرة ! ب ج د جسم 
الكرة. ولتكن الكرة التي دائرة ى رش اعظم دائرة تقع عليها. ونتوهمها نحيط بمجسم ذي قواعد 
شببه بالمجسم الأول مماس للكرة التي عليها دائرة ب ج ده فيكون ضرب ب ح في ثلث سطح 
لمجسم أعظم من الكرة التي عليها دائرة ا ب ج د. وليكن ضرب باح -كيا فرض - في ثلث 
سطح هذه الكرة هو جسم الكرة التي عليها داثرة ى رش. وهذه الكرة أعظم من الجسم لأنها 
محبطة به. فثلث سطحها أعظم من ثلث سطحه. فضرب باح في ثلث سطحها أعظم من 
جسم الكرة الى عليها دائرة ١ب‏ ج د بكثير. وقد فرض مثلهاء وهذا خلف. 

فليس ضرب نصف قطر الكرة التي عليها دائرة / ب ج د في ثلث سطح كرة أصغر ولا أعظم 
منبا ببجسمها؛ فإذن ضريه في ثلث سطحها هو جسمها. 

وقد نببّن ان سطح اعظم دائرة نقع على الكرة ربع سطح الكرة. وسطح الدائرة مع ثلثه ثلث 
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سطح الكرة. فضرب نصف قطر الكرة في مثل وثلث سطح أعظم دائرة تقع / عليها هو جسم ++ ف 


الكرة. فضرب نصف قطر الكرة في مثلي أعظم دائرة تقع عليها مثل ونصف الكرة. 


3احمى الحم 3عيودًا. علود ١‏ #قراغده قاغدة / وجملة: الت موق الطر- #كرة: الكرة / أعظم من الكرة: البتها 
فمش - | ويكن: ولدكن, 


دم 


جم 


ولكن الأسطوانة التي تحيط بالكرة ضربٌ سهمها - وهو قطر الكرة - في قاعدتها - وهي 
أعظم دائرة تقع على الكرة - هو (إجسم» الأسطوانة؛ وكذلك ضرب نصف قطر الكرة في مثلي 
أعظم دائرة تقع عليبا. فالأسطوانة الي تميط بالكرة مثل ونصف الكرة. 

ولأن مخروط الأسطوانة ثلئها. يكون المخروط الذي قاعدته مثل أعظم دائرة تمع على الكرة 
وسهمه مثل نصف قطر الكرة ربع الكرة: فالكرة أربعة أمثال المحروط. ولكن نسبة مخروط 
أسطوانة إلى مخروط أسطوائة أخرى كتسية القاعدة إلى القاعدة إذا كانا في ارتفاع واحد: كيا تبن 
في شكل يا من قول يب من كتاب الأصول . فالمخروط الذي قاعدته مثل أربعة أمثال أعظم دائرة 
تقع على الكرة. وسهمه مثل نصف قطر الكرةء أربعة أمثال المحروط الذي قاعدته مثل أعظم 
دائرة تقع على الكرة وسهمه مثل نصف قطر الكرة. فهذا الخروط مثل الكرة./ 


(45 ثم لرسم دائرة ناث على مركز ع . ولتكن أعظم دائرة انمع على الكرة : وأخرج قطر 07 . 
ت ث. وليساوسطح هذه الكرة سطح الجسم النحيط بالكرة التي عليبا دائرة ل م نء فتكون الكرة 
أعظم من المجسم. لأن م ح. وهو نصف قطر الكرة التي عليها دائرة ل م ن» إن كان مثل تع . 
كانت الكرة مثل الكرة. ولكن سطح الكرة؛ التي عليها دائرة ل م ن؛ أصغر من سطح المجسم. 
وسطح المجسم مثل سطح الكرة التي عليها دائرة نت ث: فسطح الكرة الي عليها دائرة ل م ن 
أصغر من سطح الكرة التي عليها دائرة نت ث. فالكرة التي عليها دائرة ل م أن أصغر من الكرة 
الأخرى ب ونصف قطرها وهوم ح. أقصرمن نتاع. ولكن ضرب م ح في ثلث سطح ( الجسم هو 
جسم النجسم وضرب نتاع في ثلث سطح» الكرة جسم الكرة التي عليها دائرة ت ث. أعظم من 
المجسم. فإذن الكرة أعظم النجسمات المتساوية الإحاطة. 


ايشي: يشر ؟ لشر: ثيه في اغامش مع بان مرصمها / فالكرة: أثبنا موق السطر - الانهذا!: نهد ا يتصف: قصفبي. 


م خرن 


شك دور 


١ -#‏ مقالة 
في أن سطح كل دائرة أوسع من كل سطح مستقيم الأضلاع 


منسارها منساوي الزايا مساوية إحاطته لاطت 


:0 تريد أن نبين أن سطح كل دائرة أوسع من كل سطح مستقي الأضلاع متساويبا متساوي 

الزوايا مساوية إحاطته لإحاطتها. 

فلتكن دائرة مركزها 1: ونصف قطرها ابا. وإحاطتها مساوية لإحاطة شكل جا ده 
ال متساوي الأضلاع والزوايا. 

فأقول : : إن سطح دائرة 8ب أوسع من سطح اج ده. 

009 برهان ذلك: انا ندير في سطح ج ده دائرة يحيط بهاء وليكن مركزها ز. وتخرج نصف 
قطرها إلى ح وهو موضع الماس. فإن كان زح مثل ابء قدائرة اب ماوية لدائرة زح. 
ومسطح زح في نصف حيط دائرة زح هوسطح دائرة زح . ومسطح زح في نصف إحاطة شكل 
ج داه هومساحة سطح ج ده فدائرة زح إذن مساوية لسطح ج دها. الأصفر للأعظم: 
هذا خلف. 


ساد ل 


ككرة 


وليس ١ب‏ أيضنًا ناقصًا من زح. لأنه إن كان كذلك؛ فصلنا من زح مثل ١‏ ب وليكن 
زط . فدائرة زط مساوية لدائرة 'ب: فحيط دائرة زح أطول من محيط دائرة زط . ومحيط 
شكل ج ده / أعظم من محيط دائرة زح. فحيط شكل ج ده أعظم كثيرًا من محيط دائرة 
أب. وقد كان فرض مساويًا له هذا خلف. فليس زح بمساو | ب ولا أطول منه» فهو أقصر منه. 
وزح في نصف محيط شكل جا داه هوساحة مطح ج ده . واب الاطول في نصف محيط 
دائرة ا ب. المساوي محبط شكل ج ده . أعظم من زح الأقصري نصف محيط شكل جا داه 
المساوي غخحيط دائرة أن فدائرة اب أعظم من شكل ج داه؛ وذلك ما أردنا أن تبسن . 


آخر المقالة وللّه الحمد. 


لبج. رط مسار" ممساوي 16ب : كتب بعدهاء الأقصروء ثم صرب عليا بالقم. 


بار م 


م3 


رةه 


الفصل الخامس 
القوهيء نقد ثابت بن قرٌّة: 
كتاب المجستّم المكافئ الدوراني 


6 مقدمة 
١1-١‏ أبو سهل القوهي: الرياضي والحرفيّ 

أبو سهل (ويجن) بن رستم القوهي (أو الكوهي) هو أحد أبرز علماء الفلك والرياضيّات 
في مدرسة بغدادء وفي البلاط البويهي بشكلٍ خاص. يمكننا قياس أهميّة أعماله من خلال 
الإسنادات التي قام بها معاصروه إليها » مثل السجزي وابن سهلء والتي قام بها خلفاؤه مكل 
ابن الهيثم والبيروني. ولقد مُرف القوهي في عصره. وفقاً للأقوال التي نقلها الأديب أبو 
حيّان التوحيديء ٠‏ كعالم بارع لم يهتمٌ بالفقه ولا بمسائل ما بعد الطبيعة'. لقد حسّن هذا 
الرياضيّ إلى أبعد حدّ السّمات المعرفيّة التي تثميّز هذا التقليد الرياضيّ منذ تأسيسه قبل 
القوهي بقرن من الزمن على أيدي بني موسىء؛ وطوال تحؤلاته المتتابعة بدءاً من ثابت بن 
قرّة وحفيده. فقد اهتم القوهي بتطبيق الرياضيّات على علم الفلك وعلى ميكانيكا السكون» وفي 
دراسة الآلات الرياضيّة مثل البركار التام. ومن ناحية أخرىء أسهم القوهي بشكل فعال في 
توسيع البحث في التحويلات الهندسيّة؛ ويكفي في هذا المجال التذكيرٌ بمؤلّفه "كتاب صنعة 
الأسطرلاب بالبرهان"". ركب القوهي بين تقليدّي الهندسة الإغريقيّة - هندسة أرشميدس 
وهندسة أبلونيوس- لكي يتقدّم في حقل غير هلينيستيّ في الحقيقة» وهو حقل التحويلات 
الهندسيّة. ولقد استفاد أيضاً من النتائج التي توصّل إليها معاصروه: ومن ثمار التراكم المهمّ 
للأعمال السابقة ف المحلقة من يدي موسى ولت بن ل 

لا تتحدّث المصادر التاريخيّة أو كُتْب السّيّر عن هويّة القوهي أو عن هويّة أساتذته؛ إل أنْ 


لماه على الأقل» ينحدر من عائلة أصلها فارسي. يذكّر معاصره 


' في مؤلفه "كتاب الإمتاع والمؤانسة"؛ تحقيق أحمد أمين وأحمد الزين (إعادة الطباعة: بولاق» بدون تاريخ)» ينوّه التوحيديء بعد ذكره الفيلسوف 
يحيى بن عدي: بجماعة يوجد ضيمتها القوهي» الصاغاني» الصوفي» السامرّي» وأآخرون غير هم» ليؤكد أنّ ل" أحد من هؤلاء بلفظ كلمة واحدة فيما 
يخص الروح؟» الفكر أو الله؛ كما لو أن ذلك ممنوع عليهم أو مكروهء الجزء الأوّل» ص. اه 
' حقّق ر. راشد وحلّل نصنّ هذا الكتاب (بما فيه شرح ابن سهل لهذا النصّ) ٠»‏ ضمن: 
.(1993 رقعةط) عاعؤزى كز يه ميو ممق نه عتاغ ورم 
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كاتبٌ السّيّرء النديم؛ أنْ القوهي ينحدر من طبرستان؛ وهي منطقة جبليّة تقع إلى الجنوب من 
بحر قزوين". إلى هذه المعلومة المقتضبة»؛ لا يزيد باقي كتّاب السّيّر شيئأ ذا أهميّة» باستثناء 
القفطي كما سنرى بعد قليل”. أمَا الخبر المؤكّد الوحيدء فقد قدّمه البيرونيء لاحقا”؛ فهو يذكر 
أنّ القوهي كان عام 1595ه/5553م: برفقة أعلام من عصره. فقد كان إلى جانب السجزي» 
ونظيف بن يُمنء وغلام زُحَل (الملقّب بأبي القاسم عبيد الله بن الحسن) وذلك عند حضوره 
لعمليّات الرصد الفلكيّة التي أمر بها شخصيّأء سيّد مقاطعة فارس المدعوٌ عضد الدولة» والتي 
قام بها الفلكيّ الشهير عبد الرحمن الصوفيء من يوم الأربعاء الواقع في ؟ صَفْر حتى يوم 
الجمعة الواقع في 4 صَفْر عام 355/5695. 

كان القوهي إذنء في ذلك التاريخ» رياضيّاً معروفاً ومستشهداً به. ولنضف حجّة إضافيّة 
على هذاء فنذكّر بأنّ المخطوطة 7/7451 في المكتبة الوطنيّة في باريس» تشير إلى أنّ 
السجزي نسخ.؛ خلال العام المذكور نفسه» كتابه حول "مراكز الدوائر المتماسّة""': الذي 
سبق أن ألّفه القوهي قبل ذلك بوقت طويل. وفي حدود ذلك 
التاريخ أيضاً كتب رسالته في "عمل المسبّع المتساوي الأضلاع" . 

ويذكر البيروني القوهي مرّة ثانية عندما يروي أمرأ حدث بعد تسعة عشر عامأء في بغداد 
تحت حُكم شرف الدولة؛ نجل عضد الدولة. فقد كلّف شرف الدولة القوهي برصد حركة 


" انظر: النديم» "كتاب الفهرست"2 تحقيق ر. تجدد (طهران» 51)ء ص, ١17-541‏ حول سيرة القوهي ومراجعه أنظر أيضاً مقال تيا دولد- 
سامبلونيوس (كن[:دهاصرجه 2201-5 ,7)؛ في 
1 239-47 .جح ,مك .701 ,(ة197) وأعجوه:81 عترافارع عق زه ندت: 2210110 
انظر أيضا: ك. بروكلمان (7ه:ماعءءم827 .)): 
339-340 ,ترم ,(1937 بمقغقاعآ) 1 .8 بصم عطقط بسعطععاطع جه بعل عنطءتبطعوع2) 
وانظر: ف. سيزكين (ماودء5 .'1): 
-218 .ترم ,(1978 بيصعقاعآ) 71 .8 أن ,314-321 .هرم ,(1974 بسمعقاع[ة) 7 8 ,كتسمماساء؟ عع كعتطعجه عع عنطعتاععع2 
.219 
“من بين المفهرسين القدماء»ء وضع البيهقي ]١١١51455--٠١70:141517[‏ وصفاً زاهياً بالألوان للقوهي ["تاريخ حكماء الإسلام"» تحقيق م. كرد 
علي (لمشقء 545 الصفحة 44]. إذا ما صذقناه في ذلك فإنٌ هذا الأخير يبدو كبهلوان؛ فهو يقول٠‏ " كان في ايتداع أمره ممن يلعب في 
الأسواق بالقواريرء فأدركته عناية أزلية» فبرز في علم الحيل والأثقال والأكر المتحركة و(كان) في تلك الصنائع عديم المثيل مشاراً إليه.". وكما هي 
الحال دائماء اكتبس الشهرزوري هذا الوصف في كتايه لينشره فيمأ بعد ["تاريخ الحكماءء نزهة الأرواح وروضة الأفراح”"» تحقيق عبد الكريم أبو 
شويرب (طرابلس» :)١144‏ ص. .]7١‏ انظر التعليقات الإضافيّة. 
* البيروني؛ "كتاب تحديد نهايات الأماكن لتسطيح مسافات المساكن"؛ حققه ب. بولغاكوف (/امعلوع[:2.8) وراجعه إمام إبراهيم أحمد» 
99-0 .وح ,(1962 (تشرين الثاتي) ععطددع؟م2) 1-2 .عههة ,8 ,كوطهنه كأمتنكلة ممم كل انثاكه1'[ ع0 عناج 2 
انظر الترجمة الإنكليزيّة لهذا الكتاب التي قام بها جميل 
طتدمع 13) عع شان وبع ع ساعءط معن :جعاعة 10 زه «مقاعع جرم ععا «دملر كعدده8زون إن كعاج:01 مم0 عا كزه 10121210 :11 
.68-659 .م ,(1967 ,(بيروت) 


" "مراكز الدوائر المتماسّة"؛: الأوراق 5١1-١5؟.‏ 
* انظر ج. دولد-سامبلونيوس (5غ:م7:21ه2014-5 ,7)؛ 
.227-249 .م ,(1963) 4 ,50 ,ممصمل , "ولممبرعطاء 31 وععادكة «اععء" دع ماله ددم 1021" 


وقه 


الكواكب السبعة وتنقلاتها داخل أبراجها. ولهذه الغاية» بنى القوهي مرصداً» وقام بصناعة آلة 
فلكيّة وقام بالرصد أمام شهود. وقد أكدت هذا الخبر مصادرٌ متنوّعة ولكنّها ليست كلها 
مستقلّة. من هذه المصادر نكتفي بشهادة عالم الفلك البيروني» وكاتب الدنّيّر القفطيء والمؤرّخ 
ابن تغري بردي. يقول البيروني 
" وأمر شرف الدولة أبا سهل الكوهي بتجديد الرصد. فعمل ببغداد بيتاء قراره قطعة كرة قطرها خمس 
وعشرون ذراعاء ومركزها ثقبة على سماء البيت» يدخل منها شعاع الشمس ويرسم المدارات اليومية". 

ارتكز القفطي على وثيقتين أساسيّتين في تاريخ العلوم لتأكيد شهادته: يتعلّق الأمر 
بمَخضَّرَيْن مُوثّقيْن» مُخصّصين لتدوين نتائج علميّة تقنيّة. حضّر هذين المحضرَيّن 
قاضيان» ووقّعهما القاضيان وكذلك الشهود الحاضرونء» وهم علماء الفلك: أبو إسحاق 
إبراهيم بن هلال الصابئ» أبو سعد بن بولس النصراني» القوهي نفسهه؛ أبو الوفاء 
البوزجاني؛» أبو حامد الصاغاني» أبو الحسن السامَرّي وأبو الحسن المغربي. بيد أَنْ القوهي 
بنى هذا المرصد في حديقة القصر الملكي وقام بسلسلتين من الأرصاد خلال شهر صَّفّر عام 
» وذلك بفضل آلته التي أثبتت دقتها وكمالها بإجماع الحاضرين. 

المصدر الثالث هو المؤرّخ ابن تغري بردي" 'ء الذي يروي ما حصل في هذه السنة نفسها 
قائلاً إِنْ شرف الدولة قد أَمَرَ » في سنة ثمان وسبعين وثلاثمائة» مثلما كان 
المأمون قد فعله في أيّامه» خلال شهر محرّم من هذه السنة نفسها برصد الكواكب السبعة في 
مسيرها وتنقلها في بروجها. وعَوّل على ابن رستم الكوهيّ في القيام بذلك» وكان حسن 
المعرفة بالهندسة وعلم الهيئة متقدّمأ بهما إلى الغاية المتناهية. فبنى بيتأ في دار المملكة في 
آخر البستان» وقام بالرصد لليلتين بقيتا من صَفر. 


” البيرونيء "تحديد نهايات الأماكن"؛ تحقيق بولغاكوف (2107هع191): الصفحتان .٠١١-٠٠١‏ انظر ترجمة جميل علي؛ 
69 .م رعاره ةزوم كزه 00072171215 عج1ا زه 111211011 77علاء102 :11 
' القفطي» "تاريخ الحكماء": تحقيق جوليوس ليبّرت (لنعمم1[آ قدذ[ب1) (لايبزغ (ع نمع ])» 7١13١)ء‏ ص. 4-755١‏ 75, وكالعادة؛ ولكن هذه 
ألمرّة بشكلٍ مختصرء يقتيس ابن العبري بعضص المعلومات من القفطي. انظر "تاريخ مختصر الدول".؛ تحقيق أ صالحائي» الطبعة الأولى (بيروت» 
م 06 وإعادة الطباعة عام م352 ١أء‏ ص. ١5‏ عن وصف القفطي لهذا المرصد الذي بئأه القرهي: انظر أبدين سايلي رق 1200 
بلتقطمط) حمتاتةقةء 4دمعع؟ ,بدمنتمدع ئى05) عط كزه بررماكقط أمرعدعء 6 معطا و7 ععواظ كنآ 4جه ترعأكط ص بممنتعتحعوة0 11:6 
112-77 .مم اد 
لتلاحظ أنْنا نجد هذا التاريخ نفسه: الثامن والعشرون من صَفْر 188/774 مذكوراً في مكان آخر. وذلك أن البيروني يورد هذه الشهادة نفسها 
مع الأرقام نفسها والأسماء نفسهاء في مؤْلّفه "القانون المسعودي"؛ مكتب المنشوراث العثمانيّة الشرقيّة (حيدر أبادء 2١50©‏ المجلّد الثاني: ؛ المقالة 
السادسة, ص 514-547 
'' ابن تغري برديء "النجوم الزاهرة في ملوك مصر والقاهرة"» قدّمه وعلّق عليه محمّد حسين شمس الدين: المجلد الرابع؛ (بيروت؛: »2)١557‏ 
الصفحة 5 , من الواضح أنّ ن ابن تغري بردي يقتبس هناء حرفيّأء نص القفطي. 


ذه 


وحتى لو بدا هنا أن المؤرّخ ابن تغري بردي قد اقتبس عن القفطيء فإِنٌ المعلومات التي 
قذمها القفطي وكذلك شهادة البيروني مأخوذة مباشرة عن مصادرهاء إذ كان لدى المؤرّخ ابن 
تغري بردي رسالة من نظيف بن يُمن تعرض إحدى نتائج هذه الأرصاد . 

تشير كل الدلائل؛ إذاء إلى أنّ القوهي » خلال هذه الفترة أي في ثمانينيّات القرن العاشرء 
كان في عداد الرياضيّين الأكثر شهرة في بغداد وكان يتنقّل في هذا الوسط حيث كان يقابل 
العلماء المذكورين أعلاهء كما كان يقابل غيرهم مثل ابن سهل. ويُمكننا أن نقول» دون أن 
نتعرّض للوقوع في الخطأ.ء إنّ القوهي كان يحتل الصف الأوّل منذ عقدين من الزمن على 
الأقل. لنلاحظ أنّه بدءاً من هذا التاريخ أخذ رفاقه القدامى يتوارون: توفتيَ الصاغاني بعد 
سنة» عام 483/71/4» والصابئ بعد ست سنوات؛ عام 13154/584 عن عمر يناهز السبعين 
عاماً. ولكن من كان القوهي نفسه؟ 

نحن لا نعرف شيئاً عن أخباره بعد سنة 48/4/71/4» بل نعرف أنّه كان كاتباً مشهوراً قبل 
عشرين عام على الأقل من هذا التاريخ. وتوجّد لديناء بالإضافة إلى ذلك» معلومة لم ينتبه 
إليها أحد حتى الآن» تنظهره لنا ناشطأ من الناحية العلميّة في الخمسينيّات من القرن العاشر. 
فإذا كان الوضع كذلك حقاء فإنّه يكون من جيل زملائه؛ مثل الصابئ» ويكون من نفس 
العمر؛ فتكون نهاية حياته العلمية أو وفاته قد حصلت مع نهاية القرن. ولقد نسب القفطي» 
وتبعه بذلك ابن أبي أصيبعة» في مقالته المكرّسة لسنان بن ثابت بن قرّة والد إبراهيم بن 
سنان وثابت بن سنان- "إصلاحه لعبارة أبي سهل القوهي في جميع كتبه وكان أبو سهل سأله 
ذلك"''. لكن» ودائماً حسب القفطي وابن أبي أصيبعة؛ فإنّ سنان بن ثابت قد توفتيَ سنة 
١*هم11:5م.‏ فضلاً عن ذلكء فإنّ ابن أبي أصيبعة يحدّد يوم وشهر وفاته» وهو يوم 
الجمعة من بداية ذي القعدة. غير أنْ صيغة الجمع المستخدمة» تدل حقّأ على عدّة كتبء ثلاثة 
على الأقل» قد يكون القوهي قد كتبها قبل سنة 447» ممّا قد يُرجِع تاريخ ميلاده إلى نهاية 
العقد الأوّل أو العقد الثاني من القرن العاشر. وهذه المعلومة في غاية الأهميّة إذ إنها تثخبرنا 
أن القوهي كان على علاقة مباشرة مع سنان بن ثابت بن قرّة» والد إبراهيم؛ الذي لم يفته 
'' يكتب البيروني في "تحديد نهايات الأماكن"؛ تحقيق بولغاكوف (191188107)» الصفحة :٠١١‏ " وكتبني نظيف بن يمن مخبرا أنّ المنقلب 


الصيفيّ وُجد في آخر الساعة الأولى من الليلة التي صبيحتها يوم السبت الثامن والعشرين من صفر سنة ثمان وسبعين وثلاثمائة للهجرة". انظر 
ترجمة جميل علي» ص. ١59‏ لا: عورم زززوو إن 165 0007207) 17 زه :مقلع :«تججع1ء12 116 . 


'' انظر: القفطي؛ "تاريخ الحكماء”» ص. 50 ١؛‏ ابن أبي أصيبعة» تحقيق مولّر (43[16)؛ المجلّد الأرّلء ص, 4؟71. 
ذاحك 


التعرّف عليه. ويجبء لأجل تأكيد هذه المعلومة الصادرة عن كاتبين قديمين للسّيّر» أن 
نواجهها بمعلومات من مصادر أخرى. غير أنهاء وحتى الساعة؛ لا تتضمّن شيئاً مستبعداً: 
فهي لا تؤدّي سوى إلى وضع القوهي في المكان الذي دل التحليل الرياضي على أنه بالفعل 
المكان العائد له ضمن تقليد "سلالة" بني قرّة. 


١ 5‏ ؟ كتابات "مساحة المجمّم المكافئن" 

لا يُشكّل كتابُ "مساحة المجسّم المكافئ" الإسهامَ الوحيد للقوهي في رياضيّات 
اللامتناهيات في الصغر. إِنّ القوهي يعتبر هذا المؤلّف قسماً ضروريّاً من مشروع واسعء 
يهدف إلى دراسة مراكز الأثقال. ولقد ألحقت بهذا المشروع أيضاً مذكّرة متواضعة في "نسبة 
القطر إلى المحيط" سنبحثها في مكان آخر حين نصل إلى الشروح العربيّة لكتاب "مساحة 
الدائرة" لأرشميدس. يعرض القوهيء في مقدّمة الكتاب»: تاريخ بحوثه» وخاصّة حول هذا 
المشروع. كان على القوهي أن يعرف مُسَبّقأ حجم المجسّم المكافئ؛ إذ إنّه كان يقوم بتحرير 
كتاب حول مراكز الأثقال» كبير في أهمّيّته كما تشير كل الدلائل. وهكذا استخدم كتاب ثابت 
بن قرّة» المؤلّف الوحيد الذي كان مطلعاً عليه حول هذا الموضوع. لكنء وكما رأينا في 
الفصل الثاني» بدأ ابن قرّة ببرهنة خمس وثلاثين قضيّة تمهيديّة قبل الوصول إلى هدفه. لقد 
وجد القوهي هذا الطريق طويلاً وصعباً وأراد استبداله بآخر "قريب" وأقصرء أي بحيث لا 
يتطلَّبٍ هذا العدد الكبير من المقتمات. وهذا الطريق الجديد لا يتطلّب إلا مقدّمتين. 

لقد قام القوهي بدراسة حجم المجسّم المكافئ حسب أقواله؛ لتلبية حاجات في بحثه حول 
مراكز الثقل. وإن سبقت دراسة حجم المجسّم المكافئ منطقيّأ البحث حول مراكز الثقل» 
فإنّهما متتابعان. ومن جهة أخرىء لقد أراد القوهيء الذي كان كتاب ثابت بن قرّة بين يديه 
البدء بالبحث من جديد متسأحاً بمعايير فعّالة» سبق وعمل بها حفيد هذا الأخيرء إبراهيم بن 
سنان؛ ومنها الاقتصاد والأناقة. وهكذا أهملء, كما فعل ابن سنانء المقدّمات الحسابيّة ليرككب 
بين الطرائق الهندسية» كما سنرى بعد قليل» وبين طريقة المجاميع التكامليّة التي تمت إعادة 


اكتشافها. لقد ألّف القوهي كتابه في المجسّم المكافئ إمّا في نفس الوقت الذي حرّر فيه كتابه 
في مراكز الأثقال - وهذا ما قد تطلّب منه بعض الوقتء إذا أخذنا بعين الاعتبار عدد 
الفصول التي ذكرها الكاتب"'- وإِمًا بعد ذلك بوقت قليل. لقد ضاع هذا الكتاب الأخير» 
للأسفء والدلائل الوحيدة حول تاريخ كتابته تأتينا من المراسلة بين القوهي وأبي إسحق 


إبراهيم بن هلال الصابى. بيد أنّ تواريخ هذه المراسلة هيء نفسهاء بعيدة عن الدقة. فلا يبقى 
لدينا سوى التخمين بأنٌ هذه الكتابة قد تمّت بين بداية الثمانينيات وبداية التسعينيّات من القرن 


وصل إلينا مؤلّفُ القوهي حول مساحة المجسّم المكافئ في عدّة مخطوطات سنتفخّصها 


على التوالي» وهي تنقسم إلى ثلاث مجموعات. المجموعة الأولى تقتصر على مخطوطة 
وحيدة لا تعطينا نصنّ القوهي بل "إعادة كتابة" له. تساعدنا المجموعة الثانية ليس فقط على 
الحصول على المؤلّف وإنّما أيضاً على الوصول قريباً من مصدره الأصلي. وت 

المجموعة الثالثة على مخطوطة واحدة وهي قريبة من الثانية ولكنها تحمل آثار إعادة كتابة 
المقمة وحدها. وصلت إلينا النسخة الأوثلى ضمن مخطوطة رياضة ١7/4؛‏ على الأوراق 
ه 7-6 *)» في دار الكتب في القاهرة. خُطئت هذه المخطوطة بيد النسّاخ الشهير مصطفى 
صدقي الذي سبق لنا ذكره عذدة مرّات. تمّ النسخ سنة .41-1740/1١617‏ يُظهر تفص 
النصّ بسهولة أنّه "إعادة كتابة"؛ أو "تحرير" وليس النّصّ الأصليٌّ للقوهي”"'. ونجد هنا 


من المراسلة بين القرهي والصابئ» نعلم أن هذا المؤلف كان يحتوي ست مقالات وأنٌ الكاتب كان ينوي إضافة أريع أو خمس مقالات إليها. انظر الحاشية التالية. 
*' شرت هذه المراسلة من قبل ج. ل. يرغتغرين (تمعجععك 3 .[ .[)» 
عا مر [ه اول 77177:6711271657وء لالد مام أكتجه5 كه +*أتطهؤ-له وقناعا ننطك هه 7 مله لأطعذ ننطل زد معت وجوه وه 1186" 
39-4 بصع ,(1938) 2غه 1 5< ,7 .أمم معمعتاع3 عأطه ما زه تورمة ك2 
إنلاحظ أنه لا يمكن أن نجدء في مقئمة القوهي لكتابه في "عمل المسبّع المتساوي الأضلاع" أن صدئ لبحثه في مراكز الثقل. وذلك أن الأمر يتعلّق بتعدادٍ عام: 
علم القلك» أعدادء أوزان وغيرهاء ومن بينها مراكز الثقل. إذا أردنا أن نقرأء في عبارات غامضة إلى هذا الحد» إشارة إلى أبحاثه الخاصة:» فعلينا أن نتوقّع وجود 
كتابات من اللوع نفسه حول نظريّات الأعداد وهذا ما ليس موجوداً. 
[انظر ع. أنبوبا 
2 جور أعاستامل ,"بميطمع (ه211) الترينه1 عطا زهت ورعاء نومع «سعادمهء 141421 برط مع دامع د أبوعا! عث[ا “زه :7ه ةاعساكعمون" 
.(1977) 1.2 رععاعق3 عأطه زه برهك 
ص ؟5884-557؟,: انظر خاصة ص. 5553-5548؛ 
كزه بمماعزلط ع6 جم أمتصيتول ‏ , "عجتوفط عل ماعة[جى “4 يه معطعملا جمعز[ سمح «عأاندوة< عتبمعماجعطة! عل «متاع ديدم" 
.264-269 .مح ,(1978) 2.2 ,ععتعاع3 عقطت ١ه‏ 
"رسالة في استخراج ضلع المسبّع المتساوي الأضلاع": مخطوطة باريس ١487»؛‏ الأوراق 44-١‏ إسطنبول: آيا صوفيا ؟"؟48: الأوراق 
8 41/11 01؛ لندن؛ المكثب الهندي :»45١‏ الأوراق 189-185.] 
*' وصف ه. سوتر (51462 .11) هذه النسخة بال"قصيرة": لكي يميّزها عن النسخة التي نقلها مصطفى صدقي عام ١١54‏ [انظر المخطوطة 9]» 
ويتساءل: 
2 516 255 ,كرولا عر 0/3 عاجطءأء 6 #تعطاععتطعجه قعط :هل 5ء) 56722 :7/0702 إدعهرء/ أططعو3 نطق :ره ع0ةءط طن" 
عأل طه «ع0هه ,لاواطع ادء 0/7 معنا لنماكعدععوء 0 وعطأعدووعل عوطت عتمافبمططق عاستتاعع مك :نا علطتتو ع كنات «عازوننر 
2 711 أكطة رأءدى ع070نلا أإككعو زتعن جرعاكدت ع0 كلته علتتكلتكق كلت «عتطعاء0) :271467 «7727زت ‏ جزمن «ماأهجد عروجريق 


وه 


نفس أسلوب الكتابة الذي وجدناه في الفصل الأوّل في تحرير كتاب بني موسى الذي قام به 
الطوسي. وهذا هو أيضاً أسلوب ابن أبي جرّادة عندما يعيد كتابة كتاب ثابت بن قرّة "في 
قطوع الأسطوانة"؛ ويجعل منه شكلاً للكتابة سنلاقيه حنّى زمن متأخّْر في القرن الثالث 
عشر. هنا أيضأء بتر التحريرٌ المقدمة التاريخيّة والنظريّة للنصّ كما بتر المقطع الأخير 
حيث يعود القوهي إلى النقاش حول القضيّة الأولى من المقالة العاشرة من "أصول" أقليدس 
وحول تعديلها؛ أي أنّ الكاتب شذْب ما اعتبره غير رياضي تماماً. هنا أيضاً أبعد الكاتب من 
النصّ ما بدا له حشوأء وكذلك أحياناً المراحل الوسطيّة في البرهان اتّكالاً منه على جِدَّة ذهن 
القارئ لإعادة إقامتها. وهو باختصارء كان يحذف أو يختصر تبعاً لقواعد الاقتصادء والتي 
كانت بالنسبة إليه أكثر فعاليّة تعليميّء بدون أن تمن جوهر النص. ولقد استخدم كاتب هذا 
النصنء أحيانأء في كلماته الخاصّة تعابير القوهي. هذا الاختلاف اللغوي يكفي للدلالة على أنّه 


لا يمكن للقوهي أن يكون هو نفسه مؤلُّف هذا النصً. لنأخذ بعض الأمثلة. 


تعابير الكاتب تعابير القوهي 

قطعة قطع مكافئُ قطع مخروط مكافئٌ 

قوس القطع 

دوز إدارة 

المجسم الحادث المجسم الذي يحدث 

جميع الأساطين والمدورات سائر الأساطين والمدورات 
أسطحة سطوح 


أعظم بكثير أعظم كثيرًا 


أت لأطع3 قطك فجن كمجمكة .ط أنظطة 1 «عع نم لسعططلق عتلة" | " عطاع][«أاعء سعتطهمم عجعاكيه كمدك غكة طعمك ,اع 2ق [عسقده 

.2ج ,(1917) 49 ,عع صعاعط جز .مم3 .همع -.كوطعر عل عاتطء ع طععج تبجلا3 ,"عاتم أوطوععآ ع فك ع1تناكدع71كلاك أك 18487 15ا/تكل 

186-227, 3182. 213[ 

لقد رتّب هذا المؤرّخ البارز حجّة مناسبة قائلاً إنّ العلماء العرب كانوا يكتبون في أغلب الأحيان تحريراً مختصّرأء استناداً إلى كتابة أكثر طولاً. 
ولكنٌ هذا غير صحيح؛ واحتمال نسبة هذا النصّ إلى القوهي لا يرتكز في هذه الحالة على شيء مؤكد. 


ومةقه 


لا نعرف شيئأ أكيداً عن هويّة الكاتب. لذا نجد أنفسنا مضطرّين إلى إعادة كتابة هذا النصّ 
حتى يستطيع القارئ مقارنته بكتاب القوهي. سمحنا لأنفسنا فقط بأن نقترحء على سبيل 
التخمين» أن يكون كاتب هذا النصّ ابن أبي جرّادة؛ وهذا احتمال واقعيء بدا لنا لسببين: من 
جهة» يبدو أَنْ أسلوب الكتابة هو أسلوب تحرير ابن أبي جرّادة لكتاب ثابت بن قرّة "في 
قطوع الأسطوانة"' 'ء وهذا التحرير موجود ضمن هذه المجموعة نفسها المنسوخة من قبل 
مصطفى صدقي؛ ومن جهة أخرىء كان ابن أبي جرّادة نفسه مهتمّأ بالمؤلّفات في رياضيّات 
اللامتناهيات في الصغرء كما تشير إليها ملاحظاته في "مساحة الدائرة" و"الكرة 
والأسطوانة""' لأرشميدس. لا يمكن التدقيق في صحّة أو خطأ هذا التخمين إِلَّا في اليوم الذي 
قد نجد فيه تقليدأً مخطوطياً آخر لنفس النص. 

لننتقل الآن إلى الكتابة الثانية» أي إلى نفس مؤلّف القوهي . وصل إلينا هذا الكتاب في أربع 


مخطوطات من نفس العائلة» كما سنرى. تنتمي المخطوطة الأولى إلى المجموعة 1/77 من 
آيا صوفياء الأوراق 27794-2176), كما أسلفنا أكثر من مرّة*'. من المحتمل جدّأ أن تكون 
هذه النسخة من القرن الخامس الهجري (الحادي عشر للميلاد) وسنرمز إليها هنا ب 4. 

تنتمي المخطوطة الثانية إلى مجموعة لا تقل شهرةء وهي 487١‏ من أآيا صوفيا. إنها تحتل 
الأوراق »*7560-215١‏ ويعود تاريخ هذه النسخة إلى عام ,.١1779-177/41575‏ سنسمّيها 
7. تحتوي هذه المخطوطة على تعليقات هامشيّة '. 


"' مخطوطة القاهرة: رياضة :4١‏ الأوراق 4-75 7. 
'' مخطوطة إسطنبول» فاتح "4١4‏ "كتاب في مساحة الدائرة"؛ الأوراق 77-”؛ "كتاب الكرة والأسطوانة"» الأوراق 49-4*. 
“أ انظر وصف المخطوطة:؛ الفصل الثانيء الفقرة 2.1.3. 
'' خُطّْت هذه الحواشي الهامشيّة بيد المدعو محمّد سرتاق المراغي؛ رياضي مجهول من القرن الثامن للهجرة. بالفعل» لقد كتب هذا الأخير في 
حاشية كتاب القوهي؛ الورقة »217٠0‏ مايلي: "طالع هذه الرسالة الشريفة واستفاد منها وكتب حواشيها الفقير إلى الله تعالى محمد سرتاق المراغي 
أول صفر ثمان وعشرين وسبعمائة بنكيسار المحروسة في المدرسة النظامية الملكية". 
على طول هذه الرسالة وكما بالنسبة إلى باقي رسائل القوهي التابعة للمجموعة آيا صوفيا 48٠٠‏ هذه؛ يذكر المراغي؛ في الحاشية: المراحل 
الوسيطة وغالباً الاساسيّة للبرهان وذلك استناداً إلى كتابه الخاص "الإكمال”» والذي هو تحرير لكتاب "الاستكمال" لابن هود. هكذاء وعلى حاشية 
الورقة ؟1١0,‏ يكتب: "هذا مبين في استبانة شكل و من فصل ١‏ من صنف ج من نوع د من جنس ١‏ من جنسي التعاليم الرياضية من كتابي 
الإكمال: تحرير كتاب الاستكمال في الرياضي". 
بيد أن هذا الكتاب مذكورٌ على طول هذه الملاحظات الهامشيّة: مثلاً الأوراق 59 1ن ١/و‏ ا 019/4,... . أنظر أيضاً ج.ب. هوجنديجك ( ,ظإل 
110111 
25 مقلم اجرعلتجا ومطباع جل , "لبدميطصوع 18 1) متلل] جرطة اجعتجها' نناط- اه ربعت “زه 17721اد1 عا 0/6 ملجمم أو تجء تجومعع 112" 
.219 .ها 2 ,207-281 .مم ,127 "2 ,1ك .01؟؟ ,معصعقعد معل ع1ماسة1 4 
وهذا الأخير قرأ بغداد بدل ناكيسار (الصفحة .)١١9‏ فيما يتعلّق بهذه المدينة» انظر د. كراولسكي (بر1كايسمة] .2)» 
7 .م ,(1918 بمعقموطوعة177) عنية3 عع كاده ىطع دة أده جوممم عقا .عجة11آ جع طعاع8 عوط - رجز[ 


كوه 


تنتمي المخطوطة الثالثة إلى مجموعة رياضة :٠‏ من دار الكتب» في القاهرة؛ الأوراق 
١50-17‏ ”. ولقد نُسخت بيد مصطفى صدقي عام .١747/1١55‏ سنسمّيها هنا 0. 

وأخيرأ تنتمي المخطوطة الرابعة إلى المجموعة 5544 من الزاهريّة؛ بدمشقء الأوراق 
7/65 وسنسمّيها . وهي ليست إلا نسخة عن السابقة» وعنها فقط. لذا لن نأخذها 
بعين الاعتبار عند تحقيق النص. 

يسمح تفص الحوادث _السهوات. الزيادات» الأخطاءء الخ. ‏ في هذه المخطوطات» 
المأخوذة ثناءًٌ» ببرهان النتائج التالية: 

المخطوطة 7 هي نسخة عن 4ر وعنها فقط. بالفعل» تتضمّن المخطوطة 7] سهواً لجملة من 
سبع كلمات [857: "-/7]» وسهواً آخر من ست كلمات [/851» 5]» وكذلك تسع سهوات من 
كلمة]5هلى 5 5١؟؛‏ ددن لاء ى /ا١؛‏ لاع ؟؛ كهملى هء؛ لتكى 5١4لاكفى |١1١5‏ 
بالمقابل وبالنسبة إلى المخطوطة » لا ينقصها شيءٌ من إرء سوى اسم القوهي واسم أبيه 
(ويجان بن رستم)» اللذين كان يمكن للنسّاخ إضافتهما. ومقابلة الأنواع المختلفة للأخطاء 
النسخيّة تؤكّد هذه النتيجة. 


إذا قارئًا الآن بين 4 و 0» نتوصّل إلى نتيجة أقلّ وضوحاً. فالمخطوطة 0 لا تحتوي إلآ 
على سهوين من كلمة واحدة: [©865» 5 :١‏ المكافئ] و[48559: 8: سطح]. من جهة أخرى» 
فالأخطاء الخاصّة بالمخطوطة 0» هي مع بعض الاستثناءات: أخطاءٌ في وضع النقاط على 
الحروف. مع ذلك» تنقصنا حجّة لا يمكن دحضها لنؤكّد أن 0 تنبثق مباشرةً من . على كلٌ 
حال يمكننا الاستنتاج أنّ لهما نفس الأصل. 

إذا أخذنا يرء 7 و 0 معأء نلاحظ سهواً مشتركاً من ست كلمات [8517»: »]١١‏ وسهوأ آخر 
من ثلاث كلمات [850: 65-١٠]ء‏ وكذلك تسعة سهوات من كلمة أو كلمتين لكل منها [ه85: 
كللَلم ١؛‏ '"'اكملى :؛ لاكلى كل ل 5ل 68 5 (مر ثان)ء 5]. وكذلك نلاحظ ثلافة 
أخطاء مشتركة بين 4 و 0» لكن النشاخ قد صحّحها في 77 كما يُظهر الفحص 8571, /؛ 
.]١5 857 488‏ هذه المقابلات لا تترك أدنى شك حول انتساب 4رء زة و 0 إلى نفس 
العائلة» القريبة من الأصل. 


رصلت الكتابة الثاثثة إلينا ضمن مخطوطة منسوخة في الموصل عام ؟5-17554/7795: وهي 
تنتمي إلى المجموعة 7511 في مكتبة خودابخشء في باتنا (بالكيبور 174 ؟ء الأوراق 5941 
.)١ 7‏ تختلف هذه الكتابة اتتي سنرمز إليها ب2. ٠‏ عن الكتابة السابقة في نقطة واحدة: مع 
أنتها مطابقة لهاء فلقد كقبت مقدّمة القوهي فيها بطريقة مختلفة. نجد فيها نفس العبارات ونفس 
الأفكارء لكنّها مصاغة بشكل آخر. والاختلاف الحقيقي الوحيد يكمن في مقدّمة هذه الكتايقء إِذْ 
قيل فيها إن القوهي حند مركز الثقل لقطعة من مجعتم زائد. أما باقي النصٌ فهو مطابق لباقي 
النصنّ في الكتابة الثانية مع ملاحظة أنّ 8 تحمل عدداً من السهوات والأخطاء كبيراً بالنسبة 
لنصّ بهذا القِسّر. وذلك أنّه كنقص في 7 ست جملء بينها واحدة من ست وعشرين كلمة 
[854: 5-4]ء والثاقية من ثماني عشرة كلمة [59ه4ء ١٠١-1١]ء‏ والثالثة من أربع عشرة كلمة 
[55ء 15-148]ء والرايعة من تسع كلمات [471+ ١؟]ء‏ والخامسة من ثماتي كلمات [54 ا 
©]ء والسلاسة» أخيرأء من سبع كلمات [855,: ا١؛‏ 465 .]١‏ ويتقصها أيضاً ثلاث جمل كل 
منها من ثلاث كلمات الاش 439 455 5+ .]١١-5‏ وعلينا أن نزيد على ذلك أريعة عشر 
سهوأ من كلمة أو كلمتين» وكذلك عدداً ضخماً من الأخطاء. كل هذا لا يوحي يتحرير ثان لكتاب 
القوهي» بل بنسخة خاصّة حيث بدا النساخ يإعادة كتابة مقدّمة القوهي قبل البدء بإعادة نسخ 
النصنٌ الرياضيء لكن بدون اهتمام. وهكذا أخذنا النصن الرياضي بعين الاعتبار» بالرغم من 
تواقصهه خلال التحقيق النقدي للنص. ولكندا مع ذلك حققنا المقلمة بشكل منفصل. إِنّْ تفخّص 
هذه المخطوطات الأخيرة يؤدّي في النهلية إلى التسلسئي المخطوطي التالي: 


كر 1ركة 1 1 


فى إل اث 


لم تكن رسالة القوهي هذهء على حدّ علمي» موضوعاً لأيّ تحقيق نقدي. فقط تم نشر 
المخطوطة 8 ثلاث مرّات؛ الأولى عام 75541" "» والثانية عام »''١177‏ والثالثة بواسطة 
عبد المجيد نصير عام ."'١9145‏ ه. سوتر"" (عم,رى ) ترجم إلى الألمانيّة وبتصرّف» 
المقدّمة والمقطع الأخير من المخطوطة 0: لإعطاء فكرة عن الكتابة الأولى التي ليست من 
عمل القوهي كما برهنًا. 


ه. > الشرح الرياضي 

لنات الآن إلى المحتوى الرياضيّ في مؤلّف القوهي. يتألّف هذا المؤلّفء كما قلناء من 
ثلاث قضايا. من البدء» يميّز القوهي بين ثلاث حالات من الشكل. في الحالة الأولى» تكون 
الأجسام الأسطوانيّة المحاطة والمحيطة أسطوانات دورانيّة» وفي الحالتين الثانية والثالثة؛ 
تتولّد هذه الأجسام الأسطوانيّة من متوازيات أضلاع وهي مكافئة لأسطوانات دورانيّة» كما 
يشرح القوهي في القضيّة الأولى. ومن أجل تبسيط التعبيرء سوف نسَّمّيها أسطوانات في 
الحالات الثلاث. والفائض من الأسطوانة المحيطة على مثيلتها المحاطة يكون حلقة 
أسطوانيّة. 


القضيّة -١‏ ليكن لدينا مجسم مكافئ محوره #رتر [الشكل الموجود إلى جهة اليسار في أعلى الصفحة 
]٠‏ وتقسيم اختياريّ لهذا المحور في نقاط إحدائيّاتها الأولى ,. .,(,5) مع 0-,م و 
"نير - ,5. ولتكن , ,.,(,7) أحجام الأسطوانات المحاطة و , ,.,(,0) أحجام الأسطوانات 
المحيطة المرفقة بهذا التفسيم. وليكن 7 حجم الأسطوانة المرفقة بالمجسّم المكافئ» يكون 
لدينا: ,20> 237 5ء لكل , مع الع ». 


كشكال 


'' نرت في "الرسائل المتفرّقة في الهيئة للمتقّمين ومعاصرَّيّ البيروني"؛ تحقيق "مكتب المنشورات الشرقيّة العثمانيّة” ( 81أمءاع0 #تصهسده0 
610 1196055طنا2) (حيدر أبادء 417 »)١5‏ المقالة السادسة. 
''أ. س. الدمرداشء "ويجان رستم القوهي وحجم المجسّم المكافئ"» "رسالة العلم”» 4 :)١955(‏ ص. 156-185, 
'' "رسالة في مساحة المجسّم المكافئ"؛ "مجلّة معهد المخطوطات العربيّة" 
(5ع0728 71271157115 كعك اناعد عل عيسح11): 75 ١‏ (46ة3١)ء‏ صس. /4-1411 ١ ١‏ 
' "وزو [وؤوجوط جم جاسناوده اسار عزك عوطت 1641:5[ه [نله5 طق هدب كمجيي2) .188115 عامتلفجه 46 عزط"؛ 
156-227 .هم ,(1917) 49 ,نمع رما :1 هوك .7124 - ونام جع عماجل زنع جارك 
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البرهان 
(1) لتكن 2 نقطة من المحور و جرتم خط الترتيب الموافق لها. يكون لديناء وفق الخاصيّة 


الأساسيّة للقطع المكافئ؛ 4 3 فيكون في الحالات الثلاث للشكل: 


“طد_ 7 
درس 277 


إذا كانت,ى مساحة الدائرة ذات القطر 5م و ب» مساحة الدائرة ذات القطر ,ربرء يكون 


لديناء ٠9‏ 12 - بى. #جرء فيكون» في الحالات الثلاث للشكل:٠‏ 


+١ )0681(-+١ )5800( (1) 

وستكون النتيجة مماثلة لكل زوج من الأسطوانات مبنيّة بهذه الطريقة؛ فيكون لديناء على 
سبيل المثال: (20جص) + ( 15143) ا. 

(ب) لتكن (م) مر- بر معادلة نصف القطع المكافئ الذي يونّد المجسّم المكافئ. تثرفق كل 
نقطة لها إحدائيّة أولى ,» مع1< :» بخط ترتيب وبمتوازي أضلاع أبعاده ,ة و (,68) م,. ليكن 
حجم الأسطوانة المولّدة من هذا المتوازي؛ إذا وضعنا 0- ,,مء يكون لدينا: 

)2( و20 > ررعة- رغة (#> 1>2). 

يأخذ القوهي في البداية ,,- :: (4800) د , و (88ط) درن 

يكون لدينا: 


( 450 ) عد( 2218ة) جد( 580) ١ح‏ ( 1783) ح زط 48) ١ه‏ 
(4500) سد( 18 ) بح( 00681) د 


ووفق (1)» يكون لدينا 

)03 (00ك4) سدلعصن) ١‏ (عوصا) حرص هم ) ب 
لكن: (502م) > (0816) به فيكون: ( 4508 ) +2 > (1151:8) ب( 480 ) بر؟ 
ول 1- مد ف لدينا: (قططة) دب ( اللقلك) درب 


ويكون لدينا: (77اط5) +2 > ( 31107) مح( للطلظة) د. 


(ج) يبقى الاستدلال نفسه لكلّ : مع م > +>1» ونستنئج من (2):- 26 
في الواقع» من (2) نستنتج : 26> ب ا لكن 7- ,بنء فيكون 
)4( 25 
5-1 2 
١د(‏ لنبرهن كذلك أنْ: ِ 2 مع 0-ى[. 
يكون لدينا في البداية: 
2( 21 < رن رلة- بلغا > 2>7. 
لنأخذ أيضاً (4802) + ,هه و (588) در و (0816) اد يق 
يكون لدينا وفق (3): (4509) سد( 0516) -(8«طة) س(صن48) » كن 
(4500) به (إعتطو) به فيكون (051) 2 <(211ظ1) -(480) ١‏ 
ونبرهن كذلك أنّْ: (2071ل) <١‏ < ( اللشك1) +( للططة) ١‏ 
ويبقى الاستدلال نفسه لكل , مع , > :>1» فيكون: 
2( 27 < رع رع > 2>1. 
ونستنتج من ذلك أنَّ: 25807 < 50 ,50 و 2507 < ,يء لكن لدينا ,,- مز 
2 لس ا 0 
)5 رق حل 
5 2 
فنحصل على النتيجة من (4) و (5). 
القضيّة ؟- لتكن قطعة من المجسّم المكافئ بين سطحين اختياريّين من سطوح الترتيب» 


وليكن: و © حجمي الأسطوانة المحاطة والمحيطة الموافقتين لهما. إذا قطعنا هذه القطعة 
بسطح من سطوح الترتيب على مسافة متساوية من السطحين السابقين» فإنّنا نحدذد أسطوانتين 


محاطتين حجمهما : و,: وأسطوانتين محيطتين حجمهما ,© و ,© على التوالي؛ يكون 


لدينا: (- 26 -(,1- )+ (فيه). 


حجم الحلقة(17676) - 0 ٠»‏ حجم الحلقة (1/1,140) - ,17- ,0 


[الشكل الموجود إلى جهة اليسار في أعلى الصفحة ]1١1١‏ 
لكنّ 50ج متوازيّ أضلاع و 36 يمرٌ بالنقطة ‏ منتصف كبرء فيكون إذأً: 
حجم الحلقة () 371,14) - حجم الحلقة (1,160)0) - 


1758 )د جحجم الحلقة(111/5) 2 3 ذحجم الحلقة(/8). فنحصل على النتيجة. 


ملاحظة - في ذهن القوهيء هذا البرهان يعني ما يلي: إذا انطلقنا من تقسيم للمحور #بر 
بنقاط إحدائياتها الأولى هو 4 مح د 0 1 ا 60( و 71-0 أحجام ال سطوانات 


المثيلة» وإذا تناولنا بعد ذلك المتتالية ,رر,(ره) مع ,ء-,قء ,رء- ,ق؛ خط د يرون و 


7 دور () أحجام الأسطوانات المثيلة المرفقة بهذا التفسيمء؛ يكون لدينا: 


0 8 0 


2 -1,(-226 -1( 


القضيّة " إذا كان م حجم قطعة من المجسّم المكافئ و2 حجم الأسطوانة المرفقة بهاء 
يكون لدينا: دم 

البرهان- لنفترض ء مء يكون لدينا إذأً: .+ 5-م أو م-5-م (2<0). 

لنبرهن أنّنا نقع في التناقض في كلتا الحالتين» مهما كان التقسيم الأوّليَ ,...(,8) للمحور 
#عر. لنبن على التواليء؛ وفقاً لطريقة القضيّة السابقة» التقاسيم المحدّدة ب ,. ,.(:5)» 


5-0 5 ف للف ا 5 


إذا كانت ب (7) د 


#) أحجام الأسطوانات المرفقة بالتقسيم ,, 


0 8 ا 


6 فإثنا 


1 28 5 


5 5 0 5 5-000 ا 2 - 12 2 5 5 
فقأ للقضئّة السابقة أرث٠ -74١- 1 _74+-١‏ عدد 
نعرفاء و ية السابقة أن: (072-787) رم 2 (-51)03» لكل عدد ير معلوم؛ ولكلٌ 


الحد 1-: 
عدد و اختياري في 1 
هذه النتيجة تسمح للقوهيء بفضل توسيع القضيّة الأولى من المقالة العاشرة لأقليدس» بأن 
يؤكد أنه انطلاقاً من عددٍ ما من العمليّاتء يكون لدينا: 


1-2 


.2,)01-18(> © (6) 


2-1 
يُبرهن القوهيء بلغة أخرىء أنّ لكلٌ م مع 0<م» يوجد 7 بحيث يكون لدينا المتباينة (6) 


لكلٌ عم مع /ل< م. 


ظ . لش ذل 1 2 
لكن لدينا: (:7- م51)0> 5١7+‏ -5ء فيكون : م> 0111 -2. 
1< 1< 1-: 
غير أنه إذا كان م + مر يكون لدينا ورلا > اء وهذا شيء مستحيل وفقاً للقضيّة ١؛‏ 
1-1 


وإذا كان م--/- مء فإِنَّنا نستدلٌ بالطريقة نفسها لأنّ: 
2 
22 0 #5 دل 
م >[9/)03-77> ه- من 8 » فيكون »هع 5 فيكون: ب“ 2 
1< 1< 1غ لحف 
وهذا شيء مستحيل وفقاً للقضيّة .١‏ يكون لدينا إذأ دم 
برهان القوهي سريع جدَأ بفضل القضيّة ١‏ التي قارنت بشكل مباشر مجاميع الأسطوانات 
المحاطة والمحيطة بحجم الأسطوانة الكبرىء دون أن يكون ضروريّاً تقييم هذه المجاميع» 
كما يفعل أرشيمدسء وذلك بالعودة إلى مجموع مقادير من متتالية حسابيّة. يرتكز برهان هذه 
القضيّة على المتباينتين(2) و(2) الناتجتين من تناول أسطوانات متساوية مثل 20671 و 
0ع وهذه الأسطوانات غير محاطة وغير محيطة: وبالتالي فهي لا تدخل مبدئيّاً في 
البرهان. 


تبرهن القضيّة ؟ أنّنا عندما نزيد في دقة التفسيم؛ بقسمة كل فسحة إلى اثنتين» فإِنٌ فائض 
الأسطوانات المحيطة إلى الأسطوانات المحاطة سيّقسّم إلى اثنين. وهذه القضيّة تلعب الدور 
نفسه الذي لعبته القضيّة ١1‏ من كتاب أرشيمدس في "المخروطيّات والكرويّات". 


إِنّ طريقة القوهيء باستخدام المجاميع التكامليّة» تتمُتٌ بصلة القربى إلى طريقة أرشميدس: 


لكنّها تختلف عنها عند التطبيق. كل شيء يجري كما لو أن القوهي أعاد اكتشاف استخدام 
المجاميع التكامليّة. 


5” نصا أبي سهل القوهي 


0 4 0 
' في استخراج مساحة المجسّم المكافئن" 


٠ "9‏ بن 
في مساحةه المجسم المكافئع"' 


ه--١‏ رسالة لأبي سهل ويجن بن رستم القوهي 
في استخراج مساحة المجسم المكافئ 


عراكز أَتْقاها: وكان ذلك كالمقدمة فاء إذ لا يجوز وجود مراكز الأثقال إلا بعد معرفة المساحة : 
احتتجنا إلى علم المساحة أوّلاً من كتاب أرسّفيدس في الكرة والأسطوانة وغيره من الكتب المؤلفة في 
هذا المعبى. فبعد فراغنا من النظر في ذلك بدأنا بتأليف كتابنا في مراكز الأثمّال » ودققنا الفكر فيه 
بغاية الوسع والطاقة حتى وجدنا ع[ كرايقاك عدة اشياء من ذوات الثقل لم يحدها قبلنا أحد مم 
القدماء المبرّزين في الهندسة » فضلا عمن دوتهم من المتاخخرين ؛ ولا معنا ايضنًا بوجودها إلى وقتنا 
هذاء كوجود مركز ثقل قطعة من كرة مفروضة أو من مجسم 0 ناقص . فلا وحدناه طمعنا ف وجود 
مراكز اثقال اجسام آخر لم توجد مراكز اثقاها فها قبل كمركز ثقل المجسم المكافئ. ولم يكن بد في 
د : 
فملنا > وليس يوجد كجاس الف وي هدآ الباب غب كتاف الي الحسن ثابست بن قرة : وه وكتاب 
معروف مشهور عند المهندسين: لكنه كبير طويل تبلغ اشكاله إلى قريب من اربعين شكلا: 
] بعد البسملة نجد في [1] «وما نوفيني إلا بالله » وفي [ص] «استعنت بالله سبحانه» -- 2 لألي: للشيخ [ب] / ويمن بن رسم : ناقصة 
[1) /:وستم مم القوهي : وسم القوهي وحمه الله [ص] وسمم الثوهي رحمهم الله رقع - 3-2 رمائة ... المكافئ: رسالة لي اسشخراج مساحة 
الجسم المكار' لألي . .. القرهي [ق] - 3 استخراج: ناقصة [ب] - 4ا: قال لما [ق] / والمقادير: المقادير [ص] / بنمسيه: ينسب 
قا - 0 : كوجودنا (اء يع - 4س4] يحختلف نمرير مقدمة رسالة القرهعي ل مسخطرطة [اب] عنه في المخطوطات الأخيرى ختلافا 
كبيرًاء يهذا رأبنا نقل النص كيا هو حون تمزئئه : لما كان العلى بماحة الأجام والأشكال والمقادير () بنسبة بعضها إلى يعض قبل العلى بمعرفة 
مراكز أثقاها لأنه المقدمة لهاء إذ لا يجوز وجود مراكز الأنقال إلا ببعد العلم بمساحنها؛ فلهذا لما استمصبنا النظر في علر المساحة وفرغنا منه : كالذيي في 
كتاب ارشفيدس في الكرة والأسطوانة وغير ذلك من الككتب : فيدأنا بتأليف كتاب مراكت | الأثقال واستقصينا النظر فيه غاية الاستقصاء: حتى وجدنا 
مراكز اثقال عدة ة أشكال لم يجدها أحد من القدماء المرّرين في هذا العلم فضلاً [من] (عمن » دونهم من التأخعرين . . ولا سمعنا بذكر وجخودها. وهو 
أبضنًا من ل وجود مركر ثقل قطعة من كرة أولؤمن» ممم قطع ناقمر ن أو (من» قطع زائد» الذي لم يكن [موجوده] (موجوذا» إلى وقنا هذا. فل 
وجدنا ذلك طمعنا في أن تعد مراكز أثقال أشكال أخخرء م توجاد (مراكز» أثقالها يها قبل ٠‏ كمركز ثقل لمجسم المكافئ . وم يكن بد في وجود مركز ثقله 
م ن معرفة مساححته أولاكيا قلنا آنفًا ول يكن كتاب موجودا [مرجود] ل مساحة اسم المكافئ إلا ما ألفه ابو الحسن ثابت بن قرة. وهو موجود مع 


أكثر أصحابنا. لكنه كبير الج كثير الأشكال عدديا وخطوطيا وغيرهماء تبلغ أشكاله إلى قريب م أربعين شكلاه - !1 أخحر: آخخرزق] / 
توسد: يوجد [ق] - 12 قدمتنا: تقدمنا [ا: صء ق] ‏ - 13 ضهلنا: : افعلنا (3 قىق] / برجد: يد رصع - 14 تلغ: يلغ [فع. 


بد 


الدوعمإااظ 


وك 5 كو 
ض - ١١1١‏ اظ 
ق -نماةؤ حال 


عدديات وخطوطيات وغير ذلك: وجميعها مقدمات لشكل واحدء وهوكيضف تعلم مساحة مجسم 
القطع المكافئ. 


ولا نظرنا فيته استصعب/ فهمه علينا جدً! وكات كتاب أرشميدس 6 0 03 واللأمطوانة م |1554 و 


صعوبته وكثرة أغراضه أسهل علينا منه. مع أن الغرض فيه واحد. وظننا أن حال كل ناظر نظر في 
هذا الكتاب منذ الوقت الذي ألفه ثابت بن قرة فيه وإلى الان كحالنا في تعذر فهمه علينا؛ 
فاقتضانا ذلك أن جددنا (النظر في» استخراج مساحة هذا اليجسمء أعني المكافئ - ابتداءً. وتبياً 
نا ذلك بطريق قريب مستغن عن تلك المقدمات كلها. وغير محتاج إلى شيء منها. ومن نظر في 
ذلك الكتاب وفي كتابنا هذا علم أن الأمر فيها كا قلنا. 


ولوكناء لما اضطررنا في تألبض كتابنا/ في مراكز الأثقال إلى معرفة مساحة النجسم المكافئ أو ق همد , 


عرفنا ذلك وفهمناه من كتاب ثابت» لا اشتغلنا باستئناف/ استخراج ما قد سيق غيرنا إلى 
استخراجه. بأنيّ وجه كان استخراجه إيَاه: ولا تكلمنا في طريق استخراج من تقدمناء طويلاً 
كان أو قصيرًا. صعبًا كان أو سهلاًء مستغنيًا كان عن المقدمات أوعحتاجًا إلياء لأن ذلك ليس 
من عادتنا. لاسمًا ومسالك هذا العلم كثيرة واسعة. 

فتقول : إذا دار قطم مخروط مكافئ مع السطح المتوازي الأضلاع الذي يحيط به قطر ذلك 
القطم ونصف قاعدته ومع خطوط الترتيب لذلك القطر ومع الخطوط المارة باطراف خطوط 
الترتيب حول هذا القطر بعينه وعلى موازاة له حتى ترجع الإدارة إلى حيث بدأت منهء فإن أنسَم 
الذي يحدث من إدارة سطح ذلك القطع هو الجسم المكافئ. والمجسم الذي يحدث من إدارة 


31] لتاب تقل نص مقدمة سخطرطة [سا]: دركلها مقدعات لحكل واحد. هو معرفة مساحة لم نكافئ ولا نظرنا فيه كان كتدسه 
أرلعيدس في الكرة بالأمظراية مم صعويتة يفم أل فيه ١غراضا‏ كثيرة من ال ماحة أسهل من قراءة ذلك الكتاب . وهر غرص واحد. أعتي مساحة 
اعمس المكافي . فنهد! م وقف عل كييه منه بعد رغتنا فيه وطنا أن خان كل امب لي قاءته كسالا فيه. من الوفت لدي لقه ثابت إلى وقنا 
هد . أعي أنه لم يقف عله أحد كم ل ثقف نحن عبه. ملأسل ذللك حددنا النظر ني استحرا- مساحة هدا الشكل ابئداةً. ووحبس مساحته 
بطريق مستعية عر تلك المقدمات كله وغر ممناحة إلى شبيء منبا. وكل فى نظرفقي هذا يكان من #صحات على أن الأمركا قلا. ولولا ن تاي 
كناب مراات الأتقل شطرنا بن معرفة مساحة هد لشكا الذني امستحرجه ثابث بطريقه أو أ ركنا وفمنا عيه م كتمه ما اشتفلا (قد تقيأ او 
شغدا في اعخطوصة) باستشرح نيء قد استخرحه تيرد . باتي وه كان ولا تكدما لي طريق ستخراج من تقدمناء طوبلا كان وقصيراء سهلا 
كن و صعاء متشا عن لمقدمات أو تمتها إلبباء لأن ذلك لس من عادتا. ولا سيا ...> أرهر: هو [ضر] - 3نطر' باخقضة 
إصضن] - 6 حدول > خدكيا زلى 7؟دث؛! ذك رك ع روفم: عير زع_] - | وفهماه: رفهمنا [صرع”' المشتغلنا: استعسلا [ق] - 
3 العلى: السيء بع - 14 فقول : فتتدى لان وشرن [ب] / قط قطح [ص] محروط : تاقصة [ب] , مكاميا : مكاف [1. با 
ق] ' الذي التي [ق] لى [ - 5! تخطوط (الأيى): لحطرط [بع - 16-15 الحطوط ... له: خطوط دك لقطر بع 


16 هذا امضة زعر] ' لرجم برخم [ق] سه [به] - 17م ,ذارة : ناقصة إسا] 


1 


3 51 22 0 


السية 


ألا - سم 


السطح المتوازي الأضلاع الذي يحيط به قطر القطم ونصف قاعدته هو أسطوانة المجسم المكافئ ؛ 
وذلك القطر هو أبضمًا قطر المجسم المكافئ. والسطوح التي تحدث من إدارة خطوط الترتيب» 
نسمّيها سطوح الترتيب لسعم المكافئ. والمجمهات التي تحدث فها بين سطوح الترتيب نسمّيها 
مدورات الجسم المكافئ. وما كان منها حادثًا من السطح المتوازي الأضلاع الذي بقع فيه جميعه 
في القطع ويكون زاوية من زواياه على محيطه نسمِّيه المدوّر الذي في المجسم المكافي: . وما كان منها 
حادثًا من السطح المتوازي الأضلاع الذي يمع بعضه خارجًا من القطع ويكون زاوية من زواياه 
على محيطه نسمّيه المدوّر الذي على الجسم المكافئ. ونسمّي كل مدورين يكون أحدهما واقمًا في 
لمجسم المكافئ والآخر واقعًا عليه نظيرين » إذا كان الذي وقع فيه منفصلاً من الذي بقع عليه ؛ 
أعني بذلك أن يشيركا في ارتفاع ولحد. وكل يسم يدث من إدارة أحد السطوح الي على ذلك 
القطع حول قطر ذلك القطع أيّ سطح كان» نسميه مجم ذلك السطحء أوالمجسم الكائن من 
ذلك السطح. كان شبيهًا بالطوق او بالأسطوانة او بغيرهها. 


- 1 - كل أسطوانة مجسم مكاقئ فإن نصفها أصغرمن جميع المدورات الحادثات على المجسم 
المكافئ كم كانت: وأعظم من جميع المدورات الحادئات فيه كم كانت. 
مثال ذلك : أن / أسطوانة الجسم المكافئ ا ب ج د والمجسم المكافئ | ش د: والمدورات التي -15+-١‏ ظ 
عليه اس ع د ه ف ص ط 5 ل م نء. والمدورات التي فيه فق ه ط زي5 ذات./ ىق لعمراظ 
فاقول: إن تصف أسطوانة ١‏ ب ج د أصغر من جميع مدورات/ اس ع داه ف ص ط ص -؟5؟ ال 
كال من التي على المجسم المكافئ ومن جميع أمثاها كم كانت» وأعظم من جميع مدورات 
3ه ط زي2 نات الي فيه ومن جميع أنثافا كم كانت. 


| لسطح ... يعيط : ناقصة [ب] / أسطرالة امم : الأسطوانة للمجم [ب] ‏ 2 وذلك: ون ذلك [ب] / نحدث: بعدث [ق] - 
3 تحدث: يحدث [فى] ١‏ 5زاويةهن: في الهامش عم يان مرضمها [0] / 4 يق د اقم ا 6 زاوية من : في هامش 
[] - 7كل...واتمًا : المدورين اللذي ألحدها واقع رتسم / يكرك : تاقصة صس] ‏ - اقم : واقع [ب] ' بقع : رقع [ب] ‏ الإادلث: 
اقصة [ض] ٠‏ 109 على ذلك القطم : ناقصة [1. من - في] - 10 قط ذلك المهم : ذنك القطروت] - - اعت فيا لها دل 
رب - 3امكاي': مكاف زب] - 4ا للكاقئ زالاية): نفمة رقع - 15 أ سرع ذ: اشع د (ص]اس ع ده [ب] 


نه طصزرائى قاطر[ا. با ص] 16 جع : نائعة زا صضل. ق) - 7 جميم زاشنية): لاقمة رم ] 8ان م صر 


ق ها طارؤا. با صر] الي قيه: ناقصة [1. صلء ق] 


برهان ذلك : أن كل واحد من خخطي ١‏ وه ذ هومن خخطوط الترتيب لقطرش ذ وء فنسسبة 
خط وش إلى خط ش ذ كتسبة مربع ١‏ وإلى مربع ه ذء وذلك لآن قطع ١‏ ش د قطع مكافئ. 
ونسبة مريع ! و إلى مربع ه ذ هي كنسبة مربع ١‏ د إلى مربع ه ط - ولكن نسبة مريع ١‏ د إلى مربع 
ه ط كنسبة الدائرة البي قطرها ! د إلى الدائرة التي قطرها ه طء فنسبة الدائرة التي قطرها ١‏ د 


أهاد مدلاب هو باخصةإب] رش دوا سن دوإب] س دوزاع - 2 خط (الثاتيةع: ناقصة [ب] / ش :اش د إباء 


ص ] مرع (الأيق والثانية): مريع خط ب] ' ه د: ه د زب. ص ] / مكافئ: مكاف ['. با. ق] - 3 مربع (الكنية). مريع خط 
[نظلى) ا مام هات [نا. ص ]| عي * تاقصه روص ] ' ع ("لاوث و لئانة والشدعة والرايعة) * مريم عه [سد] 4 قصرف زذذنى ونشننية) 


عر ها شق زب] 


531 


ننم 


إلى الدذاثر ة الى ّى قطرها ه ط كنسبة خط وش إلى خط ش ذ. فضرب خحط وش في الدائرة التي 


قطرها خط مساو لضرب خط ش 3 في الدائرة / التي قطرها 1 <. ولكن ضرب خط وش في سا #قد ار 


لدائرة التي قطرها ه ط مساو لأسطوانة فى رح زالتي حدئت من إدارة سطح رق وش المتوازي 
الأضلاع حول قطر ش و. كان خخط الترتيب على القطر على زاوية قانئمة أو على زاوية غير قائمة. 
وذلك أنه إن كان على زاوية غير قائمة فكأنه قد أذ من إحد رأمى الأسطوانة مخروط ما وزيد 
بعيئه على الرأس الآخر 

وكذلك ضرب خط ش ذ في الدائرة التي قطرها آد مساو لأسطوانة س ب جاع التي 
حدئت من إدارة سطح س ب ش ذ المتوازي الأضلاع. فاسطوانة ق رح زمساوية لأسطوانة 
س ب جاع. فإذا ألقينا أسطوانة ه رح ط المشتركة. بق المجسم الذي يحدث من إدارة أحد 


سطحي سس نباره طاح جاع مساويا لدو م 12 وسدور فى ه ط ز أصغر من مدور 


اس ع د. فانجسم الذي يحدث من إدارة احد سطحي س ب ره ط ح جاع اصفر من مدور 
١‏ 


سس اع د. 

فإذا ركبنا كان مجموع هذا الجسم وهذا المدور أصغر من ضعف مدورا س ع د. ولكن الجسم 
والمدور جميمًا هما فضل أسطوانة ١‏ ب ج د على أسطوانة ه رح ط. قفضل أسطوانة أب ج د 

على اسطوانة ه رح ط ط أصغر من ضعف مدورا س ع د الذي على الجسم المكافى . وكذلك فضل 
أسطوانة/ ه رح ط على أسطوانة 5 ل من أصغر من ضعف مدوره ف ص ط الذي عليه ؛ 
وكذلك جميم الأساطين والمدورات الحادثة عليه حتى يُنتبى إلى البقية التي تبق من آخر أسطوانة 
أب ج د المفروضة ؛ وليكن تلك البقية / مجسم كك لى مان. ففضل أسطوانة ب ج د على جسم 
ك لمت أصغر من ضعف جميع المدورات التي على الجسم المكافئ سوى حسم ك ل م ن. وإن 
جعلنا جسم ك ل من مشتركاء بكون أسطوانة ب ج د أصغر من ضعف جميع المدورات التي 
على الجسم المكافئ كم كانت+ فالنصض منها أصغفر من جميع المدورات التي عليه كم كانت. 


- 
00-7 


اقط ا طه[صض]اش ذاش داصض|ارش وس [إن] - 7ش ذاش دإساا ]| وشا وس [سمع 300 


1 
الى 


شرح نرص]ق رح ر['] رشاوت رفاس بام صلا ق] - 1ش واس و[م] روي قاهة: الروية لقاعة ]ع 5 ودناث 


| امه ندالحة زب ] ل ]| ل كم و 7ع باساع: سن جد باع [1. بال تس ]1 -_- 8 سطح : ناقصة 


ل ل ل ب الك شي للررر فأسطواتة : وامطرانة زاء ]ل قدد جز قارح د [!] - إن باحاع: عل حم مام إن ” 


شرحط: همزج طم - 40 سن بره : اس ب زه [1] ١‏ طانم جاع : طحجيم [ب] فق مط ز زالاي: قل ماص رابع 


طاخار: ل صاهر زاب] - |1٠10‏ منيوب. ١‏ دح حن دكضة [إت] اس سدرها سس مدرزه [!] 14! حميث 


شخ حسعيي إس] هساح ط: هرحس إ) هرح صا هنحم [' 6ه رحاط : له زع ط [1] اه فاص 5 


خسم إنا| الدي: الي [سب] _- ١7‏ انبي: ا جقسة [ نا ! سق بق [ق] / آخر: أجزاء إن ح] ٠‏ وظر ايض صحيح. الك 3 على 
باصوطة [0] 8ل عمل 0 خم : اأقضة زن| 
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وأيضتاء لأن المجسم / الذي يدور على سطحي أ ب رق زح ج د أعظم من الجسم الذي 
يدور على سطحي س ب س با ره طاح جاع. ٠‏ وهذأ النجسم مساو لمدور ق ه ط زكا بينا قبل. 
فيكون المجسم الذي يدور على سطحي 1 ب رق زح ج د أعظم من مدورق ه ط ان وإذا ركبنا 
كانا جميعًا أعظم من ضعف مدورق ه ط ز. ولكن الجميع هو فضل أسطوانة !ب ج د على 
5 أسطوانة ه رح ط. ففضل أسطوانة ١ب‏ ج د على أسطوانة ه رح ط أعظم من ضعف مدور 
ىه ط زء وكذلك فضل أسطوانة ه رح ط على مجسم ك ل من أعظم من ضعف مدور 
يك نات كا بينا. وكذلك سائر الأساطين والمدورات التي في المجسم المكافئ حتى يُنتبى إلى آخر 
ما يبق من الأسطوانة المفروضة؛ وليكن ذلك بحسم ك ل م ن. ففضل أسطوانة !ب ج د على 
بحسم ك ل من أعظم من ضعف المدورات التي في المجسم المكافئ كلها كم كانت. وإن زدنا بجسم 

10 5 ل من على فضل أسطوانة أب ج د عليه: يكون / جميع أسطوانة أب ج د أعظم كثيرا من 
ضعف المدورات التي في المجسم المكافئ كلها كم كانت. فالتصف من أسطوانة ب ج د أعظم 
من جميع المدورات البي في الجسم المكانفين كم كانت : وأصغر من جميع المدورات الي عليه كم / 

كانت؛ وذلك ما اردنا أن نبيّن. 


دب - إذاة قم أحد المدورات التي فها بين سطحين من سطوح الترتيب في حسم مكافئ 

5 بنصفين بسطح آخر من سطوح الترتيب حتى يحدث عن قسمته مدوران على الجسم المكافئ 

ومدوران نظيران فيا فيه. فإن فضل المدورين الحادثين عليه على نظيريها الحادثين فيه نصف فضل 
المدور الأول - الذي كان عليه - على نظيره الذي كان فيه / قبل القسمة. 

مئال ذلك: أن مدورًا من المدورات التي على بحسم 1ب ج المكافئ -- حدوثه عن إدارة 


سطدح ادهاج - ونفيره من المدورات الي اليه : حدوثه عن إدارة سطح ا دزح. وقل أخرج 
لام خط طاى طك ل م قاسمًا لخطي | د ه ج وللخطوط التي تقء تمع بينها على موازاة طيا بنصمين تصفين . 
ولذلك ما يكون خط 2 ل م موازيا لخطى آج د ها وجعل خط 233 موازيًا لقطرآب. 


ل سي أن رها: مسر سس [نشاخ]صض نازه [آ] طاح جاع: طحم [ب] وفشاطر توفقفاطرزاء ن. ص] - 3 فكرن: يكو 


زات ع. ف] صرق اناه اسارق [ا] ررح جد د: رعرج د [اع أعظم : في اقامشي زب] / نه طاز: قله طارزاء ب صرع - 


3ش من مبور , ابيع في الامش سخ - د4ى هش طر: قل عاطرلاء نه. ص ] دشرحط اهزجح ط زا] ' هراط 


13-2 عه كم كانت : ف اقامشل إبرع - 14 بكاقن: مكلف [. ق] - 5| مدوران: مدورات [ق] - 16 فإن: مطسوسة [ب] / 
مغل : فصلا [ب] / عليه: ناقصة [ب] ( نظيريها: نظيرتها [1. ق] - 18اماس: امد زب] 19 ونظيرة: ناقمة (ص] ' درج" 
ادرخإبء صص] - (ال تفع : بع [اق| - 1ب ويدلث : وكذلك ز . عسن. ق] , ولذلك ... ذه : مقهية [ميع ر وحمل : وتصل [اصضص]. 


مرحط [] - 56 هسط رد ىه طرراء نب مع شاط :ل ملور: تي الامش [1] 2 ا له - 
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ص برآم 


م لول 


ط 


ف خط اص 


طيأ : أعني المجسمين اللذين يكونان من سطحي كك زس ل ن ل م جء نصف فضل مدور 
اده ج على مدورا د زح النظير لهء أعني المجسم الذي يكون من سطح ح زه ج. 


برهان ذلك: لأن سطح ح زس ن متوازي الأضلاع» وقد قسم زح بنصفين بخط ك ل 

5 الموازي لخطي زس ح ن» يكون سطح ك زس ل مثل سطح حك ل ن» فسطح ك زس ل 
نصف سطح ح زس ن. وكثل ذلك نبيّن أن سطح ن ل م ج نصف سطح ن س ه ج. فدورا 
سطحي ك زس ل نل مج جميعًا - اللذان هما فضل مدوري ط د س ل ١ط‏ مج على 


اط دس ل: ط د 5ل [ف] بدل النون والسين. وأبضا في الشكل: وإن نشير إليها فها بعد / اط م ج: اط مح بع / ط د زى: 
ل درل [ب] - 2مدور: مدوره [ب] - 3ادهاج: اذه ج [ص] / مدور: مدررى [ص] / بكرن: فوق السطر [ا]) - 4زح: 
ناقصة [ا: ص. ق] - 5ك زس ل: حك لت [ب] / حك لن: ك زس ل [ب] - 6نبين: يتبين [ص) -- 7-6 نصف ... 
نل موج: ناقصة [ص] - 7 فضل: اقصة [ب] لاط مج: ادهاج [ق]اطه جح زاء ص] اط مح [بع. 


الج 


عدوري/ ط دزك اط لن - مساويان لنصف مدور سطح ح زه ج الذي هو فضل عدور ص -54١-و‏ 


أده سس على مدورا د زح؛ وذلك ما أردنا أن نييّن./ امال دو 
- ج - كل مجسم مكافئ فإنه مساو لنصف أسطوانته. اد مكلاظ 


مثال ذلك : يكن مجسم مكافئ عليه ب ج» وليكن جسم د مثل نصف أسطوانة مجسم 


فأقول : إن جسم اباي مساو لجسم د. 


اط دزك: طذزك [فع راط لن: ادنس [ق] - 3 مكافئ: مكاف [اء ب؛ ق] / فإنه : ناقصة [ب] - 54 ليكن ... 
المكافن: ان الجسم المكافئ أب ج ونصف أسطوانة مثل جسم د [ب] - 4 مكافئ: مكاف [1: ق] ‏ 6لجسم: لجسم [ص). 
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برهان ذلك : أنه إن لم يكن محسم ! ب ج المكافئ مساويًا لجسم د: فهو أعظم أوأصغرمنه. 

فليكن أولاً أعظم من جسم دء إن أمكن ذلك؛ وليكن فضل مجسم 1ب ج على جسم د 
جسم ه . ونجعل مدورات على مجسم !ب ج المكافئ كم كانت» ونفصل من كل مدور عليه 
مدورًا قيه؛ أعني نظيره. وليكن فضلات المدورات التي عليه على نظائرها التي فيه المجسهات التي 
تكون من إدارة سطوح ج ز زح ح ط. ونقسم كل واحد من هذه المدورات بنصفين بسطوح 
الترتيب/ حتى ترجع فضلات المدورات الحادثات التي على المجسم المكافئ على نظائرها الحادثات 
فيه إلى نصف الفضلات التي كانت قبل القسمة: كما بينا في الشكل الثاني. وكذلك نقسم أبدًا 
المدورات الحادئات بنصفين نصفين حتى تنتبي فضلات المدورات التي على المجسم المكافئ على 
كي ووااتي اي اج ليامع امتعود أ-_- سي حاس يور 
أعظم من هذه البةغ تي ؛ فهوإذن أعظم كني بو ايت الال عير الات التي يحوزها 
المجسم المكافئ » لأنها بعض تلك الفضلات. فإن جعلنا جسم د مشتركاء يكون جسما ه د جميعًا 
أعظم من مجموع المجسمات الكائنة من هذه المثلثات كلها مع جسم د. ولكن جسمي ه د 
مساويان لجسم 1 ب ج المكافئ » / إذ كذلك كنا فرضنا. جسم 1 ب ج المكافئ أعظم من جسم 


5 مع المجسيات الكائنات من المثلثات التي في مجسم اب ج المكافيئ. فإذا ألقينا انمجسمات المشتركة 


الكائنة من المثلثات المشتركة ؛ بق جميع المدورات التي في مجسم ١‏ ب ج المكافئ - كم كانت - 
أعظم من جسم د ؛ وهذا محال: لأنّا قد بينا في الشكل الأول أنها أصغر من نصف أسطوانة 
المجسم المكافئ المساوي لجسم د . فليس الجسم المكافئ بأعظم من جسم د. 


| أنه ... مساويًا: أن محم !ب إن لم يكن ماوربًا [ب] / فهو: اما آب] - 2 جم (الأول والثاتية): مجم [ص] - 3 جسم: 
ممم [ص] / مدوراث: نمدها بعد كلمة المكافئْ [ب] / ونفصل : وتفضل [ق] / مدور عليه : واحد ما [ب] - 4[ عن لظيره : ناقصة 
[ب] / عليه: عليا [ب] / نظائرها: المدورات [ب] / فيه: فيه هي [ب] - 5 تكون: يكون [ق] / ج ززح رط : رحطد كلمن ببسل 
[ب] - 6 ترجم : برجع [ق] / التي : ناقصة [١؛‏ صء ق] / على اجمى ... المادثات : ناقصة [(ص) م 4ه للزبلايج جد عو الامرهت 
اي - اليه . الممادثات: : في الهامش [بع] -- 8تلبي: 0 - نحن لاليةا ين اينات 10 | جسم 
او : فجمها[ص] - |!أعظم. . قهوة ناقضة [اء صء ٠‏ ق) / إذن: ذا مع / الكالة: 
التي تكون [ب] / من: مطموسة [ب] / يموزها: يارب - 13 جيةا ةزب - لجسن ... حلت عبات :ربح /كني 
نفسة را حى» قز / لقرر خيكتن زيما - 4! إذكذلك كنا: كيا [ب] / كنا: ناقصة [صع / فرضنا: فرضتاء [ض] / جسم : ممم 
[ب] - 5امجموابجس! المهم[ب]ع - 6!شٌ: نبئي [ب] / جميع ناقصة [ب] / كم كانت : : نائصة زا ص . قع] - 17 ممال: 
لايمكن [ب] / في الشكل الأول: نائصة بع - 18-17 نصفه... ه : جسم د الذي هو [الذي هو] مساو لنصف أسطوانة انهم المكافن 
[ب]. 


1 


في -.ؤو١!-‏ 


01 
2 


احا د" 


وإن أمكن أن يكون بحسم 1ب ج المكافئ أصغر من جسم دء فليكن الفضل بينها جسم هه 
حتى يكون مجسم باج مع جسم ه مثل جسم د. . ونقسم أيضمًا المدورات التي على مجسم 
اباج بنصفين تصفين - ىا قلنا - حتى تنتهي الفضلات إلى أصغر من جسم ه كا بينا. 
فحسمات المثلنات/ التي تقع خارج المجسم المكافى تكون أصف ركثيرًا من جم هاء لأنها بعض 
تلك الفضلات. وإن جعلنا مجسم ١‏ ب ج المكافئ مشتركاء تكون مجسمات المثلثات التي على 
النجسم المكافئ. أعني الخارجة عنه. مع مجسم آب ج المكافئ أصغرٌ من جسم ه مع مجسم 
اب ج المكافئ. ولكن جسم ه مع جسم 1ب ج المكافئ مساويان لجسم د. إذ كذلك كنا/ 
فرضنا وجسيات المثلئات التي على الجسم المكافئْ مع المجسم المكافئ هي المدورات التي على 
لمجسم المكافئ. فالمدورات التي على المحسم المكافئ أصغر من جسم د + وهذا محال. لأنا قد بينا في 
الشكل الأول أنها أعظم من نصف أسطوانة مجسم أب ج المكافن المساوي / لجسم د. فجسم 
اناج المكافيا ل ليس بأصغر من جسم د ١‏ وقد بينا أنه ليس أمظ منه. جسم سج لكا 
مساو لجسم د الذي هو مثل نصف أسطوانته. فكل مجسم مكافئ فإنه مساو لنصف أسطواتته ؛ 
وذلك ما أردنا أن نبيّن. 

وقد استعملنا في هذا الشكل : أنه إذا كان مقداران مختلفان وفُصل من أعظمها / نصفه 
ومن نصفه البافي نصفه وفمل ذلك دائمّاء فإنا سننتبي إلى مقدار ما أصغر من المقدار اللأصغر 
فالمقدار الأعظم هاهنا هو مجموع فضلات المدورات التي على الجسم المكافئ على نظائرها الي فيه . 
وهي الى قسمت بنصفين نصفين. والمقدا رالأصغر هو جسم ها . وقد بين أوقليدس أنه إذا فصل 

سن الأعظم أكثر من نصفه وما , ببق أكثر من نصفه وفعل ذلك دائمّاء فإله سيسبى إلى مقدار 
أصغر من الأصغر. والبرهان على هذا وذاك واحد. وإذا كان الأمر على ما وصفنا. فكان الأول أن 
بقول : إذا كان مقداران مختلفان وفصل من أعظمها ما ليس بأقل من نصفه ومما ببق ها ليس 


1 


3 مع ... د : المكافئ ماويًا لم د[ب] - دما قلا ناقصة [1. صلء فق ] ', لوي : ينثي [ق] كي بينه: اباقصة [1- صن ١‏ ق] ال 
4 تفع : بقع زف اتقع تارجح عل [م] تكرب: بكون [ف] 2 5التي' نافصة بع 6أعبي الخترحة عه نائمة إب) / مم 
ان جد اسم [ب] حسم أ باج لجسم بع ماويان : مسار ١[‏ ٠ص‏ ء ق]/ إذ كذلك كنا كا بع 9ددهزب] - 
لاقي الشكل الأول : ناقصة مع - 10 أسطوانة. ف المامش مم خط آخر صس] ' الماوي: الذي عرمار[ب] ‏ 2|فكل. 

اسطوانته مم المكام: مكل عمسي عشاقي نهر نصفب لأسطونة لني لذلث المجم المكافئ [ب] ؛ مكامن كاف إلى دض ء ى] 13 أن 
نين: اقصة [ب] ١‏ 5! نصقه (الأيل): ناقصة [ب] / فإنا: عإنه [ب؛ صع / منتتهي: بنتهى [ب] / ما: ناقصة [اء صء ق] - 
4 مطائرها: المدوراث [ب] أ عه ؛ ليبا [ق] ‏ 17بين. شين [س]' اوقليدس : أقلدس زب #|أكثر: نافصة [ب] أكبر زق] 

اكككر أكير زق] ميتي : يبي [مخع 9] هد وداة: ذلث زب ذلك رهدا زصض] 0 يق : يفا [1]. 
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ص 


154 لظ 
15 عل 
1١11‏ 0 

شهكظا دي 


بأقل من نصفه وفعل ذلك دائمًا. فإنه ميُنتهى إلى مقدار أصغر من المقدار الأصغر حتى يكون 
البرهان / عامًا. والله ولي التوفيق. 


تمت الرسالة لأبي سهل القوهي في مساحة الجسم المكافئ. 


1 سيبى' يسثى [ب]) 2 7 بلي التوقين: الموفل [ب]201 1 القوهي: الكوهي [ا]/ تمت 'المكا تمت الرسالة والحمد لله وحده 
إن ص | وتمد بعدها١‏ بوصلراتة عل سه محمد واله الطاهرين وقرغت من تطيقه بالموصل قررسة في صغر مض ثهور مة 0758 [ب]: 
,و لحمد ثنه وحدة والصيرة والسلاء عل من الا لي بعد وعل آله وأصصابة أجيعين. في ليبة يقر صباحها عن بار الاثلين اميس شير ذتي 
القعدة سسة نسع وحمسين وماثة وألف من هجرة من له الع والشرفف, تمه [ق]. 


ا 


فذحل 


5 


-*-؟ كتاب مساحة المجسم المكافئ 
لأبي سهل ويجن بن رستم القوهي 


وهو مقالة واحدة وثلاثة أشكال 


5 صلير 


إذا دارت قطعة قطع مكافي يحيط بها قوس القطعة وقطرها ونصف قاعدتبها مع السطح 

المتوازي الأضلاع الذي حيط به قطر القطعة ونصف قاعدتما مع خطوط ترتيب ذلك القطر ومع 

الخطوط الخارجة من أطرافها موازية لذلك القطرحول ذلك القطرحتى ترج إلى حيث بدأت. 

فامجسم الحادث من دور القطعة هو المجسم المكافئ ء وذلك القطر قطره. والنجسم الحادث من دور 

0 السطح المتوازي الأضلاع المذكور هو أسطوانة المجسم المكافئْ . والسطوح الحادثة من دور خخطوط 

الترتيب هي سطوح ترتيب الجسم المكافئ » والمجسمات الحادثة بينها هي مدوّرات النجسم المكافئ : 

فا كان مها حادثا من سطح متوازي الأضلاع جميعه داخل القطع وزاوية منه على محيطه هو 

المدور الذي في المجسم المكافئ . وما كان منبا حادنًا من سطح متوازي الأضلاع بقع بعضه خارج 

القطع وزاوية منه على محيطه هو المدوّر الذي على انجسم المكافيء. فإن كان أحدهما منفصلاً من 

5 الاخر. فهها نظيران. والجسم الحادث من دور احد السطوح حول ذلك القطر هو جسم ذلك 
السطح وهو الكائن من ذلك السطح مواء كان أسطواتة وطوقًا أو غير ذلك. 


8 برجم 1 سوه 


1 


- 1 - كل نصف أسطوانة مجسم مكافئ» فهر أصغر من جملة المدورات الي عليه وأعظم من 
ليكن مجسم مكافئ عليه اش د وأسطوانته اب ج د ولمدورات التي عليه اسع د 
5 ه فاص ط ك ل من والمدورات التي فيه ى ه ط ريك ذات. 
فاقول: إن نصف أسطوانة !ب ج د أصغر من جميع مدوّرات اسع د ه ف ص ط 
ك ل من التي عليه كم كانت» وأعظم من جميع مدورات ىه ط ريك نت التي فيه كم 
كانت 


15 


2 


برهان ذلك : أن تمعل القطر * ش ذوء فنسبة وش إلى ش ذ كنسبة مربع 1 و إلى مربع ه ذ 
خطي الترنيب؛ أعني نسبة مربع 1د إلى مربع ه طء أعني نسبة الدائرة الي قطرها ١د‏ إلى 
الدائرة التي قطرها ه ط. فأسطوانة فى زح ر المرسومة / بدور سطح ف زش و حول قطر ش و 
مساوية لأسطوانة س ب جاع المرسومة بدور سطح س ب ش ذ حول قطر ش وء مواء كان 
ش وسهمًا أم لاء لأن زيادة ما يحدث على الأسطوانة في أحد طرفيها بقدر التقصان من الطرف 
الآخر. وبلق أسطوانة ه زح ط الشاركة. : فييق الجسم الحادث بدوران أحد سطحي س ب زه 


طاح جاع كمدورق ه طار طار: فهو أصغر من مدورا س ع د س ع د. فاججسم المذكور ومدورا س ع د س اع دء 


أعبي فضل أسطوانة | ب ج د على أسطوالة ه زح طء أصغر من ضعف مدور! س ع د الذي 
على الجسم المكافئ. وكذ للك يتبين أن فضل أسطوانة ه زح ط على أسطوانة ك ل م ن أصغر من 
صعف مدوره ف ص ط . وكذلك جميع الاساطين والمدورات النظائر - لا ذ كرنا - حتى ينتهى 
إلى البقية التي تبق من آخر أسطوانة أب ج دء وليكن تلك البقية مجسم ك ل من. ففضل 
أسطوانة أب ج د على مجسم ك ل م ن أصغر من ضعف جميع المدورات التي على المجسم المكافئ 
سوى بحسم ك ل م ن. فجميع أسطوانة 1ب جد د أصغر من مجسم كل مث مع ضعف جميع 
المدورات التي على الجسم المكافئ. فنصف أسطوانة ١‏ ب ج د أصغرمن جميع المدورات المذكورة 
مع نصف مجسم كال م نء فهو أصغر بكثير من جميع المدورات المذكورة مع جسم ك ل م ن. 
وأيضًا ٠‏ فانجسم المرسوم بدور أحد سطحي 1 ب زق رح جد د أعظم من الجسم المرسوم بدور 
أحد سطحي س ب زه طاح جاع. أعني مدورق هط ر. فالمجسم المرسوم بدور أحد سطحي 
١ب‏ زق رح جد مع مدور ىه طرء أعتى فضل أسطوانة اب بج د على أسطوانة 
هم زح طء أعظم من ضعف مدور ق ه طار. وكذلك يتبين ان فضل اسطوانة ه زح ط 
1 مجم ك ل من أعظم من ضعف مدور يك نات. وكذلك جميع الأساطين والمدورات 
لنظائر - لها ذكرنا - حتى بنتهى إلى البقية التي تبق من آخر أسطوانة 'ب ج دء وليكن تلك 
لقي مس 3 لست لض أسطولة جد عل جسم خسم ألم من ضيف 
المدورات التي في الجسم المكافئ جميعها. فأسطوانة أب ج د كلها أعظم كثيرًا من ضعف 
المدورات التي في الجسم المكافئ جميعها. فنصف الأسطوانة أعظم من جميع المدورات التي في 
المجسم المكافئ : وكان / أصغر من جميع المدورات التي عليه ؛ وذلك ما أردنا أن نييّن. 


اش ذقور د -_- ااثق: لق -_- انين : عق 
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- ب - إذا تحرج في مدور من المدورات سطح من سطوح الترتيب على موازاة سطحي 
الترتيب اللذين يمدان المدوره فقسم المدور نصفين وحدث ذلك مدوران على النجسم المكافى 
زو نظيرات فا فيه. ففضل المدورين الحادثين عليه على نظيريها الحادثين فيه كنصف فقل المدور 
المقسوم الذي على الجسم المكافئ على نظيره الذي هو في المجسم المكافئ. 

5 لبكن يمسم مكافئْ حدث عن دوران قطعة ب ج من القطع المكافئ وخخط ترتيب ١ج‏ حول 
قطرا ب وحدث عليه مدور! ده ج عن دور سطح اده ج المتوازي الأضلاع ونظيره مدور 
أدزح عن دور سطح ا دزح. وخرج خط ترتيب طك ل م يوازي خطي ده اج ويقسم 
خطي 1د ه ج نصفين. وخرج سطح على خط ام من أسطحة الترتيب يوازي سطحي أده 
أج اللذين هما على الترنيب ٠‏ فقسم مدورا ده ج نصفين وحدث مدورا اط م ج ط داس ل 

0 على المجم ونظيران فيه عليها ١ط‏ ل ن ط دزك. 

فأقرل: إن فضل مدوري اط مج ط د مس ل على مدوري ١ط‏ ل ن ط د زكى كنصف 


فضل مدورا ده د على مدورادرزح. 


برهان دذللك: أن مخرج من نشقطة ١‏ ل خطام لان ن ل ن يوازي خطي أد ها ج. فلأن خط 
طك ل م يقسم ( د وموازياته أنصافاء يكون ٠‏ يكون سطح كى ل اس زر زنصف سطح زس ن م ٠‏ ويكون 
15 سطح نل مج عاسو نصف سطح ناس هاج ه جء فاغجيات الحادثة عن دورانها كذلك. الجسم 
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الحادث عن دوران سطح ك ل س زنصف الحادث عن دوران سطح زس ن ح» والحادث عن 
دوران ن ل م ج نص الحادث عن دوران ن سه ج. فالحادثان عن دوران ك ل س زودوران 
نل مجء أعني فضل مدوري ط د س ل اط م ج على مدوري ط د زك اط ل ن نصف 
الحادث عن دوران ح زه جء أعني فضل مدورا ده ج على مدورا د زح؛ وذلك ما أردناه. 


- جح - الجسم المكافئ كتصف أسطوانته. 
ليكن مجسم مكافئ عليه | ب ج. 


و 


برهان ذلك : أنه إن لم يكن كذلك » قليكن مجم أب ج أعظم من نصف أسطرانته بقدر 
مجسم د. ونعمل على مجسم 1 بج مدورات كم كانت. ونفصل ملها نظائرها التي في المجسم. 
وليكن فضلات ما بين المدورات التي عليه ونظائرها النى فيه / هي المجسهات الحادثة من دوران +1 , 
أسطحة ج ززح ح طاء ونقسم كل واحد من المدورات نصفين بأسطحة الترتيب . فيبق فضللات 
المدورات على نظائرها نصف الفضلات التي كانت قبل القسمة: كما تبين في الشكل الثاني. 
ونفعل ذلك دائمًا حتى نبق فضلات هي أصغر من مجم دء فليكن تلك الفضلات هي 
امجسمات الحادثة عن دوران أسطحة ج ي ي ززك ك ح ح ل ل ط. (ف»ييجسم د أعظم من 
هذه المجسمات: فهو أعظم بكثير من المجسمات التي في المجسم المكافيئ الحادثة من دوران المثلثات 
التي في القطع المكافئ التي خطوطها من خخطوط الكرتيب ومن موازيات القطرومن حيط القطع . 
ونصف الأسطوانة أعظم من المدورات التي في المجسم المكافئ. فنصف الأسطرانة مع مجسم د 
أعني الجسم المكافي . اعظم من المدورات التي في النجسم المكافئ زمع المجسيات» الحادثة من 
دوران المثلئات. أعني الجسم المكافئ. فامجسم المكافئ أعظم من نفسهء خلف. 

نم ليكن مجسم ب ج المكافئ أصغر من نصف أسطوانته بقدر يجسم دء فيكون الجسم 
المكاف ويجسم د كنصف الأسطوائة. وننصف المدورات التي على النجسم المكافيئ أبدًا حتى يبق 
فضلات أصغر من مجسم د فيكون مجسمات الخلثات التي نقع خارج المجسم المكافئ أصغر بكثير 
من بجسم د . فهذه المجسهات الحادئة عن المثلئات مع مجسم باج المكافئ . أعني المدورات التي 
على امجسم المكافئْ . أصفر من يجسم د مع مجم اباج. أعني نصف الأسطوائة. فالمدورات 
التي على الجسم المكافيئ أصغفر من نصف الأسطوانة. خلف. فامجسم المكافيْ كتصف أسطوالته. 


تم في بوم السبت المبارك غرة شهر ربيع الأول 
سنة ثلاث وخمسين ومائة والف 
بقام الققير الحاح مصطق صدقي 


نتكا 
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ابن السمح 
القطوع المُستوية للأسطوانة وتحديد مساحاتها 


١-5‏ مقدّمة 
١-1-5‏ ابن السمح وابن قرّة وريثا الحسن بن موسى 


تثوفتيّ أبو القاسم أصبّغ بن مُحمّد بن السّمئح في غرناطة يوم الثلاثاءء في الليلة الثانية 
عشرة الباقية من رجبء سنة أربع مائة وستّأ وعشرين» وعمره ستّ وخمسون سنة شمسيّة'. 
أي يوم الثلاثاء في 77 أيّار | سنة »2375٠75‏ وهذا ما يجعل تاريخ ولادته في سنة 195 
ميلاديّة. وكان أصله من قرطبة؛ ولقد انتقل؛ كما يبدوء إلى غرناطة بقرب الأمير حَبُوس بن 
ماكسّن [حوالى .]٠١8-١١١5‏ ونحن نعلم أيضاً أنه كان تلميذاً لعالم الفلك والريّاضيّ 
المشهور مسلمة المجريطيء المتوفتى سنة .١٠١8-١١٠١1//59/‏ لقد ترك ابن السْمح» وهو 
المعاصر لرياضيّين مثل ابن الهيثمء هو أيضاً أعمالاً أساسيّة ومُّهمّة في الرياضيّات والفلك. 
يظهر بوضوح من العناوين التي أوردها صاعد الأندلسي' أنه اهتمٌ بنظريّة الأعداد والهندسة 
وهندسة الأسطرلابء وما إليه. ونجد له شرحأً لكتاب "الأصول" لأقليدسء؛ كما نجد "كتابه 
الكبير في الهندسة قتصّى منها أجزاءها من الخطّ المستقيم والمقوّس والمنحني"” . 


وهذا ما يُبِيّن أنّ هذا الكتاب الكبير كان يتضمّن فصولاً حول الأشكال المستقيمة والدوائر 
والأقواس والمنحنيات المخروطية؛ وربما تضمّن» أيضاء مواضيع أخرى. ولكنٌ هذا الكتاب 


| لقد أعطى المؤرّحٌ ابن جمعة هذا التاريخ: وفق لما ذكره لسان الدين بن الخطيب في "الإحاطة في أخبار غرناطة": نشر محمّد عبد الله 
عِنان(القاهرة »)١4526‏ ص. 475. انظر 4 صاعد الأندلسي؛ طبقات الأمّم؛ نشر ه. بوعلوان(بيروت :)١5185‏ ص. .17١‏ انظر أيضاً الترجمة 
الفرنسية لهذا الكتاب: ر. بلاشير(9335[ عزج ,عدم 2ه[ مم دمتروهقامه عع عجضط ,فطع ه81 1 ص. 11-١١‏ . انظر أيضاً : ابن 
الآبّار : التكملة لكتاب الصلة» نشر السيّد عزّت العطار الحسيني(القاهرة .)١4*2‏ المجلد الأوّلء ص. 6١7+17-7؛‏ انظر أخيراً: ابن أبي أصيبعة» 
عيون الأنباء في طبقات الأطبّاء: نشر أ. مور (ع3411 .4)ء ثلاثة مجلّدات(القاهرة/ كونيغسبرغ:18814-148457). المجلد الثاني» ص. ١‏ 4: 5-5؛ 
وكذلك نشرة رضالإبيروت :)١556‏ ص. 44817-: 86-77 7, 

' هذا يعني أنه تبقى من شهر رجب سنة 455 للهجرة اثنتا عشرة ليلة كاملة» فيكون هذا التاريخ موافقأء وفقاً لطريقة الحساب؛ ل 77 أو 8؟ أيّار 
سنة 75١٠؛‏ فيتوجّب أن نختار تاريخ ؟؟ أيّار ٠١76‏ لأنّه يوم الثلاثاء. 

" انظر الحاشية رقم .١‏ 

' هذا ما نقرأه في "طبقات الأمم" لصاعد الأندلسي» نشر بوعلوان» ص. .17٠١‏ 
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هو الوحيد من بين الكتب التي ذكرها كُنّاب السّيّر القدامى والمؤرّخونء أو بشكل أبسطء من 
بين الكتب التي نعرفها والتي نتوقع أن تحتوي على دراسة حول الأسطوانة وقطوعها. إلا إذا 
كان ابن المح قد كتب كتاباً آخر في الهندسة في نفس مجال هذا الكتاب» فإنّ من الأرجح أن 
يكون النصٌ العِبْريٌ قد اقئبس من هذا "الكتاب الكبير". إِنّ لدينا حجّة إضافية» مأخوذة من 
هذه الترجمة العِبّْرِيّة» لدعم هذا التخمين. 


وذلك أن هذه الئسخة العبْرية تثظهر لنا ابن السّمْح يُعالِججٍ مواضيع لا تلبث؛ بعد الإعلان 
عنهاء أن تختفي. يبدأ النصُ بتعريف الكرة» كما أورده أقليدس في كتاب "الأصول"؛ فيتوقع 
المرء أن يجد دراسة للكرة؛ ويرجع ابن السّمح, بالفعل» فيما بعد (في الفقرة التاسعة)» إلى 
هذا الموضوع ليَعِدَ بمعالجة "السطوح الكرويّة" و"أحجام هذه الأكر". ولكنًا نبحث بدون 
جدوى عن أثر لهذه المسائل في النصّ العبريّ الذي وصل إلينا. والمثل الآخر الذي نورده 
حول هذه السهوات يخصٌُ المخروط. يبدأ ابن السّمح بتقديم تعريف المخروط وفقأ لأقليدس» 
ثمّ يعود بعد ذلك (في الفقرة الرابعة) لَيُقَدّم "التعاريف الأولى" للمخروط القائم وللمخروط 
المائل وفقأ لكتاب "المخروطات" لأبلونيوس. وهذه هيء من ناحية أخرىء الإشارة الوحيدة 
لأبلونيوس في هذا النص. ولكنٌ كلّ هذه التعاريف لا تتوافق مع شيء في النص الذي نقله 
إلينا التقليد العبري. تنشكّل هذه "النواقص" إشارات إلى المواضيع التي عولِحّت في "الكتاب 
الكبير في الهندسة", إلى جانب دراسة الأسطوانة. وهكذا يكون قد وُجد في هذا الكتاب فصلٌ 
حول الدائرة» وفصل آخر حول الكرة» وآخر حول المخروط؛ وهذه الفصول شبيهة بالفصل 
الذي كرّسه ابن السّمح لدراسة الأسطوانة. يُلقي الضوءً هذا التخمينُ» لو كان صحيحأء على 
سمة لكتاب ابن السّمح هذا: وهي ميله إلى تحرير الأعمال الريّاضيّة التي هي تجميع لنتائج 
معلومة؛ دون أن يتنافى ذلك مع البحث الأصيل. نجد هذا المظهر لأعمال ابن الممح عند 
ريّاضيّين آخرين في إسبانيا الإسلاميّة» مثل ابن هود (المتوفّى سنة :»)٠١45/41/5‏ في 
سرقوسة. ويسمح هذا التخمين أيضأء لو كان صحيحاء بالتحقّق من وجود مُدَوّنة قد يكون 
استتخرج منها النصٌ الذي تثرجم إلى العِبْرِيّة؛ وهذه المُدوّنة ليست في هذه الحالة سوى هذا 
"الكتاب الكبير في الهندسة". 


من 


يُعالجٍ النصٌ المتترجّم مسألة الأسطوانة والقطوع الناقصة؛ أيّ نفس الموضوع الذي كان 
قد دُرس من قبَل أحد الإخوان بني موسى الثلاثة» وهو الحسنء ثمٌّ من قبّل ثابت بن قرّة في 
الكتاب الذي نتحققه هنا "في قطوع الأسطوانة"...ولنذكّر بأنّ ابن قرة قد استند إلى كتاب 
الحسن. والسؤال الذي يطرح نفسه.؛ إذأء هو الآتي: هل ينتمي ابن السسّمْح إلى هذا التقليد؟ وفي 
أيّ مكان يُمكننا أن نضعه؟ 


وإذا تفخّصنا كتابه وقابلناه بكتاب ابن قرّة (إذ إِنْ كتاب الحسن بن موسى ما زال مفقوداً)؛ 
نميل إلى الاستنتاج أنّ ابن السمئح لم يكن مطلعاً على كتاب بن قرّة وأنّ النقاط المشتركة 
بينهما إذا كانت موجودة فإنّها صادرة عن كتاب الحسن. وذلك أنّ كلّ الدلائل تثشيرء كما 
سنبيّن» إلى أنّ ابن السّمح استند إلى هذا الكتاب الأخير» وبقي منه قريباً إلى حدّ يفوق ما فعله 


ثابت بن قَزَّة نفسه., 


لنذكرء في أوَّل الأمرء بما يُفرّق بين ابن السّمئح وابن قرّة: لا يتطابق مشروعاهما كما 
تختلف مصطلحاتهما العلمية وطرائقهما. ينطلق ابن السمئح من التعريف الذي يستند إلى 
البؤرتين ليُثبت أنّ الشكل الذي نحصل عليه بواسطة هذا التعريفء له نفس خواص القطع 
الناقص الذي نحصل عليه بالقطع المستوي للأسطوانة. أمَا ثابت بن قرّة فإنّه يُعذْ نظريّة 
الأسطوانة وقطوعها المستوية مستوحياً من طريقة أبلونيوس في حالة المخروط والقطوع 
المخروطية. تتضمّن مصطلحات ابن السمْح عبارات غير موجودة ضمن مصطلحات ثابت 
بن قرّةء» مثل عبارة "الشكل الدائري المستطيل" للدلالة على التعريف الذي يستند إلى 
البؤرتين؛ وكذلك تتضمّن مصطلحات ثابت بن قرّة عبارات غير موجودة ضمن مصطلحات 
ابن السّمئح. وذلك أن مصطلحات ثابت بن قرّة هي مصطلحات كتاب "المخروطات" 
لأبلونيوسء؛ وهذا ما هو إجمالاً غير صحيح عند ابن السّمئح في هذا الفصل. يترافق هذا 
التقارب في المصطلحات مع كتاب "المخروطات" بتقارب في المفاهيم. وإذا اكتفينا بمثال 
وحيدء ننذكر بأنّ ثابت بن قرّة درس حالة القطع المستوي لأسطوانة مائلة ذات قاعدة دائريّة 
بواسطة مُسْتو مُخالف في الوضع بالنسبة إلى مستوي القاعدة» مثلما فعل أبلونيوس 
بخصوص المخروط؛ وذلك أن هذه الفكرة والعبارة التي تتعبّر عنها غائبتان في كتاب ابن 


يفن 


السُمُح. وتتخبرنا هذه الاختلافات بمزيد من المعلومات؛ فهي تميّز نص ثابت بن قرّة عن 
نص زميله الأكبر وأستاذه الحسن بن موسىء وفقأ للوصف الذي قدّمه أخوا الحسن والذي 
أوردناه أعلاه”. يبدو كلّ شيء واضحاً : لقد استند ابن الستّمئْح» كما فعل ثابت بن قرّة قبلهء 
إلى كتاب الحسن بن موسىء مع فارق واحد ولكتّه أساسيّ : فبينما عدّل ثابت بن قرّة 
مشروعه على ضوء كتاب أبلونيوس "المخروطات"» تابع ابن السّمّح تنفيذ مشروعه في 
نفس الميدان. ولنلأكر بأنّ الحسن بن موسىء وفقاً لشهادة أخويه نفسيهماء قد قام بالبحث حول 
الأسطوانة وقطوعها "تحضيراً لعلم المخروطات" . 


لقد أراد ثابت بن قرّة» كما بيّناء أن يْطوّرء بالمقابل» نظريّة مستقلّة للأسطوانة وقطوعهاء 
على مثال نظريّة المخروط وقطوعه لأبلونيوس. أمَا ابن السُمُح» فقد تابع البحث؛ في هذا 
الفصل الذي وصل إليناء في الأسطوانة ليدرس القطوع الناقصة. وهكذا يكون هذا الأندلسي 
الذي كان ما يزال على قيد الحياة في العقود الأولى من القرن الحادي عشرء وهو الأكثر بعداً 
والأكثر تأخثرأء أكثر قربأ إلى الحسن بن موسىء بالنسبة إلى ثابت بن قرّة الذي كان معاوناً 


ومواطناً للحسن بن موسى. ولكن يبقى» بين مؤلّف ثابت بن قرّة وفصل ابن السشمح مسار 
ضيّقٌ قد لنا بالتعرّف عن بُعد على بعض المواضيع المدروسة في مؤلّف الحسن ابن 


موسى هذاء الرئيسيّ والمفقود للأسفء كما قد يخبرنا عن كيفية اطلاع ابن السسّمئح على هذا 
المؤلف. 


5-١-5‏ سيريئوس أنطينوي, الحسن بن موسى., ثابت بن قرّة وابن السمفح 


نجدُء من بين التعاريف التي يُعطيها ابن السّمْح في بداية نصّهء تعريف الأسطوانة المائلة 
ذات القاعدة الدائريّة. وهذا التعريفء كما يُمكن أن نتحقّق من ذلك؛ مشابه لتعريف ثابت بن 
قرّة. ولكنّ هذا التعريف موجودٌ أيضا في كتاب سيرينوس أنطينوي "في قطع الأسطوانة" . 


انظر الفصل الأؤل ص. .5١-7٠‏ 
' انظر : بنو موسى: مقدّمات كتاب المخروطات. الفصل الأول ص. ."١”٠‏ 
: انظر : (1896 ,عأ2مأعا)ممعطاعلك عا .ل أكة كلطأوغع2مع28م]| عماغداغه الألع .قانءدنام0 أكمع 0و صطأغمم أمعءع5؛ انظر أيضاً 
الترجمة الفرنسية ل فير إيك(باريسء؛ :)١155‏ 
ماععع ععلا .م عرق بال مولؤععد قا عل عرياز| عا أع عرلمزابق بل مولاعع5 دا عل عربانا عا : 18408 للق :0 ؤ5لالاعمع5 - 
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ما هي العلاقات بين هذه المؤلّفات الثلاثة؟ وما هو الدور المُحتمّل الذي لعبه الحسن بن 
موسى في المقابلة بين بعضها البعض؟ يمكن أن نتعطي بعض عناصر الإجابة عن هذه 
الأسئلة؛ نجد من بين هذه العناصر ما هو مؤكّد تمامأء بينما نجد البعض الآخر غير مؤكّد. 
وهكذا نعلم أنّ ابن السّمئْح لم يكن مُطئلعأء دون شكء على كتاب سيرينوسء كما أنّ ثابت بن 
قرّة كان بشكل مؤكّد جيّد الاطتلاع عليه. أمّا بخصوص الحسن بن موسىء فإنّه لا يُمكننا 
بسبب فقدان نصّه إلا أن نتخمّن أنه كان مُطبلِعاً بشكل مباشر أو غير مباشر على كتاب 
سيرينوسء ولكنّه لم يستخدمه بشكل مُعمّق. لم تنطرّح هذه الأسئلة أبداً قبل الآن؛ وهي 
تستأهل أن نجازف ببعض الاستطرادات. 


يبدأ كتاب سيرينوس» "في قطع الأسطوانة"2, بالتعاريف الخاصة بالسطوح الأسطوانيّة 
وبالأسطوانة ذات القاعدة الدائريّة. توجد التعاريف الثلاثة الأولى* ثانية في مقدّمة ثابت بن 


قرّةء مع بعض الاختلافات. يُعرّف سيرينوس الخطّ المونّد بأنّه الخطٌ "الذيء لكونه مستقيماً 


وعلى سطح الأسطوانة» يمسٌ كلا من القاعدتين"؛ ويُضيفء إلى ذلكء أنّ الخط المولّد هو 
أيضاً الخط المتحرّك؛ أو وفقاً لعباراته» "هو أيضاً الخط الذي يجري فيرسمء كما قلناء السطحّ 
الأسطواني"". وهذه الجملة الأخيرة هي التي يستخدمها ثابت بن قرّة كتعريف؛ ولكنه يُبيرهن 
بعد ذلك أنّ الخط المولد مواز للمحور وأنّ الخطوط الوحيدة الموجودة على السطح 
الأسطواني هي الخطوط المولدة. ويطرح سيرينوسء في القضيّة السابعة»ء المسألة التالية: 
أخرج الخط المولّد الذي يمر بنقطة معلومة؛ ثم يُبيّنء في القضيّة الثامنة» أنّ الخطّ الذي يصل 
بين نقطتين من الأسطوانة غير موجودتين على نفس الخطّ المولد يقع داخل الأسطوانة» فلا 
يكون على سطحها. تتشابه هاتان القضيتان على التوالي مع القضيّتين الأولَيَيْن لثابت بن قرّة. 


ت ها هو فيما يلي تعريف الأسطوانة الذي نجده في ترجمة فير إيك» ص. ؟-": "إذا بقيت دائرتان متساويتان متوازيتين وثابتتين» وإذا كان 
ان لهاتين الدائرتين متوازيين على أن يدور كلّ واحد منهما في مستوي كل من الدائرتين حول المركز الذي يبقى ثابتأء في حين يدور معهما 
الخط الذي يصل بين طرفي القطرين الموجودين من نفس الجهةء إلى أن يرجع إلى نفس الوضع؛ فإِنٌ السطح الذي يرسمه هذا الخطّ في دورته 
يُسمّى السطح الأسطواتي...". 
* انظر المرجع السابق. 
' انظر المرجع السابق» ص. ”. 
أ 


يقدّم سيرينوسء» أيضأء أربعة تعاريفء وفقاأ لأبلونيوس» للأقطار والأقطار المرافقة 
والمركز والقطوع الناقصة المتشاد 2 وهذه التعاريف غير موجودة في مقدّمة ثابت. 


يدرس سيرينوسء في القضيّتين الثانية والثالثة» القطوع المستوية للأسطوانة القائمة والمائلة؛ 
باستخدام مستو مار بالمحور أو مواز له؛ فتكون هذه القطوع متوازيات للأضلاع. يوضّح ثايت 
بن قرّةء في نهاية القضيّة الرابعة» أن الأسطوانة» إذا كانت قائمة» يكون القطع مستطيلا؛ ثم 
يُثبت» في القضيّتين الخامسة والسادسة» شرطأ لازم وكافياً لكي يُصبح متوازي الأضلاع 
مستطيلاء في حالة الأسطوانة المائلة. ولا نجد عند سيرينوس أية فكرة خاصة بالمستطيل. 

يُعرّف ثابت بن قرّةء كما رأينا الإسقاط الأسطواني (الانسحاب) لشكل في مستو م على 
مستو '2 مواز للمستوي «ء ثمٌّ يستخرج من ذلكء في القضيّة الثامنة» القطعٌ المستويَ 
الحاصلَ في مستو مواز لقاعدة الأسطوانة» وهو القطع المستويّ الذي يدرسه سيرينوس» في 
القضيّة ©, مستخدماً قضيّته الثانية ومقدّمة مبرهنة في القضيّة الرابعة يُثبت فيها "معادلة 
الدائرة". 

لقد درس سيرينوس القطعٌ المخالف في الوضع لمستوي القاعدة؛ في القضيّة السادسة؛. كما 
درسه ثابت بن قرّةء بنفس الطريقة» في القضية التاسعة. وهما يقومان بذلك بواسطة "معادلة 
الدائرة". 


يدرس ثابت القطع بواسطة مستو يقطع المحورّ دون أن يكون موازياً لمستوي القاعدة 
ودون أن يكون مخالفا في الوضع بالنسبة إلى مستوى القاعدة؛ وهو يُطِبّق الإسقاط 
الأسطوانيّ ليبيّن في القضيّة العاشرة أنّ هذا القطع دائرة أو قطمٌّ ناقصء كما يُبِيّن في القضيّة 
الحادية عشرة أن هذا القطع قطع ناقص بالضرورة. يقوم سيرينوس بنفس الدراسة في 
القضايا ذات الأرقام 4 إلى 7١؛‏ وهو يبيّن في البداية أن هذا القطع ليس دائرة ولا مُرَكْباً من 
خطوط؛ ثثمّ يُظهر القطرّ الرئيسيّ 4 (الذي يُصبح المحور الأعظم في حالتين) والقطر الثاني 
' ل الذي هو القطر المرافق للقطر 4مء كما يُيّن خواصّ نقاط القطع الناقص بالنسبة إلى 4ك 
وبالنسبة إلى ' ل» إلى أن يصلء في القضيّتين ١7‏ و »١8‏ إلى القضيّة ١5‏ لأبلونيوسء بعد 
أن يُعرّف الضلع القائم المُرفق بالقطر المُجانِب. فيكون القطع قطعاأ ناقصاً. 


1 


ونلاحظ هنا بداية الاختلاف بين المسارين بسبب تطبيق ثابت بن قرّة الواضح للإسقاطات 
الهندسيّة. إذ إِنْنا نصل هنا إلى النقطة التي ينفصل فيها ثابت بن قرّة عن سيرينوس؟؛ وذلك أن 
هذا الأخير بعيدٌ جدّاً عن هذه الهندسة حيث تشكّل الإسقاطات والتحويلات أدوات مُهمّة فيها. 
حتّى ولو أثنا يُمكن أن نستشِفٌ بين السطورء في قضيّته الأولى» فكرة الانسحاب. وهكذا 
أصبح الافتراقء بدءاً من هذه النقطة» انقطاعأء إذ لم يَعْد ثابت وسيرينوس يُعالجان نفس 
المسائل. 

ما ابن الستمْحء فإِنّه يضع نفسهء انطلاقاً من القضيّة السابعة» في حالة الأسطوانة القائمة 
ذات القاعدة الدائريّة» حيث يُصبح القطرٌ الرئيسيٌ 4 المحورّ الأعظة» ويُصبح القطر الثاني 
المحور الأصغر /'. ويستخدم ابن السسّمْحء, انطلاقاً من القضيّة السابعة» المحورين في كلّ 
القضايا. يُمكن. بشكل واضحء أن نضع قطعاً ناقصاً ذا محورين 28 وَ 26 (مع 5 < ج) على 
أسطوانة قائمة ذات نصف القطر (» وهذا ما يستخدمه ابن الستمئح في القضايا /ا و ٠١‏ و 
4. أمَّا سيرينوس فهو يُبِيّن في القضيّتين 717 و 78 أنه يوجّد على أسطوانة قائمة ذات 
نصف القطر (» فصيلتان من القطوع الناقصة لها المحور الأعظم 28 (مع 5 < 2). 


تسمح هذه التشابهات بأن نبيّن أنْ ثابت بن قرّة كان يستخدم كتاب سيرينوس في هذه 
الدراسة. وكان لمعرفته بكتاب "المخروطات" مفعولٌ مُزْدَوجٌٌ متناقضء إذا صم التعبير؛ فقد 
استفادء بفضل هذه المعرفة» من كتاب سيرينوسء ولكنه جعل الإسهامَ النظريّ والتقنيّ لهذا 
الكتاب غير أساسيّ؛ وذلك أنّ ثابت بن قرّة كان على اطلاع مباشر على التعاريف وعلى 
النتائج» الخاصّة بالمخروطات. التي اقتبسها سيرينوس عن أبلونيوس؛ وكان يتبعء كما رأيناء 
الطريقَ التي رسمها الحسن بن موسى. أمّا العلاقات بين ابن السُمئح وسيرينوس فهي ضعيفة 
جدّأء إذ إنها تقتصر على تعريف الأسطوانة وعلى نتيجة يتم الحصول عليها بطريقتين 
مختلفتين. ولعلٌ هذه النتيجة مقتبسة» على أرجح الاحتمالات» من الحسن بن موسى. أمَا هذا 
الأخير» إذا أمكن أن يكون مُطلِعاً على كتاب سيرينوسء فإنّه لم يستفد منه إلا قليلاء إذا 
استندنا إلى العناصر المشتركة بين ابن الستمئح وثابت بن قرة. 


ضيقن 


ولنقارن باختصارء لكي نفهمَ الدورّ الذي لعبه كتابُ الحسن بن موسىء مقطع ابن الممْح 
مع مؤلّف ثابت بن قرّة على ضوء الفرضيّة التالية: يُمكن أن نعتيرَ العناصر المُشترّكة: 
للطريقة المُتّبعة من قبل هذين المؤلفيّن الأخيرين؛ إرثأ مشتركاأً تمّ الحصول عليه من كتاب 
الحسن بن موسى. لنتفخُص في البداية ما يُفرّق بينهما حول القطع الناقص أي حول 
موضوع ابن السسمّح. 

يفترض ابن الستمْح أنْ النتائج الخاصّة بالقطع الناقص الذي يُحصّل عليه بقطع مستو 
للأسطوانة القائمة» معلومة؛ وهذا القطع الناقص يُحدّد بمحوريه» على أن يكون المحورٌ 
الأصغر مساويأ لقطر الأسطوانة (انظر لاحقاً الخاصّة أ). يدرس ثابت بن قرّةء بعكس ذلك» 
القطوع المستوية للأسطوانة المائلة في القضايا ذات الأرقام ” إلى ١١‏ ضمن مولّفه. ويدرس 
في القضيّتين ٠١‏ و ١١‏ القطع الناقصء مستخدماً الإسقاط الأسطوانيّ والقضيّة "١‏ من 
المقالة الأولى من كتاب "المخروطات". 

أمَا العناصر المشتركة بين هذين الريّاضيّين فهي التالية: 

١‏ التألفان العموديّان 

يُعالِجٍ ثابت بن قرّة أوّلاً التآلف الخاصّ بالمحور الأعظمء مُستخدماً القضية 7١‏ من المقالة 
الأولى من كتاب "المخروطات"؛ ويُشير إلى أن الطريقة هي نفسها لمعالجة التآلف الخاصّ 
بالمحور الأصغر. ويدرس ابن السّمُحء في القضيّة /اء التآلف الخاص بالمحور الأصغرء مع 
استخدام الخاصّة ١‏ والمثلثات المتشابهة» ثمَّ يصف في القضيّة 8 التآلف الخاصّ بالمحور 
الأعظم. 

؟- مساحة القطع الناقص 

يُثبت ثابت بن قرّة النتيجة في القضيّة ١5‏ بطريقة الخُلفء مستخدماً القضيّة الثانية من 
المقالة الثانية عشرة من كتاب "الأصول" والتألف العموديّ الخاصّ بالمحور الأعظم. يقوم 
ابن السُمئح في دراسته على عدّة مراحل (انظر القضايا ذات الأرقام من ؟١‏ إلى .)١7‏ 
والمرحلة الأكثر أهمّيّة هي التي يُبيّن فيها أن نسبة مساحة القطع الناقص إلى مساحة الدائرة 


ضرت 


ذات القطر 20 تساوي 2» بواسطة استدلال بالخلف مع استخدام القضيّة الثانية من المقالة 
0 


الثانية عشرة من كتاب "الأصول" والتآلف العموديّ الخاصّ بالمحور الأصغر. وكان الحسن 
بن موسى قد قام بتحديد هذه المساحة» وفقاً لأقوال ثابت بن قرّة نفسه (انظر مقدّمة مؤلفه). 

وهكذا يَتُضبح تخميننا : لقد اقتبس ثابت بن قرّةء كما فعل ابن السّمْح أيضأء من الحسن بن 
موسى مفاهيم التآلف العموديّ مُرَكُبة مع تطبيق القضيّة الثانية من المقالة الثانية عشرة من 
كتاب "الأصول" وطريقة الاستدلال بالخثلف. لقد تأثترت صياغة ثابت بن قرّة باستخدام 
القضية ١١‏ من المقالة الأولى من كتاب "المخروطات"» بينما بقييتت صياغة ابن السّمئح أقرب 
إلى صياغة الحسن بن موسى. 

تجد هذه القرابة» بين مؤلّف ثابت بن قرّة ومؤلّف ابن السّمح, إثباتاً آخر.نحن نعرف من 
أخوي الحسن بن موسى أنه اهتمٌ بأقطار وأوتار وأسهم قطوع الأسطوانة: "فلقد بين معرفته 
(بالقطع الناقص) وبكلّ الخواص الموجودة فيه استناداً إلى الأقطار والأسهم والأوتار كما 
أعلن معرفته بمساحته "''. ولكنٌ ابن السّمْح يُكرّسء بالتحديد» القضايا ذات الأرقام 214 ٠١‏ 
و "١‏ للأسهم وللأوتار. 
-"-١-5‏ بئنية دراسة ابن المتمح 

نصل أخيراً إلى دراسة مقطع ابن السسّمئح» كما وصل إلينا في ترجمته العبريّة. يُظهر الخطّ 
البياني للاستنتاجات تماسّك هيكل القضايا ولا يثير أيّ شك في نسبة غالبيّتها العظمى إلى 


المؤلّف. أمّا الصعوبات الوحيدة فنجدها في بداية النصّء وخاصّة في نهايته. وذلك أنّنا نلاحظ 
أنّ القضيّتين الثانية والثالثة الخاصّتين بالدائرة» ليس لهما أي استخدام فعليّ في بنية المقطع» 
ولو أنهما مُستنتتجتان بشكل طبيعيّ من القضيّة الأولى. ولكثّناء بالرغم من ذلك؛ لا نظنٌ 
أنهما قد أضيفتا إلى نصّ ابن السّمح. ولكنٌ من الأرجحء مقابل ذلك» أن تكون هناك عدّة 
قضايا في مكان القضيّتين ٠١‏ و :1١‏ ريّما فقدت أقسامٌ من النصّء ولخُصت البقية بلا نظامء 
مما أذّى إلى هاتين القضيّتين. ونحن لا نعلم شيئأ عمّا إذا كان هذا الفئقدان قد أصاب النصّ 


'' انظر الحاشية 5. 
الفا 


العربي أو أنه ناتج من تصرّق المترجم نفسه: أو أنه ناتج أيضاً من تصرّف نمتاخ النصن 
العبريٌ. ولكنّه من الواضح أنّْ النمنٌ قد أصيب بتغيبر من قَبْل أحد المعلّقبن الذي أضاف إليه 
المقدمة الرايعة التي هي دون شك دخيلة على النسن. 


7-١‏ الشرح الريّاضي 
١-1-5‏ التعاريف والنتائج المسّم بها 

يثماتل القسم الأوّل من نص ابن الملمح كأنئه مقئمة للمؤلف: حيث تتقثم التعاريف ويتمٌ 
التذكيّر بالتئائج بدون برهان. ونحن لا نعلم إذا كان قد أثبت بنفسه هذه النتائج في قسم سابقٌ 
من مِؤلّفه الذي كان أكثر تكاملاً من النصّ الذي وصل إلينا بالعبريّة أو إذا كانت هذه النئائج 
معتبرة كجزء من المعارف الريّاضيّة المشتركة بين الرياضيين في ذلك العصر. لقد قسمثا 
هذه المقدّمة إلى فقرات وفقأ لما يتطلبه الشرح. لنتناول هذه الفقرات الواحدة تلو الأخرى 
حسب تدرّج العرض. 
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يبدأ ابن السُمح في الفقرة الأولى بتعريف الكرة - مج مجِسّمٌ دورانيّ مُوَلّد من دوران نصف 


دائرة حول قطرها - وعناصرها : السطح » القطرء المركزء القطبين والدائرة العظمى. 
ويُخبرنا لاحقا (في الفقرة التاسعة) أنّه سيعالج المسائل الخاصّة بالكرة: القطوع المستوية» 
المساحة والحجم. ولكنء لا يوجّد في النصْ أي قسم مكرّس للكرة. وهكذا يدل هذا الغياب 
وحده لدراسة الكرةء على أن النصّ الذي وصل إلينا غير كامل. 


يُعرّف ابن السَّمْح؛ بعد ذلك, الأسطوانة الدورانيّة ‏ مجسّم مُوَلد من دوران مستطيل حول 
أحد "أضلاعه" - وعناصرها : السطحَ الجانبي وقاعدتيها. وهذا التعريف هو تعريف أقليدس 
التعريف ١5‏ من المقالة الحادية عشرة من كتاب الأصول - ويختلف عن تعريف 
سيرينوس [ص. ]7”-١‏ وعن تعريف ثابت بن قرّة الذي , يعتبر الأسطوانة الدورانيّة كحالة 
خاصّة من الأسطوانة المائلة ذات القاعدتين الدائريّتيْن. ويبقى أنّ ابن السّمئح يُشير في نهاية 
هذه الفقرة نفسها إلى الأسطوانة المائلة. ولنلاحظ أنه لا يُمكن الحصول على الأسطوانة 
المائلة بواسطة الدوران» وهذا ما يُفسّر لماذا تبنّى ابن السّمح لاحقأ تعريفاً أعمّ للأسطوانة. 


ينتقل أبن السْمُح إلى تعريف المخروط الدوراني. استئنتج هذا التعريف من تعريف 
الأسطوانة؛ إذ إن السطح الجانبي للمخروط مُوَلَّد بقطر الأسطوانة: والمجمّم المخروطيّ مُوَلْد 


بالمثدّث الذي يدور حول الضلع الثابت. يرجع هذا التعريف إلى تعريف أقليدس. 


إِنْ تعريف الأسطوانة» الذي قدُّمه ابن السّمْح في هذه الفقرة» هوء بعبارة أخرىء نفس 
تعريف أقليدس. يُقدْم هذا الأخير تعريف المخروط الدورانيّ قبل تعريف الأسطوانة 
الدورانيّة» بخلاف ما فعله ابن السّمئح هنا. ولم يُشِر أقليدس» من جهة أخرىء إلا إلى 
الأسطوانة وإلى المخروط الدوراني» بينما وسّع ابن السّمح تعاريفه ابتداءًٌ من الفقرة الثانية. 

يُعطي ابن السّمْحء بالفعل؛ في الفقرة الثانية» تعريفاً أعمٌّ للأسطوانة» استناداً إلى منحنيين 
مستديريّن بحيث يكون لكلّ منهما مركز ويكونان في مستوتّين متوازيين. يجب» بوضوح.ء أن 
نفترض أن كلّ منحن يُستخرّج من الآخر بواسطة انسحاب. يُوَلّد السطح الجانبيٌ للأسطوانة 
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بواسطة خط متحرّك يستند إلى المنحنيين ويبقى موازياً للخطّ الذي يصل بين المركزين. 
ويُمكن أن تكون هذه الأسطوانة قائمة أو مائلة. ولنلاحظ أنّهء إذا كان المنحنيان المعنيّان 
بالأمر دائرتين» فإِن هذا التعريف يتطابق مع تعريف ثابت بن قرّة الوارد في كتابه "في 
قطوع الأسطوانة وبسيطها"» كما يتطابق أيضأ مع تعريف سيرينوس. وهذه الحالة الخاصة 
هيء بالتحديدء تلك التي ستهمٌ ابن السمّح في النهاية. 

يفترض ابن السّمْحء بالفعل» ضمنيّاً في الفقرة الثالثة» بأنّ المنحنيئن دائرتان أو قطعان 
ناقصان. ثمٌّ يتناول المجسّم الحاصل بقطع الأسطوانة وفقاً لمستويين متوازيين» ولكن دون أن 
يُحدّد شكل قاعدة الأسطوانة. ولكنء يبدو أنّ هذه القاعدة دائرية» كما توحي بذلك الجملة 
الأخيرة في هذه الفقرة نفسها. أمَا إذا كانت الأسطوانة قائمة وذات قاعدة دائريّة» فإِنٌ القطع 
بمستويين متوازيين» يعطي قطعين ناقصين؛ ويفترض ابن السّممح أن هذين القطعين 
متساويين (انظر الملاحظة التالية)؛ وهما تحدّدان أسطوانة قائمة قاعدتاها قطعان ناقصان. 


الملاحظة -١‏ النتائج المعلنة صحيحة ولكنّها غير مُعلّلدَء هناء في النصّ الذي وصل إلينا. 
ولنلاحظ أنّ ثابت بن قرّة قد برهن بشكل عامّء في القضيّة الثامنة من مؤلّفه "في قطوع 
الأسطوانة وبسيطها" أن قبِطنعَ أسطوانة قائمة أو مائلة» ذات قاعدتين دائريّتين» بمستويين 
متوازيين قاطعين للمحور: يعطي شكلين متساويين. ولقد برهنء في القضايا ذات الأرقام من 
6 إلى ١١ء‏ أنّ هذين القطعين دائرتان أو قطعان ناقصان؟ وذلك باستخدام الخاصة المميّزة 
للدائرة والخاصة المميّزة للقطع الناقص اللتين وردتا في القضيّة 7١‏ من المقالة الأولى من 
كتاب "المخروطات". ويدرس ثابت بن قرّة» في القضيّة التاسعة الدوائرٌ المخالفة في الوضع 
التي لم يُشِر إليها ابن الستمح. 

الملاحظة -2١‏ الجملة الأخيرة من هذه الفقرة لابن المح هي التالية: "إذا انطلقنا من كلّ واحد 
من هذين النوعين اللذين لهما قاعدتان على شكل قطع ناقصء يُمكن أن نونَّدَ النوعين اللذين 
لهما قاعدتان على شكل دائرة؛ إذا قمنا بالعملية بشكل معكوس". تفرض هذه الجملة أنٌّ 
دراسة القطوع المستوية» للأسطوانات التي لها قواعد على شكل قطوع ناقصة:؛ معلومة ؛ 


كما تفرض أنْنا نعرف كيف نجد من بين هذه القطوع المستوية تلك التي لها قواعد دائريّة. 
رمف 


يُبِيْن ابن أبي جرادة: وهو الذي شرح نصن ثابت بن قرّة خلال القرن الثالث عشر 
الميلادي» بخصوص القضيّة العاشرة لثابت بن قرّة (انظر التعليقات الإضافيّة) أنه يمكن 
إبدال القاعدة الدائرية بقاعدة على شكل قطع ناقص. 

يتناول ابن السّمئح ثانية» في الفقرة الرابعة» تعريف المخروط الذي نجده في كتاب 
"المخروطات" لأيلونيوس. لم يُستخدّم هذا التعريفء هناء مثلما جرى في حالة الكرة؛ في أي 
قسم من أقسام هذا المؤنّف» كما لم يتمّ عرض دراسة المخروط فيه؛ هذه هيء إذأء إشارة إلى 


نقص آخر في هذا المؤلف؛ ولكنٌ من الصعب علينا أن نقدر مداه. 


يُقدّم ابن السّمّحء في الفقرة الخامسة»: تصنيفاً لأنواع الأسطوانات التي قد أشار إليها والتي 
يُمكن أن نلختصها في المخطئط التالي: 


الأسطوانة الفائمة 1 

اما قاصة على شكل فطم ناقص 
قاحدة ذائرية 

الأصطّواتة الملالة نر 


قاصة على شكل فظم ناقص 


يلاحظ ابن السْمّح أن الأسطوانة ذات القاعدة الدائريّة كانت معروفة لدى الأقدمين. توحي 
هذه الملاحظة إلى أنّه لم يكن مطلِعا» من بين الكتابات التي يوجّد فيها تعريف الأسطوانة: 
سوى على كتاب "الأصول" لأقليدس؛ وهذا ما قد يجعلنا نفترض أنه لم يكن مطئلعاً على 
كتاب سيرينوس. 

أمَا المخروطه فإِنٌ ابن السسّمْح يتناول تعريفه العام مستنداً إلى دائرة وإلى نقطة خارج 
مستوي الدائرة؛ ثم يُمِيّزْ بين المخروط القائم والمخروط الماتل. وهذه هي "التعاريف الأولي" 
٠ء‏ ؟ء  "‏ لأبلونيوس. لنؤكّد أيضاً أنه باستثناء هاتين الإشارتين إلى المخروط في 
المقدّمة» لم يجر الكلام على المخروط في ما بقي لدينا من هذا المؤلف. نلاحظ حتّى الآن: 


نشث 


أنّ ابن السّمئح» قد اطلع كما يبدو على كتاب أبلونيوسء ولكتّه لم يستخدمه» بخلاف ما فعله 


ثابت بن قرة. 
7-7-5 الأسطوانة 


يدرس ابن السمئحء بعد ذلك؛ الأسطوانة بطريقة أكثر عموميّة. فهو ينطلق من مفهوم 
المنحني المُغلّقء فيّذكّر بأنّ عدد المنحنيات المغلقة غير محدودء وأنّ من غير الممكن وضع 
جدول لها (الفقرة "). يُمكن أن نحصل على أسطوانة بعد أن نتحدّد منحنيين "في وضعين 
متشابهين" (الفقرة 7). 


لتكن معنا قطعتان من مستويين متساويتان» ولهما نفس الشكل روط وّ رم ولتكونا محدّدتين 
بمنحنيين مُغلقين ,) وَ ر©؟ ولنأخذ 34د 2 و ,22 د 2. نأخذ الخطوط التي تصل بين ,1/4 
(,/2 على التوالي) وكلّ نقاط ,0 (ر0 على التوالي). إذا كان كلّ خط خارج من ,ا مساوياً 
لخطٌٌ خارج من ,/ا؛ وإذا كانت الزاوية المحصورة بين خطّين خارجين من ,14 مساوية 
للزاوية المحصورة بين خطّين متساويين خارجين من ,اء نقول إِنّ المنحنيين ,© وَ ي) هما 
"في وضعين متشابهين". وهذا يعنيء وفقاً للمصطلحات الحديثة» أنّ معادلة المنحنيّ ,) إذا 
استخدمنا الإحداثيتين القطبيتين في المَعْلّم ذي الأصل ,234 مطابقة لمعادلة المنحني ,0 إذا 
استخدمنا الإحداثيّتين القطبيّتين في المَعْلّم ذي الأصل (م/3. لا يأخذ ابن السّمْح الزاوية القطبية 
بالنسبة إلى محور أوَّليّء بل يُقارن بين زاويتين مشكلتين بين شعاعين متجهيّين 

وهذا يعني؛ بعبارة أخرىء أنّ ابن السّممح حدّد بهذه الطريقة خاصيات النقاط المتماثلة في 
الانتقال من ,در إلى وط. 

فإذا كان رص وّ رطء الآن» في مستويين متوازيينء» وإذا قطعّهما مستو مار بالنقطتين ,14 وَ 
24 وفقاً لخطين متساويين» يكون المنحنيين المغلقين , و 0 "في وضعين متشابهين". 
يُستخرّج» في هذه الحالة» كل منحن من المنحنيين ,© وَ ,0» من الآخر بواسطة انسحاب. 
ويجب تقريب هذه الفكرة نفسها لمنحنيين 0 و 0 "في وضعين متشابهين" بحيث يُستخرّج 
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كل منهما من الآخر بواسطة انسحابء من فكرة ثابت بن قرّةء في القضيّة السابعة من مؤلفه 
"في قطوع الأسطوانة..." التي هي نوع من قضيّة عكسيّة. 


يقدّم ابن السُمُْحء: بواسطة هذه المفاهيم» تعريفاً عامّاً للأسطوانة ذات قاعدتين اختياريّتين 
(الفقرة الثامنة): 

ليكن معنا شكلان مسطحان مُحدّدان بمنحنيين مغلقين ,0 وَ 0 "في وضعين متشابهين"؛ 
وليكن معنا نقطتان ,34 وَ ,34 "في وضعين متشابهين" على هذين الشكلين؛ ولناخذ خطأً 
يستند إلى ,0 وَ ,© ويدور بحيث يبقى موازياً للخط ,/1/,1؛ يُولّد هذا الخط عندئذ سطحاً 
أسطوانياً. 

يكون الخط ,3/1 محور الأسطوانة؛ إذا كان ,14 وَ ,34 مركزي التناظر حسب الترتيب 
ل ,0 وَ ,©. يُسمّى الخطّ المتحرّك ضلعَ الأسطوانة. إذا كان ,14,14 عموديّاً على مستوي 
الشكلين» تكون الأسطوانة قائمة» وإلا فهي مائلة. 

ولنلاحظ دقّة تعريف الأسطوانات وعموميّة مفهوم المنحنيات المُغلّقة التي تخرج بوضوح 
عن نطاق القطوع المخروطية التي تتميّز بوجود الأقطار المترافقة. 
ملاحظة - لا يظهر هذا التعريف العامٌ» بعد ذلك في النصّ قبل القضيّة .٠١‏ يُشير ابن السمْح 
في هذه القضيّة إلى أن دراستها بالطريقة المستخدمة في القضيّة ١4‏ تتطلّب أخذ أسطوانة لها 


قاعدة على شكل قطع ناقص. ترتكز هذه الطريقة» عندئذء على أن يوضّع على الأسطوانة 
قطعٌ مستو دائري. يكتفي ابن السّمْح بالإشارة فقط إلى هذه الطريقة. 

ولكنُ مسألة هذه الأسطوانة» التي لها قاعدة على شكل قطع ناقصء وقطوعها المستوية لم 
تندرس من قبل سيرينوس ولا من قبل ثابت بن قرّة. غير أنها رست من قبل ابن جرّادة 
ضمن شرحه لمؤلّف هذا الأخير. 

يُعلِن ابن الستّمْحء في الفقرة الأخيرة من هذا الفصلء أنه سيدرس القطوع المستوية 
للأسطوانات ومساحات القطوع المستوية» والسطوح الكرويّة» وكذلك قطوع وأحجام الأكر 
(الفقرة 4). ولكنٌ هذه الدراسات غير موجودة في النصّ الذي بين يدينا. 
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7-5-" القطوع المستوية للأسطوانة 

يذكر ابن السّمْحء: بعد ذلك (في الفقرة »)٠١‏ بطبيعة القطوع المستوية للأسطوانة 
الدورانيّة» وفقأ لوضع المستوي القاطع. إذا كان هذا القطع يمرٌ بالمحور أو كان موازياً له 
يكون القطع المستوي مستطيلاً؛ ولم تلأرّس هذه الحالة في النصّ. وإذا كان المستوي القاطع 
عموديّاً على المحورء يكون القطع دائرة. وإذا لم يكن المستوي القاطعٌ موازياً للقاعدتين وإذا 
قطع المحور» فإنَّ القطع يكون قطعاً ناقصاً. 

يُبيّن ابن السّمْح أنّ القطع المستوي» المولّد من دوران قطعة من مستقيم تدور حول أحد 
طرفيها الثابت» هو دائرة "بالضرورة". وذلك أنّ كل النقاطء» المأخوذة على محيط هذا 
القطع» توجّد على نفس المسافة من النقطة الثابتة؛ فنجد بذلك تعريف الدائرة استناداً إلى 
المركز ونصف القطر. وهكذا عيّنَ ابن السّمْح نوع المنحني الحاصل هنا كقطع مستو أو 
كدائرة معرّفة كمكان للنقاط. 


ولكن» لنلاحظ أن ابن السمئح لم يُوَضّح أنْ الدائرة الناتجة من قطع مستو مساوية لدائرة 
القاعدة, ولنلاحظل من جهة أخرى. أنَ ثابت بن قرّة يُبيّن» في القضية الثامنة من مؤلّفه 
المشار إليه أعلاه أن القطعَ المستوي لأسطوانة قائمة أو مائلة وذات قاعدة دائريّة» هو دائرة 
مساوية لدائرة القاعدة؛ تستخر تكستخر ج هذه الدائرة من دائرة القاعدة يواسطة أنسحاب قام بدراسته 
ثابت بن قرّة في القضيّة /. وهذا ما يُقدُّم لنا حجّة إضافية لتبيين أنّ ابن الستّمْح لم يستند إلى 


مؤلّف ثابت بن قرّة. 


4-7-5 خواص الدائرة 


ويدرس ابن السمْح.ء بعد ذلك» بعض خواص الدائرة لكي يثد يُثبت مُقدّمتين ضروريّتين لاحقاً. 
وهكذا يُذكّر في أَوّل الأمر بالخواصن التالية» حيث نرمز ب ب0» ,© و ,0 إلى ثلاث دوائر 
ذات الأقطار ,#» ,ك وَ و4 على التوالي» وذات المحيطات رمء رووّ وم على التوالي؛ ونرمز 
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أيضاً ب رم وّ رم إلى مضلَّعينَ متساويئ الأضلاع متشابهين محاطين بالدائرتين 0 و و0 


على التوالي ويكون + و ,/ ضلعيهما. 


01 2 
م ستاك 4 |4 
سلحة(02) 2ر4 ريك 


ب مساحة(,©) _ مساحة(يم) ‏ 41 )ع 
7 + مساحة(2)) مساحة(يم) 


باستخدام القضيّتين الأولى والثانية من المقالة الثانية عشرة من كتاب "الأصول"؛ 


8 1 “1 
ج) مساحة (0) م4 


ويمكن اعتبار 4 و م ضلعين للزاوية القائمة في مثْلْتْ قائم الزاوية؛ فلذلك يتعلّق الأمر 


بالقضيّة الأولى من كتاب "مساحة الدائرة" لأرشميدس؛ 


6 4ت 
2 يش 


هذه القضيّة هي القضيّة الخامسة في مؤْلّف بني موسى (انظر كتابنا هذاء ص. 36-517). 
ه) مربي 2 للبوى 

7 2 71 
هذه هي القضيّة الثالثة من كتاب "مساحة الدائرة" لأرشميدس. 


مساحة 
) ليلكا نم 11 5.1 


42 | 14 14 
هذه هي القضيّة الثانية من كتاب "مساحة الدائرة" لأرشميدس. 
يُثبت ابن الستمُح» بعد ذلك. الخواصٌ التي» على حذ قوله. لم يشر إليها أقليدس أو 
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المقدّمة -١‏ لتكن معنا دائرتان لهما القطران 8 و 57 ونقطتان © و7 على 8ه و 252 
حصب الترتيب بحيث يكور 0 د يُحقّق عندئذ الوثران 767 وَ ور العموديّان 


حصب الثرة 8 وَ ير المعادلة للك _ 21 
ب الثرئيب على 48 و مش 2 


5 
8 
د 1 
4 5 
| 
7 
: 


يكون معنا في المثلثين 27ل وَ 572: *ون - ومين و #جيم - جيرجع : فتحصل على 


ين 9ت امت امه فى تك 64 _ 08 _ قل 1 
ةا للد لي المبتكر "- . / ضيات» فتحخحصل على 
7ع تبتر كر و 2 من الفر 7 جيرا 00 


89 في “قرا 7 قلق للنة ‏ 221 
» وبالتالي على 


77 تل 5 82 2 ' 


وهكذا تقودنا الفرضيّات إلى رسم شكلين متشابهين؛ فنحصل على النتيجة المطلوبة. 


المقئمة ؟- لتكن معنا دائرتان لهما القطران 9 وَّ 67 ونقطتان 8 وّ 2 على 8 ونقطتان 


كك _ خم - 8 معنا نصفا ١‏ 
وَ كة على 67 بحيث يكون بر -2 و شاد 0 . وليكن لوتر مر و 


77 العموديّان على 8م؛ وليكن معنا نصفا الوتر .57 و 70 العموديّان على 7ج. يكون 
المثلثان رمم و ص عندئذء متشابهين؛ وكذلك يكون المثلّثان 27277 وَ 1477ة. 


نحث 


ن الفرضهّات: لك اك كا معناء وفقا للمقدّمة ! 
تستنتج من الفرضيات: 777 - ويكون معناء و لأولى 


ويكون المثلثان 08ح و 7.341 متشابهين أيضاً. 

ولنلاحظ أن الشكلين متشابهان» وفقأ للفرضيّات كما حصل في المقدّمة الأولى؛ فيكون كل 
متلثين متملثلين 12271 و 53477 على سبيل المثال - متشابهين. 
المقثمة "- لتكن معنا دائرتان لهما القطران هل وَ 57 ونقطتان © و # تقسمان هذين 
القطرين على الثوالي على نفس النسبة, ليكن 9ر0 وَ 3/0 بحيث يكون :يه5 - تَبررّء فيكون 


هذه المقمة تعميم للمقدّمة الاولى حيث كان معنا: 867- 126 - *. 
لنفرض أنّ 0م 02 فيكون 3077م . وليكن 014 مع 034 1 .5 وليكن #راء 1 (511: 
ب لك نال 
فيكون عندئذ اتات .الكت 
8 هه * 


وذلك أنه إذا لم يكن الوضع على هذه الصورةء سيّمكن أن نجد نقطة 5 على 48م مع 


147 


وإذا أخرجنا عندئذ ير بحيث يكون 57 1 8هرء يكون المثلثان 70 و 02/14 متشابهين» 
وفقأ للقضبّة ؟ فنحصل على 78 - 27:6 ؛ ولكنّ 36# - 2776 » فيكون هذا مستحيلا. 


يكون معناء وفقاً للمقدّمة الأولى؛ 22 2 ؛ ولكنّ معنا من جهة أخرى بفضل التشابه: 


لهرز _ 116 )فز ل على النتد جة. 8م _ 126 
01 07 2 لم * 


لنلاحظ أنّ هذه المقدّمة لم استخدم لاحقاً فى النص. 
ل م لاحفا في 


5-75 القطوع الناقصة للأسطوانة القائمة 


أعلن ابن السّمّْح في الفقرات الأولى من هذا الفصل أنّه سيُثبت أن القطعَّ المستوي» 
لأسطوانة دورانيّة» الحادث بمستو غير مواز للقاعدتين - وهو القطع الناقص - يُمكن أن 
يتطابق مع "الشكل الدائريّ المستطيل" الحاصل بواسطة مثلّث ذي قاعدة ثابتة على أن 
يكون مجموع ضلعيه الآخرين معلوماً. يكون مكانٌ الرأس المتحرّك للمثلّث» في هذه الحالة: 
المنحنيَ الحاصل من تعريف القطع الناقص بواسطة البؤرتين. يثبيّن ابن السُمْح بعد ذلك؛ أن 
للمنحنيين اللذين نحصل عليهما بهاتين الطريقتين خواص مشتركة. ثمّ يتبع عندئذ نفس المنهج 
الذي سلكه في دراسة القطع المستوي الدائري. فيبدأ بتعريف عناصر "الشكل الدائري 
المستطيل": الرؤوس والمركز والأقطار والوتر والمحورين والدائرة ذات القطر المساوي 
للمحور الأصغر والدائرة المحيطة ذات القطر المساوي للمحور الأعظم. وهكذا تدرس 
القضايا السسّتٌ الأولى "الشكل الدائريّ المستطيل"»؛ أي الشكل الذي نحصل عليه استناداً إلى 
التعريف الذي يستخدم البؤرتين: '47ة1+/ة-م2. لنتبنٌ الرموز المعروفة: © -م2»: 


١:25 8‏ '#ردع2 (مع تم - ثم ب 2ق). 


يُحدّد ابن السّمح - انطلاقاً من العمود» على المحور الأعظم 40 في النقطة جر الذي يقطع 
الدائرة العظمى ذات القطر 46 على النقطة , ويقطع القطعَ الناقص على النقطة يج - الخط 
الثابت ,77 والخطّ المفصول /. ويبرهن عندئذ الخواص التالية: 
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القضيّة ١‏ “ميم ب ترسه - 402 . تستخرج هذه المتساوية مباشرة من الخاصة المميؤزة 


للدائرة: 082 - عن - 2ن - 2و0 سه نزم - تم - ذو - 2ق 


وهذا ما برهنه في القضيّة .١‏ 


القضيّة ؟- أ) :5 -ن» ب) :08 - يرم جرم - الل 226 
2ه ام 6 
نحصل على هذه النتائج باستخدام القضيّة السابقة وتعريف القطع الناقص عن طريق 
البؤرتين. 
القضيّة "- حساب الشعاع المتجهيّ 1/417( 347 < 2/417). 
يفرض ابن السُمح النقطة 34 على القوس 26 » مع + 3#ء ويُميّْز بين عدّة حالات: 


* 34 بين 8 وَ » يكون معنا : )١‏ 097 - 5 ب) 2177 > 2 ج( 247 < 2 


* * 34 في على 

*** بز بين 0771 و ©. 

تكون الزاوية 7 » في هذه الحالات الأخيرة؛ حاذة. 

لتكن #ر مسقط 34 على 8؛ر؛ يُدخل ابن المنممح النقطة 7 على نصف الخط المستقيم 70 
المحنّد بواسطة العلاقة بجير- *. يُستخدم في البرهان تعريفُ القطع الناقص بواسطة 
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البؤرتين» القضيّتان الأولى والثانية» مبرهنة فيثاغوروس للزاوية القائمة 7347 ء والقضيّتان 
١١ 3 5‏ من المقالة الثانية من كتاب "الأصول" للزاوية '؟موي المنفرجة وللزاوية 77/7١‏ 


الحادة. 


ا .. "للق "إن 
ل ن معنا جمد الحالا تسد كك نط 
يكون في جميع كت : 1 


- . 5 85 ار 2 
ملاحظة ١‏ إذا وضعنا 07 - برء يُمكن أن نكتلب: لا 
3 


2 2 
فقتنحصل على مع بمب | ععيك ويكون معنا '#يد - > +مء فنحصل على 
4 04 


كه ىر 6 


بير - خظكع, 
0 


لنلاحظ أن هذه العلاقة صالحة إذا كانت 34 في 0؛ يكون معنا عندئذ: برح »ع» #زلة-دء-ي» 


و "الدع +دع. 


ملاحظة ١‏ نحصل على هذه النتيجة؛ بدون أن نميّز بين مختلف الحالات» باستخدام تعريف 
القطع الناقص بواسطة البؤرتين وعلاقة متريّة في المثلّث 73/7. تنستخرّج هذه العلاقة من 
القضيّتين ١" 3١١‏ من المقالة الثانية من كتاب " الأصول". يكون معنا بالفعل: 


“ييز - بيم.00جد + “رن 1402 (القضيّة ١١‏ من المقالة الثانية من كتاب " الأصول") 
#ير - ورم.ممد - :بن 21302 (القضبيّة ١7‏ من المقالة الثانية من كتاب " الأصول")» 
فنحصل على : 2؟زيرة -14177 - 017(.017 +2017.)01 - 1117١‏ 2073 . 

يكون معنا أيضاً: “رين + جهية - 20# + 20142 ؟ وهذا ما سيُستخدم في القضيّة الرابعة. يكون 
معنا إذأً: جز +7/ة - و 2» 2جرهيح -# رهز - بو4ء فيكون معنا 17 جية - 2 مز - ككبم 


جين - 8ن 
0 
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القضيّة 4 جداء الشعاعيّن المتجهئين 734 و 1 14. 


لنرمزء وفقاً للرموز السابقة» ب/8 إلى نقطة تقاطع 7734 مع الدائرة ذات القطر 40 فيكون 
معذا: 'مرزيز جرهز - 702 + 772هة - 93ة , 

يُمِيّزْ ابن السّمئْح» هنا كما فعل في القضيّة ”. بين خمس حالات للشكل. وهو يستخدم في 
برهانه قوّة نقطة ما بالنسبة إلى دائرة» كما يستخدم في كل حالة النتيجة المُثبّتة خلال القضيّة 
". وهو يفرضء كما فعل في هذه الأخيرة» أن © + 34. وتبقى النتيجة صالحة إذا تطابقت 
النقطة 14 مع النقطة 0. 
ملاحظة١-‏ يُمكن أن نعطيء كما حصل في القضيّة السابقة» برهاناً وحيدأً صالحأ في كلّ 
حالات الشكلء؛ باستخدام تعريف القطع الناقص بواسطة البؤرتين وعلاقة متريّة في المثلث 
174 يكون معنا: از +”0از - ج2٠‏ ' رز 217 + #جريز +2 جريح - 2و4 ؛ ولكنٌ لدينا في المثلث 
ممص وفقأ للقضيّتين ١“‏ و ١١‏ من المقائة الثانية من كتاب "الأصول" 
موي + جزهة ع زر 2 + 2142 ١:‏ فنحصل على 47م 477 ع إن - 0342 - :ه26 . 
إذا كانت ءر وّ بر إحدائيّتا النقطة 34 وإذا كانت 7 الإحدائيّة الثانية للنقطة ر» يكون معنا 
”لل كلة - ثم (ثير + تع - 2ه2 ؛ ولكنٌ ‏ *7- زر +م)م-م) (قوة النقطة يم)» فنحصل على 

امزيرة هق ع ثى ‏ ثي ب ثير - 73 د تقب أيو- 12 


5 


إذا كانت النقطة 3# في ل يكون معنا .رم » 7-ه و 7لة' كا - 2ه. 


إذا كانت النقطة 4# في 0 » يكون معنا بر- 0-7 3و 147 '7/اة - 5ز - (ه+ ه)(ه-4). 


الملاحظة " إذا أخذنا بعين الاعتبار نتائج القضيّتين السابقتين» يكون معنا 


2 
ل اا 
2 2 


0 


ولكنٌ 7# تير _ تمء فيكون إذأ 2م ب2 بو- 2 2ج دع م» فتحصل على 


2 - ره جد فتحصل» إن إذا قسمنا طرفي هذه المعادلة بِ :5 على: جد + التي 
.3 


القضيّة 0- لثرفق بنقطة يررقء من الشكل الدائريّ المستطيل» النقطة7» من الدائرة ذات القطر 
المساوي للمحور الأصغرء بحيث يكون للنقطة 7 نفس الإحدائيّة الثانية التي للنقطة 34 (أي 
بحيث يكون 822 1 '3/47)؟ يكون معنا تعرهز - 1472 -04) +22 . 


يُبرهن ابن السّمئح هذه القضيّة باستخدام القضيّة السابقة وقوّة النقطة بالنسبة إلى الدائرة 
وتعريف القطع الناقص بواسطة البؤرتين (ضمنيّاً على الأقل). 
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ملاحظة - لقد أثبتنا في القضيّة الثالثة أن سبد - 7>-م مع + - يوقء فتحصلء إذا كانت 


ل - ير الإحدائية الأولى للنقطة 1" الموجودة على الدائرة: 
2 , 

تر - مر > + 2ير؛ ولكن للنقطتين 3/4 و 7 نفس الإحداثية الثانية بر - #يقء فنحصل على 
4 


تير - ةبر 2قء ويكون ©8- شرم م © 2ر؛ وإذا قسمنا الطرفين ب 2م » نحصل على معادلة 
0 

القطع الناقص. 

القضيّة ١‏ التآلف العموديّ بالنسبة إلى المحور الأصغر. 


يكون معناء إذا استخدمنا الرموز السابقة: 20-0 [أي > ]. 


يرتكز برهان ابن السّئح على القضيّتين 7 و 0. 


ملاحظة ‏ لقد رأينا أنّهء إذا أخذنا بعين الاعتبار القضيّة *؛ فإِنّ النتيجة الحاصلة في القضيّة 


واو 2 2 . 
5 تكتب كما يلي: قدت فور ترجه كر | ك1 | جم ققد تيرقو ء فنحصل على 
0 4 


وهكذا يكون ابن السمّح قد عرف تآلفأ عموديّاً ذا محور 92 ونسبة >1 حيث يكون 


الشكل 49 صورة الدائرة ذات القطر 2ور؛ وهذا التآلف تمدد. 
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5-9-5 القطع الناقص كقطع مستو للأسطوانة القائمة 


يُذكّر ابن المتّمح أوّلاً بالنتائج الخاصّة بالقطوع المستوية لأسطوانة قائمة ذات قاعدتين 
دائريتين. وهو يقدّمء هناء هذه النتائج كأنها معروفة: وهذا ما يجعلنا نفترض أنه قد درسها في 
أحد أقسام كتابه الذي لم يزل مفقوداً. أهمٌّ هذه النتائج هي النتيجة التالية التي نوردها فيما يلي: 


<> القطعٌ المستوي» لأسطوانة قائمة ذات قاعدتين دائريّتين بمستو ,2 يقطع المحور ولا 
يكون موازياً للقاعدة» هو قطمٌ ناقصّ ذو مركز موجود على المحور. ويكون قطر الأسطوانة 
مساوياً للمحور الأصغر للقطع الناقص. 


والقطعٌ المستوي» لهذه الأسطوانة بمستو رع مواز للقاعدة ومارٌ بمركز القطع الناقص» هو 
دائرة مساوية لدائرة القاعدة ومساوية للدائرة المحاطة بالقطع الناقص؛ ويكون قطر هذه 
الدائرة مساويأ للقطر الأصغر للقطع الناقص. 


وإذا جعلنا المستويّ ,م يدور حول هذا القطر الأصغر إلى أن يتطابق مع رء تتطابق 
الدائرة» المحاطة بالقطع الناقصء مع الدائرة التي هي قطع الأسطوانة بالمستوي ,م. يُبِيّن 
ابن السّمئح؛ كما نرىء أنّ دائرة المستوي رم تنطبق على الدائرة الصغيرة؛ وهيء في آن 
واحدء المسقط العموديّ لهذه الأخيرة. 


القضيّة 1 التآلف العمودي بالنسبة إلى المحور الأصغر. 

ليكن معنا القطع الناقص 2687 ذو المحورين #لل وَ ٠62‏ مع 67 < 8مء وليكن 
مركزه /3 ولتكن الدائرة المحاطة ذات القطر 02. فإذا قطع خظٌ مواز ل 8)ر الخطٌ 0 على 
النقطة 77 والدائرة على النقطة > والقطعّ الناقص على النقطة7, يكون معنا 47 _ ك4 _ > , 

6م 2 م 

إذا جعلنا القطع الناقص يدور حول 67» ترسم النقطة إر دائرة في المستوي العموديّ في 
النقطة / على 67. تقطع هذه الدائرة العمود في على مستوي القطع الناقص على النقطة 
. يوجّد القطع الناقص في الوضع وهو قطع مستو للأسطوانة القائمة ذات القاعدة 
الدائرية. 


ترسم النقطة 7 قوساً من دائرة مركزها م وتصل إلى النقطة مد على المولد 147. 
والمثلثان 6/: وَ 3472 قائما الزاوية ومتشابهان (لأنّ 7-72 بسبب توازي الأضلاع)؛ 
فيكون. الاي اللطاى اله _ 11أى 17 _ قا 


7 يرع 6 82 غير ررم" 

لازمة ضمنيّة: يكون معناء في المثلّث القائم الزاوية #تكرم: “ور + #جبم - #بدمء فنحصل على 
تم - 2خ 2م - 2م فتكون القطعة جرم المسافة بين المركز والبؤرة. 

ستُستخدّم هذه النتيجة في القضيّتين .١١ 33٠١‏ 
ملاحظة: القطع 4097 هو انطباق القطع 77,6 على المستوي العموديّ في / على محور 
الأسطوانة؛ والدائرة 750 هي المسقط الأسطوانيّ للقطع الناقص 77206 على نفس هذا 
المستوي. 
القضيّة 8 التآلف العموديّ بالنسبة إلى المحور الأعظم. 

ليكن معنا القطعٌ الناقص 26827 ذو المحورين هلل و 67» مع 62 < ريب وليكن 
مركزه / ولتكن الدائرة المحيطة ذات القطر 9رم. فإذا قطع خط مواز ل 67 الخ ااه على 


النقطة بر والقطع الناقص على النقطة بر والدائرة على النقطة ج» يكون معنا 28 _ ملك _ ©. 
هع 22 55 


يقطع الخطّ الموازي للخط #رك, والخارج من الخطٌ 67 على النقطة # ويقطع الدائرة 
المحاطة على النقطة7, بُبِيّن ابن السْمْح بواسطة استدلال بالخلئف وبالاستعانة بالقضيّة لاء 
9 النقاط ,رء 7 وَ 2 متسامتة. فيستخرج عندئذ النتيجة. 
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ملاحظات - 


)١‏ يدرس ابن المح القضيّة 4 كأئها لازمة للقضيّة 7. ولتلاحظ أنّه كان بإمكانه أن 
يستخرج»ء بنفس الطريقة كلازمة للقضيّة 5 تألفاً في الحالة التي يُستخدّم فيها تعريف القطع 
الناقص عن طريق البؤرتين. 


؟) يكون القطع الناقص 2087 صورة الدائرة ذات القطر 9 في التألف العموديٌ» ذي 
النسبة ب الذي هو تمذْدٌ؛ وهذا القطع الناقص هوء وفقاً للقضيّة 4» صورة للدائرة ذات القطر 


8, في التآلف العموديّء ذي النسبة ©» الذي هو تقلص. 
ك 


ولنعبّر عن هذه النتيجة بوجه آخرء مستخدمين لغة تحليلية لم يعرفها ابن السمح. لنتناول» 
في مَعْلّم متعامد» القطع الناقفص #ر والدائرتين ,© وَ ب بحيث يكون: 


2 2 
5ل -|- عشج رورم صع < 2 4 
و > [ا- تلاج نلا ,(< ,)1 و0 ع إثم - 77+ 162 ,(15,3) 1 » 


وإذا رمزنا ب ,بدو م إلى التمئد والتقُص اللذين درسهما ابن السّمئح؛ نحصل على: 


5ح (رع)ب و ل - (ينع)ب مع: 


ددن 


| برمرع عر (لاب) جح (05) :مرا |27 برهو م :(لاب5) + (07) :م 


؟) لثذكر بان ثابت بن قرّة» في القضيّة " من مؤلّفه "في قطوع الأسطوانة..."؛ يبدأ بدراسة 

التآلف بالنسبة إلى المحور الأعظم (وهذا التآلف تمدٌّدٌ) منطلقاً من الخاصّة المميّزة (المعادلة) 

للدائرة التي يكون المحورٌ الأعظمٌ قطرّها: 72-(م-م2)ممء ومن معادلة القطع الناقص 

المنسوبة إلى المحور الأعظمء حيث يكون م الضلع القائم الخاص بهذا القطع: 
7 


3 كل ع 2 ا مه ينا 4 مم اشام ع 
ضو- ممه © ؛ وهكذا يُبيّن أنّ: 2 4 -- . ويُبيْن ثالبت بن قرّةء بنفس الطريقة » أن 
22 م2 ثم 


بالإمكان دراسة التآلف العمودي» بالنسبة إلى المحور الأصغرء الذي هو تمدد. 

وهكذا يُبِيّن ابن المتْمْح في القضيّتين السادسة والسابعة أنّ الشكل الدائريّ المستطيل ذا 
المحورين م2 وَ25َء الحاصل استناداً إلى التعريف الذي يستخدم البؤرتين؛ والقطمّ الناقص 
الحاصل بواسطة قطع مستو للآسطوانة والذي له نفس المحورين السابقين» يُستخرّجان من 


دائرة ذات نصف قطر ؤ بواسطة تمذد ذي نسبة 5. ثمٌّ يعرض ويبرهن في القضيّة التالية 


تطابق هذين الشكلين. 

القضيّة 5 ليكن معنا "الشكل الدائري المستطيل" 4687 ذو المحورين 8ك وَ 70 والقطع 
الناقص الحاصل بقطع مستو 7771 بحيث يكون هل - 28 و 02 - 72 ؛ ويتطابق 
الشكلان نقطة مع نقطة, 

الطريقة الأولى: نحصل على النتيجة مباشرة بواسطة إطباق المحاور المتساوية ثنائياً 
واستخدام القضيّتين " و /. 


دل 


الطريقة الثانية: لا تختلف هذه الطريقة عن الطريقة الأولى؛ وهي تستخدم أيضاً القضيّتين ” 
و27 ولكنٌ المحاور لا تتطابق. يتناول ابن الستّمئح على المحور الأصغر لكل شكل نقطة على 
نفس المسافة من المركز وَيُطبّق المقدمة الأولى. 


القضيّة ٠‏ ليكن معنا القطع المستوي 4687 ذو المركز 8 والمحورين 48 وَ 70 مع 
8 < 206. كيف نرسم منحنيأ مساويأ له بواسطة طريقة البؤرتين؟ 


1 
كر 
3 .| 
7 


لتكن 7/7 قطعة من خط مستقيم بحيث يكون 777 - 8ء ولتكن م وسط 377. وتكون 
النقطتان © وَ 34 بؤرتي القطع الناقص على المنصّف العمودي للقطعة 7/7» بحيث يكون: 


تعر +812 - 862و 114 - 11. 
يكون معناء وفقاً للازمة الضمنيّة» 72+82 - م 72م - 2م 2م - 2م. يكون معنأ عندئذ 


7 - 734 - 50 . ثم يقوم أبن السّمْح بتحديد الرأسين الآخرين 372 8. 


القضيّة ١١‏ ليكن معنا الشكل 20787 المرسوم بواسطة طريقة البؤرتين» كيف نرسم قطعاً 
مستوياً مساوياً له؟ 


ليكن 2 مركز 827تن40, ولتكن 5 إحدى بؤرتيْه» ولنفرض ©ر > 20. لنأخذ في المستوي 
ج دائرة ذات مركز #إر مساوية للدائرة ذات القطر ج. ليكن بان 73 قطرين متعامدين. 
القطع الناقص المطلوب هو القطعٌ المستويٌ لأسطوانة دورانية مبنية على الدائرة #زورم؛ 
ويكون 07 محوره الأصغر وَ 70 محوره الأعظم؛ حيث تتحَدّد م باستخدام النتيجة 
الضمنية لفرضيات القضيّة /ا:'27 1ج وَ 77 - تير 


سس ا 


يكون معنا عندئذ 3/5 - 70 -4ج . ويقطع المستوي 057 الأسطوانة وفقأ للقطع 1/500 
الذي هو القطع المطلوب. 


7-5-/ مساحة القطع الناقص 

يقوم ابن السّمحء في هذا الفصل الذي يتضمّن سبع قضاياء بتحديد مساحة القطع الناقص. 
القضيّة الأولى في هذا الفصل - ذات الرقم ١7‏ هنا - هي مقئّمة للقضيّة 7١؛‏ أمَا القضيّتان 
017 8١ء‏ فهما في الواقع صيغتان مختلفتان للنتيجة المُثبتة في القضيّة " ١(اللازمة .)١‏ 
لنرمز ب ,ىء رىء ‏ وكء إلى مساحات الدوائر التي لها على التوالي الأقطار 26» 228 +2 و 


مم 


ز/2 ؛ وليكن 'ى مساحة القطع الناقصء» وليكن ,مرو ,م المحيطين» حسب الترتيب» ل ,5 وّ 
ر؟؟ النتائج المُثبّتة هي التالية: 


م١‏ 4ه م ؟. ف _ م2 ١‏ 
8 2 


د 
0ه وى 


| صل 


7 5- مج !ء مع اللازمة و 20مة| !+ 3 )؛ /ا١:‏ ودع؛ 


: ليست سوى لازمة للقضية ,١١‏ 
لنتناول هذه القضايا بالتتابع. 

القضيّة ؟١-‏ ليكن 477 ربع القطع الناقص ذي المركز 23 مع 77 1 43 و >77 > 41 
وليكن 287 ربع الدائرة المرفقة به. ليكن 2 وترأ وّ 26 1 47؛ ويقطع 76 ربع الدائرة 


انقلة ا ومن . مساحة المنحرف (3)267) 22 _ه 
على | 00 ' مساحة المنحرف(8267) | 24 ا* 


يستخدم البرهانٌ التائفت العمودي بالنسبة إلى المحور الأصغر للقطع الناقص. يقسم ابن 
السسمْح المنحرفين إلى مثلثات» وليس هذا ضروريّاً. وذلك أن للمربّعين المنحرفين الارتفاع 


نفسه؛ ذا ٠‏ ساحةالنحرف 62670 7+62؛ ولكنّ لديناء وفقاً للقضيّة + (أ 
؛ فنحصل على: مسلحة المنحرف(8267) 86 ولكن لديناء و 2 (أو 


القضية 04 


2 28 6 75102 فنحصل على: مداحة المنحرف (8267) - 6 


2ن 798 م ر9رنى+8ر ' مسلحة المنحرف( )8267‏ ا ل" 


ونقوم بطريقة مماثلة انطلاقاً من أي وتر آخر في ربع القطع الناقص المعنيّ بالأمر. 
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وإذا أعدنا نفس العمل لكل ربع من الأرباع الأخرى للقطع الناقصء يمكن أن نبرهن أن 
نسبة مساحة المضلّع المحاط بالقطع الناقص إلى مساحة المضلّعء المحاط بالدائرة وَالمُرْقٌق 
بالمضلّع السابق. تساوي نسبة المحور الأعظم إلى المحور الأصغر. 
القضيّة -١7‏ إذا كانت 5 مساحة القطع الناقص ذي المحورين 28 و 25» وإذا كانت رى 
مساحة الدائرة المحاطة ذات القطر 20: يكون معنا: 2 
1 
يُبرهن ابن السسّمْح هذه القضيّة مستخدماً الاستدلال بالخلف. لنتتبّع طريقته: 


.2< 2: لنفقرض أن‎ )١ 
2 لله‎ 


لنضع 5-7 مع 5 > ىر فيكون 5 -م+22. 
4 


لتكن ,2 مساحة المُعيّن الذي تتشكّل رؤوسه من أطراف محوريّ القطع الناقصء» فيكون 
معنا ص > ىل 
2 

لنضاعف عدد أضلاع المضلّع المحاط بالقطع الناقص» ولنكرر العملية فنحصل بالتتابع 


على المضلّعات رطء...» ,ء حيث يكون عدد أضلاع 2 مساوياً ل22. يكون معنا: 


>5 5-2 < و 8-8 > (05-8 2 ود قط 257 


ب 2 >( عش © بصق < قجد. 


إذا كان ع > 0 معلوماً » يوجّد عندئذ 7 د ”27 بحيث يكون معناء لكلّ عدد يم مع م >بال 


المتباينة و <دعء فيكون إذاً: م-م < ع وَيط >,آ. 
لتكن ,/2ء عندئذ» مساحة المُضْلّْع المحاط بالدائرة ذات المساحة ,ى والمستخرّج من 


المضلّع ذي المساحة ,7 بالتآلف العمودي ذي النسبة 7. نحصل من القضيّة ١١‏ على 
ف 


يا 


دع فتحصل على م ع الآ ؛ ولكنٌ بر > بر و باس < رقوء فيكون معنا معناء ع يراك 


42 1 


وهذا مستحيل. 


تقاض 11 رف أم أ|؟ كردي »© 
ب شع تل حت 
) لنفرض ن 4 >-2؛ أي أن < 0 


1 
مااء ل أ 
لنفقرضص أَنْ --- مع بل > 'ر[» مع "1 - إل د م 


نقسم محيط الدائرة إلى 22؛ 2, ...» “2 جزءأء وهذا يرجع إلى أخذ المضلّعات 
ر'ظرء ر'رء ...» بأصسر, يكون معنا بالتتابع: 


1 1 1 
2ت كن < ركس رات ركد < رقدة ...كت ركد < كسد 6 


2 عام * ىأ 8 - - 6 ا : 
يوجّد عندئذ /3 د 277» بحيث يكون معناء لكل عدد رمع « >/3» المتباينة ,و < ع » فيكون 


إذأً: م ى < ع وص > “2 ولكنٌّ إذا كانت ,م مساحة المُضلّع المحاط بالقطع الناقص 
والمرفقق بالمضلّع 0 المساحة ,'/ر المحاط بالدائرة» يكون معناء 0 للقضيّة 20١7‏ 


,اط > نر و رط < ا فا 


وك 7 


ملاحظة ١‏ لنلاحظ أنّ طريقة الاستدلال بالخُلف المُطبّقة هنا ليست الطريقة الاعتياديّة. 


7 ا . 914 ىر ل 840 
نريد أن نبرهن أنْ 2 فنفرض أنّ: 


ب) 2 - ب مع 5 > /72» فنحصل على شيم 


3 1 


وتؤدّي هاتان الحالتان إلى استحالة. ولكنء في الحالة الاعتياديّة» يئدرّس القسم )١‏ فيوضّع 


2 إلى 
١ >> 7. 8-25‏ 
11-6 مع 'ر[ >> 3 

ونلاحظ أنّ ابن السّئح يقولء وفقا للترجمة العبريّة الموجودة بين يديناء "إن نسبة القطر 
الأصغر إلى القطر الأعظم ليست مساوية إلى نسبة مساحة الدائرة إلى مساحة أصغر من 
مساحة القطع الناقص أو أعظم من مساحة القطع الناقصء وهذا ما لا يصف بدقة النهج الذي 


مد 


ملاحظة ١‏ يُبِيّْن ؛ إن انح نطلاقاً من التآلف العموديء أن لكل عدد م » مع 7 > قباز» 
تكون النسبة 


المضلّع المماثل المحاط بالدائرة ذات المساحة ,ىء مساوية لنسبة التآلف ِ 


ويبيّنء استناداً إلى المساواة 2 أنَّ لدينا أيضاً 
1 


2 
1 
والنسبة بين المساحتين تبقى بدون تغيّرء عند المرور إلى الحدّء أي عندما يسعى « إلى ما 


لا نهاية (انظر شرح القضيّة 4 ١‏ في مؤْلّف ثابت بن قرّة "في قطوع الأسطوانة..."). 


الفضيّة 4 1 نسبة '6» مساحة القطع الناقص ذي المحورين 25 و 26» إلى بر مساحة دائرة 


ذات قطر 2» تساوي : * --32»؛ على أن تتحقق ف 2 المعادلة - 9ك (فتحصل على 


لتكن ,ى مساحة الدائرة» ذات القطر20؛ المحاطة بالقطع الناقص. يكون معنا (القضيّة 


الثانية من المقالة الثانية عشرة من كتاب "الأصول"): - ع ولكنٌ معناء وفقاً 


للفرضيات» 2 - 2م4» فنحصل على: الم ويكون معناء 50908 للكت 
ث2 م 9 


1 


ملاحظة ‏ يمكن أن نستنتج من ذلك مباشرة أن 4-2» وهي النتيجة الحاصلة في القضيّة 
الخامسة من كتاب أ" في الكرة والأسطوانة" لأرشميدس. 


القضيّة -١5‏ نسبة ,ىء مساحة الدائرة ذات القطر 25 المحاطة بالقطع الناقصء إلى 5: 
مساحة القطع الناقصء مساوية لنسبة هذه المساحة 5 إلى ,وء مساحة الدائرة ذات القطر م2 


المحيطة بالقطع الناقص: 00 
2 


البرهان مباشرء وهو يستخدم القضيّتين ١‏ و 4 .١‏ يكون معناء وفقاً للقضيّة :١‏ 


8 
م | 


كما يكون وفقاً للقضيّة 4 :١‏ 2 فيكون معناء إذاً: 21-2 


يستنتج ابن المح مما سبق لازمتين 
2 2 2 
0 ل | شاو 2ة- | 
بى رركا لَىده (ى 5 
(١‏ 2 ثء (وهذا ما يُستنتج مباشرة من القضيّة 4 .)١‏ 
2 
القضيّة ؟١-‏ تتساوى 'وى: مساحة القطع الناقصء مع مساحة المثلّث القائم الزاوية الذي يكون 
أحد أضلاع زاويته القائمة مساوياً ل رمء محيط الدائرة المحاطة بالقطع الناقص وذات القطر 


28» ويكون الضلع الآخر لهذه الزاوية مساوياً ل م» نصف المحور الأعظم: 5 هرم 


0 


يكون معناء وفقاً للقضيّة الأولى من كتاب "في مساحة الدائرة" لأرشميدس: 5 - طم 2؛ 


كما يكونء وفقاً للقصيّة :١7‏ 5 6»: فنحصل على النتيجة. 
1 


وإذا كان رم محيط الدائرة المحيطة بالقطع الناقصء ذات القطر +2 يكون معنا 


1 
ل - وم م . 


اللازمة الأولى - ومح ذم وك» فتحصل على 5 3-2-6 ؛ ولقد قدّم ابن السّمْح هذه النتيجة 
الشكل التالي: ىه 285ع12| ل 3 

على الشكل لي: 5 ته 2. كد ). 

اللازمة الثانية ‏ إذا كان 5 وَ 26 (أو 25 على التوالي) معلومين» نحصل على 25(أو ©2 

على التوالي). 


القضيّة /11- تتساوى مساحة كلّ قطع ناقص مع مساحة الدائرة التي يكون قطرها مساويا 


لنرمز ب ,5 إلى مساحة الدائرة ذات القطر 25» ولنرمز ب ,ك5 إلى مساحة الدائرة ذات 
القطر 2 ولنرمز ب 2 إلى مساحة الدائرة ذات القطر 2 بحيث يكون 7ت -22؛ فتنحصل 
2 
على + - 5ج/.. ويكون لدينا: 


ع 8 (القضيّة ١‏ من المقالة ١١‏ والقضيّة ١7‏ من المقالة ١‏ من كتاب "الأصول")» 
8 


5 2 ب . ص ل 2 8 
فنحصل على 32 - فك )؛ ولكنا رأيناء في القضيّة 15 أنَّ ِ- | غك )ء فيكون معنا إذا: 
1 1 


فق - ب2. 
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ملاحظة - يُثبت ثابت بن قرّة مباشرة» في القضيّة 4 ١‏ من كتابه "في قطوع الأسطوانة...", 
9 5» مساحة القطع الناقص,» مساوية اشيرم ؛ مساحة الدائرة ذات نصف القطر ؤول.. وهو 
يستخدم طريقة ة الاستدلال بالخللف في كل من الحالتين )١‏ 8ق >2 و ب)2<5 . 

يُدخِل ثابت بن قرّة الدائرة ذات المساحة رى وذات القطر ج2» المحور الأعظم للقطع 


الناقص؛ كما يستخدم التآلف العموديّ بالنسبة إلى هذا المحور الأعظم. وهو يُرفِق بالمضلّع» 
ذي المساحة ,طء المحاط بالقطع الناقصء المُضْلّعَ ذا المساحة ,/ء المحاط بالدائرة ذات 


القطر ج2. يُبِيّن ثابت بن قرّة أن + 2؛ ولكنّ لديناء وفقاً للقضيّة ؟ من المقالة ١١‏ من 
تتم 2 


كتاب "الأصول". _ 2 فيكون ٠‏ كك - 2-2 ؛ وهذه المتساوية هي التي تسمح له 
2 ل 2 


أن يُبِيْنَ أن )١‏ وَ ب) تؤدّيان إلى الاستحالة» فنحصل على 5-5 و 
لا يستخدم ثابت بن قرّةء إذأء سوى الدائرة ذات القطر ج2 والدائرة #رء في حين أن ابن 
السّمئح يستخدم بالإضافة إلى هاتين الدائرتين الدائرة ذات القطر 25 والمساحة ,ك. 
ولنلاحظء مع ذلكء أنّ هذين الريّاضيّين يستخدمان القضيّة ؟ من المقالة ؟١‏ من كتاب 
"الأصول". ونسبة المضلّعين اللذين يتقابلان بواسطة تآلف عموديّ يكون تقلصأ لأحدهما 
وتمدداً للآخر. يُثبت ابن قرّة هذه النسبة خلال القيام بالبرهانء بينما يُقدّمها ابن السّمْح كنتيجة 


للقضية ؟١١,‏ 


القضيّة -١4‏ يساوي كل قطع ناقص مقدارٌَ لبد من المستطيل المحيط به: 
لق بع مدمة| طم ). 
14 7 


لقد أثبتت هذه النتيجة في اللازمة الأولى للقضيّة .١5‏ ولكنٌّ ابن السّمح يقدّم لهاء هناء 
برهانين. يرتكز البرهان الأوّل على استخدام القضيّة السابقة والنتيجة و) الواردة في 


5607 


المقدّمات الأولى» أي القضيّة الثانية من كتاب "مساحة الدائرة" لأرشميدس. أمّا البرهان 
الثاني فهو يرتكز أيضاً على القضيّة السابقة باستخدام القضيّة ؟ من المقالة .١١‏ 


ويُمكن أن نعطي شكلاً آخر لصيغة هذه القضيّة: 
النسبة -*- تبقى مساوية ل اء مهما كان القطع الناقص. 
44 


5-؟2-م أوتار وأسهم القطع الناقص 

يدرس ابن السّمْح في القضيّتين ١5‏ و >١<7١‏ الأوتار الموازية لأحد محوري القطع 
الناقص والأسهم الخاصة بها. 
القضيّة -١5‏ ليكن معنا القطع الناقص 4807 ذو المحورين ©24 وَ 87 مع 82 < 0/ر؛ 
ولتكن ,© الدائرة ذات القطر 82. ليكن 07 وترّ القطع الناقص العمودي في 77 على 46؛ 
لنرفق بِ07 الوتر /7ج, في الدائرة ) بحيث يكون 877 موازياً ومساوياً ل07»: وبحيث يقطع 
الوتر 77 القطرّء 534 في الدائرة 0)» على النقطة ). تقسم النقطتان 77 وَ 0» عندئذ» 246 وَ 


5 176_ ظلو 
7 014 ' 


حسب الترتيب بنفس النسبة: 


يرجع ابن السّمحء هناء إلى الطريقة التي كان قد اتّبعها في القضيّة /ا؛ فهو يضع القطع 
الناقص على الأسطوانة الدورانيّة ذات القاعدة ,0» أي الطريقة المستخدّمة في دراسة التآلف 
العمودي. 
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ثم نجعل الدائرة ,0 تدور حول قطرها 87 حتّى تصل إلى مستو مواز لمستوي القاعدة. 
ونتخرج من الوتر 77 مستوياً موازياً لمستوي القطع الناقص. ويكون قطع الأسطوانة بهذا 
المستوي قطعاً ناقصأء 72/7م»: مساوياً للقطع الناقص 9607م يكون معنا: 07 - /زجء 


فنحصل على 477 - 50. والمثلثان 20174 وَ 207 متشابهان» فيكون معنا: 6-0 


فتحصل عل ٠‏ 617 _ 0م 
على: 47 71740" 


ونحن نرى؛ من جهة أخرىء أن النتيجة حاصلة مباشرة من التآلف العموديّ و» ذي 
7 لها نفس الإحدائيّة الأولى التي للنقطتين 7 وَ 0.» كما أن للنقطة 0 نفس الإحدائيّة الأولى 


التي للنقطتين 2 وّ /ازء فيكون معنا: 177 -210. 
04 
ويكون معناء أيضاً: مر - ج27 و مدي 2» فيكون بن -80 2 و 14 - يزن 2: 
4 4 4 4 


فتحصل عل 76 ظلو 
حك ور 14 7 


ملاحظة - الفكرة: هناء هي التالية: تتساوى النسبة, بين السهمين 077 و 10 الخاصين 


بالوترين المتماثلين 07 و 77» مع نسبة التآلف 5-7 


القضيّة -٠١‏ إن نص القضيّة ٠١‏ مُشْوَّشْنٌ» ولقد أهملت بعض فقراتهء كما يبدو» من قبل 
النسّاخ أو المترجم. وهكذا يلاحظ ابن الستمئحء في بداية هذه القضيّة» أنّ المسألة السابقة 
تثعالتج بنفس الطريقة» إذا تناولنا الدائرة المحيطة مع وترين متساويين» أحدهما في القطع 
الناقص والآخر في الدائرة» على أن يكونا عموديّين على القطر الأصغر. 

ويُمكننا أن نعيد كتابة النصّ الناقص لأجل إثبات القول السابق. 


ليكن 9067 قطعاً ناقصأء ولتكن الدائرة ذات القطر 2/6 محيطة بهء ولتقطع الخط هر 
على النقطتين 34 وَ ك. وإذا كان الوتر 07 في القطع الناقص مساوياً للوتر 877 في الدائرة» 
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وإذا كان 07 عموديّاً على 2ه في النقطة 7 وكان 877 عموديّاً على 534 في النقطة 0» 
ع معنا 878 _ 2181 
يكون > جور - 26 
لنأخذ القطع الناقص كقاعدة لأسطوانة قائمة» ولنجعل الدائرة المحيطة تدور حول 6/, 
حتّى تصل النقطة 34 على الخطّ المولّد الذي يمر بالنقطة 8؛ فنحصل على قطع مائل دائريٌ 
اللأسطوانة. ونثخرج من الوتر 57 مستوياً موازياً للمستوي 907مء فيقطع 
الأسطوانة وفقا للقطع الناقص عزجرج/7» ويكون معنا: 7917 - 07» 817 - 10 وَ 77 - 027. 
والمثلّثان القائما الزاوية 20340 وَ 0278 متشابهان؛ فننهي البرهان كما جرى في القضيّة .١5‏ 


والنتيجة حاصلة بفضل التآلف م العموديء ذي النسبة 2» بالنسبة إلى المحور الأعظم؛ 
04 


وهو التآلف الذي كان ابن السّمْح قد أشار إليه؛ يكون معنا: (8)م ع م20 (77) م - 1 


ولكنٌّ للنقطة #ز نفس الإحدائيّة الثانية المشتركة للنقطتين :7 وَ 0. كما أنَّ للنقطة 0 نفس 


الإحداثيّة الثانية المشتركة للنقطتين # وَ/2. يكون معناء إذأء 7 - 70 ”2 » ويكون معناء أيضاً: 
04 


18 - 34 2 و 1 - ج1 2: فنحصل على 17 18 5 فيكون 178 _ فلك , 
4 2 0 084 © 177 0 


والفكرة» هناء هي دائماً أنَّ نسبة السهمين المتماثلين مساوية لنسبة التآلف 2. 
4 


ك5 


يعود ابن السنمْح لاحقأء في القضيّة .>١<٠١‏ إلى هذه القضيّة الأخيرة ويبرهنهاء كما يلي؛ 
تخد أ إمدت نال بالحائة 


ليكن معنا القطعٌ الناقص 4087 ذو المحور الأعظم و والمركز 21 ©؛ ولتكن 1.834 


الدائرة ذات القطر 49 وليكن في القطع الناقص وفي الدائرة نصفا وترين 7/8 وَ 7 بحيث 


يكون 78772 - 8/ز» 3/8 | 062 و 287 1١‏ 2534 فيكون» عندئذ؛ ب 2 


وإذا لم يكن الأمر كذلك» ستوجّد نقطة 7 على 1.84» بحيث يكون 7 2 


و 26 158 

مع 2774 

فإذا أخرجنا نصف الوتر 7# بحيث يكون 772 1 34 يكون معنا وفقأ للمقدّمة الأولى 
7 16 5 


لديناء وفقاً للقضئّة 5!أو لام 27 2, فيكو ؛ وهذا 
00-7 ولكن لديئاء وفقا للقضية لحية 3-6 -ء فيكون 17 7ك و 
مستحيل لأنّْ 277 - 1 

وهذا البرهان هوء بوضوح: أسرع من البرهان السابق. 


لنلاحظ أنّ ابن السسّمئح يكون إذاً قد أثبت» في القضيّة ١9‏ وكذلك في القضيّة .>1<٠٠١‏ 
النسبة بين سهميّ وترين متماثلين في أحد التآلفات العمودية التي ترفق قطعاً ناقصاً إلى إحدى 
الدائرتين التي يكون قطرها مساوياً لأحد محوري القطع الناقص. 

ولنلاحظ أوّلآء لكي نفهم الفقرة <ب>» أنّ كلّ دائرة تتحدّد بشكل وحيد إذا كان وترٌ لها 


وسهمّه معلومين. وذلك لأنّ المعادلة #بر- (مر-4) تبن أن إعطاء الوثر بر والسهم عر يسمح 
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بتحديد 4. ولكنٌ معادلة القطع الناقص؛: ذي المحورين 26 و 228 يمكن أن تتثكتب: 
ضر - (م- مج ب ؛ وهذا ما يبيّن أنّ إعطاء الوتر نرم والسهم « المرفتق به لا يسمح بحساب 
21 

» و 8. وهذا يعني أن الوتر والسهمء إذا كانا معلومين» لا يسمحان بتحديد قطع ناقص وحيد. 
يجبء لأجل ذلك» أن نفرض معلومة إضافيّة. وهذاء بوضوح. ما يلفت ابن الستمح النظرٌ 
إليده عندما يقول إنّ إعطاء الوتر والسهم والقطر يسمح بتحديد القطع الناقص» ولكنٌ من 
الممكن أن يكون السهمٌ والوترٌ مشتركين بين هذا القطع الناقص وبين قطع ناقص آخر. 

إن نص الفقرة <حب>»: مثل نص الفقرة <ا>: بشكل واضحء غير كامل. فهل يكون هذا 
النقص راجع إلى النْمنّاخ أم إلى المترجم؟ نحن لا نعرف شيئاً عن هذا الأمر. وهذاء فيما يلي؛ 
ما نعتقد أنه قد سقط سهواً في هذا النصن. 


ليكن ,4 و ,#طولا الوتر والسهم. يبدو أنّ ابن السسّمحء وفقاً للشكل» يأخذ في البداية 
أسطوانة أولى» حيث يكون 772 قطر دائرة قاعدتها مع 797 > ,4: ثم يضع في هذه الدائرة 
الوترٌ 77# ذا الوسط ) بحيث يكون 7# ح ,4. يُمكن أن نضع على الأسطوانة القائمة؛ التي 
لها هذه الدائرة كقاعدة» قطعاً ناقصاً ذا محور أصغر مساو ل 777ء بحيث يكون طول السهم 
07 للوتر 7# مساوياً ل ,4» وتكون النقطة , على الخطّ المولد ير الذي يمر بالنقطة #[ 
[انظرء بخصوص تحديد /ء الملاحظة أدناهم]. ليكن /ز, المحور الأعظم. يأخذ ابن المئمح 
أسطوانة ثانية» ذات قطر /7772 مع “772 > 72: مماسّة للأسطوانة الأولى على الخط المولّد 


يندا 


7 ؟ وليكن» في الدائرة ذات القطر '772» وتر 1 مع 27014 - 276 - ,#4 , يكون معناء 
عندئذ» '770< 70» فنحصل على 01< 07. فالقطع الناقص 716 على الأسطوانة الثانية 
لا يُشَكّل حلا للمسألة,. 


ولكن يوجّد على 777 نقطة» هي "رء بحيث يكون 007 - 07 - ,4» فيكون القطع الناقص 
حلا للمسألة 29م - ,4 و 007 - ,4). ولكنٌ هذين القطعين غيرُ متساويين (إذ إِنّ 
محوريهما الأصغرين مختلفين» فهما مساويان لقطريّ الأسطوانتين). 

نكون إذاً قد برهنًا أنه إذا كان معنا وترٌ وسهمٌ والمحور الأصغر - الذي هو قطر 
الأسطوانة - فإنٌ القطعَ الناقص يكون محدّداً؛ ولكن إذا كان معنا الوتر والسهم فقط يوجّد 
عددٌ غير منتهِ من القطوع الناقصة التي تتحقّق شروط المسألة. 
ملاحظة - لا يُمكن تحديد النقطة , إلا إذا كان معنا: 07م - ,/> 07. وهذا يتوافق مع 
الملاحظة التي قمنا بها حول النْسّب بين الأسهم في القضيّة .١5‏ يجب أن يكون معنا: 


0 مع 72-26» ويكون 2 مساوياً للمحور الأعظم المطلوب. 


يسمح اختيارٌ الطول 07# المرفق بالطول المعلوم 7ق» مع 77 - ,4 و 077 < ,/#ء 


بتحديد دائرة وحيدة ذات قطر مساو ل 7772. 


1ك 


والفقرة <ج-. المُدخلة في نص القضيّة »٠١‏ هي برهان آخر للقضيّة 8 التي بُرهنت 
بطريقة الخنئف استناداً إلى القضبّة ل. إنّ لديناء هذه المرّة» برهاتاً مباشراً. هل هذا هو 
السبب الذي جعل ابن السمْح يتناول ثانية» هناء هذه القضيّة؟ نورد هذا البرهان فيما يلي. 


ليكن معنا القطع الناقص 4687, ذو المحور الأعظم 9يرء ولتكن 58هر دائرته العظمى. 
ليكن 777 عموديّاً على 8هرء وليقطع 727 القطمّ الناقص على النقطة © والدائرة على النقطة 


#رء فيكون معناء عندئة: 42-2 حيث يكون 50 قطر الدائرة الصغيرة. 


ليكن #24 موازياً للخط وير وليكن 07 عموديّاً على 9يرء فيكون معنا "23 - 347/7 


معناء و فقاً للقضتة ١4‏ 27-272 ؛ كما نحصل مد المقدّمة إلا 1 _ فلك 
ءَ 1 يو ساس كك لطاع تسعد كك لاط 
ويكون و ل مر من ولى على بير 20 


لقد خضع نحن القضيّة التاليةء دون شكُء لبعض التحويرات. تدلٌ على ذلك بعض 
الإشارات؛ وأولى هذه الإشارات هي أنّ ابن المح يُخبرنا في الصيغة نفسها لهذه القضيّة أنه 
سيقوم بحساب مساحات لقِطْعٍ من القطع الناقص؛ ولكنٌ هذا الحساب لم يَرِد في أي قسم من 
أقسام النص. 
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القضيّة -3١‏ إذا كان وترّ للقطع الناقص معلوماًء وإذا كان سهمٌ الوتر وأحد محوريْ القطع 
الناقص معلومين» كيف نحسب المحور الثاني؟ وكيف نحسب مساحة أيّة قطعة من القطع 
الناقص أو أي عنصر آخر مرفق بالقطع الناقص؟ 

يشير ابن الستمح» عندئذء إلى ثلاث طرائق لحساب طول المحور الثاني؟ وسنطيق هذه 
الطرائق على المثال الوارد أدناه. 
مسألة: ليكن معنا القطعٌ الناقص 2/470 ذو المحور الأعظم © والمحور الأصغر 40 
وليكن 05 الوترٌ ووسطه #إر وسهمّه 54. والمطلوب هو حساب ©4ء علماً بان 
اال - ق) إلق - 13 و 21 - 15 


الطريقة الأولى: يكون معنا 014 - 42: فر 7 فنحصلء عندئذء» على 
توي إذا ضربنا هذه الأعداد الثلاثة ببعضها البعض. يُطِبّق ابن السّمحء هناء القضيّة .١9‏ 


وذلك أنّناء إذا أخذنا بعين الاعتبار أن يدن - 22 ,ج - ي: 5-2 وَ م وأنّ 


لديناء في الدائرة» - طنا - 1 كلذ - 16 يكون معتاء بالفعل» 


“ورج - ١100‏ 6 مدورم- 0ر1 . 


حي 


الطريقة الثانية: الحساب الوارد في النصّ: 


2 
ثم _1]5 3 7ثم_د »و تج -4م 55 
+4 12 +4 "لية 4 7 .4 


2 
ملاحظة ‏ تتلكتب عبارة 62 وفقأ للمعطيات كما يلي: - 2 


وذلك أن - د ال - 2 (وفقاً للقضيّة .)١5‏ ويكون معنا في الدائرة» من جهة 


فشك 


أخرى. 0147-2 - 189 آط ١»‏ 0147 - 220 


2 2 
فتحصل على: توم - تمر - 1ك للك 
17 ا 


وهكذا لا يكون معنا 1-2- ره إلا في الحالة التي يكون فيها 014 - 4. 


الطريقة الثالثة: 341 404 - 4.3.12 - ج144 7ري - 2152 072 - 82 


دم 2< 7ه 072 140 
فيكون 2-2-2-7 


- :40 - 7ت - 100. 
1 4111 144 
ونلاحظ أنّه إذا قطع الخطٌ 034 الدائرة العظمى على النقطتين /ر و "رء يكون معنا 
تبعمم 2 1 5 
1/7 ابل - 1472 ١‏ 147 4304 - 13[ ) اف 1 70 كد | وفقاً للقضيّة 4). 


4" 6 087 
وينتهي النصّ بالمقدّمة التالية: 


المقدّمة 4- ليكن 4 عددأ بحيث يكون )ر - 8+0 » مع © #6 8. لنضع 4م جر 


وءن ند أ ننثه 5.1 2 : أ ير 
ا« - #ير» 8.6 -ج ؛ ونريد أن نبين أن 42 - برج . وهذا ما هو بديهيّ 2-8 . 


لنلاحظ أنّ نتيجة هذه المقمة ة قد استكخدمث» مرتين» خلال البرهان الوارد في النص. 
وهكذا لا يسمح مُستوى الصيغة أو مستوى البرهان أو مكان هذه الفقرة في النصء بنسبة 


ف 


هذه الفقرة إلى ابن السّمح» أي إلى مؤلف بقيّة النصن. إِنّْه من البديهيّ أن النصَ قد حُرّف في 
عذة مواضع» ابتداء من القضديّة .١٠١‏ 


5” النص والترجمة 

لقد وصلت إلينا الترجمة العبريّة لهذا المقطع من مؤلّف ابن السّمح في مخطوطة وحيدة 
موجودة في مكتبة بودليان في أكسفورد ([96 :2008/27 .ع7 «ء«هؤده77). تحتوي هذه 
المخطوطة على ”5 ورقة» وهي مكتوبة بخط يوسف بن يوّل بيباس الذي نسخها في 
القسطنطينيّة سنة ١5١05‏ للميلاد؛ والخطٌ صغير عاديّ من النوع الإسبانيّ. ويحتلٌ نصّ ابن 
السُمح الأوراق 45 ظ"دو. ولقد قام بالترجمة العبريّة قلونيموس بن قلونيموس الذي أنجزها 
في الخامس من كانون الثاني سنة ١١١7‏ للميلاد تحت عنوان "كتاب في الأسطوانات 
والمخروطات". ليس هناك أيّ شك في نسبة النصّ إلى ابن السّمحء وفقاً لمُستهلٌ النصصّ؛ 
ويتعلّق الأمرء على أرجح الاحتمالات» بمقطع من كتابه الكبير في الهندسة. 


لقد حقّق طوني ليفي 77 برورم7) النصّ العبري وترجمه إلى الفرنسيّة' '. ولقد راجعثُ 
الترجمة الفرنسيّة. أمَا حواشي هذه الترجمة» فقد كثتبت من قبل أحدنا أو من قبل الآخرء وفقاً 
للحالة المعالتجة. ولقد استخدمنا نفس المصطلحات التي أوردناها في "التنبيه" في أوّل الكتاب 
لنشير إلى الإضافات التي أدخلناها خلال تحقيق النص. 


'' انظر حول تاريخ الترجمة العبريّة التي قام بها قلونيموس بن قلونيموس وحول أعمال هذا الأخيرء المقمة التي حرّرها طوني ليفي في التحقيق 
النقدي للنصص العبري الذي هو قيد النشر. 
ف 


<مقطع لابن السمح> 


< في الأسطوانة وفي قطوعها المستوية > 


الترجمة العربية 


حُفظ هذا النصْ في مخطوطة عبريّة 


ترجمه طوني ليفي إلى الفرنسيّة» وراجعه رشدي راشد 


تفن 


5" 


<مقطع لابن السمح> 
< في الأسطوانة وفي قطوعها المستوية > 


<47/>1-5ظ/ كتاب في الأسطوانات والمخروطات 

قال': وَجَدتُ هذه المسائل مُجَمّعة في مؤلّف للفاضل ابن السّمْح؛ ولقد تئرك فراغ فيما بينها؛ 
ولقد دَوّن هذه المساتل في كتابه؛ كما أعتقدء "المَعقولات". 

تعريف الأكر والأسطوانات والمخروطات 


>١<‏ تعريف الكرة: الكرة هي ما يُولَدُه نصف دائرة عندما يكون قطره ثابتا بحيث لا يتحرّك 
وبحيث تدور قوسّه حنَّى ترجع إلى موضعها الأوّليَّ؛ والكرة هي ما ترسمه القوس والسطح 
<الذي ترسمه القوس>؛ وما ترسمه القوس هو سطح الكرة. والخطٌ الثابت هو قطر الكرة. 
وطرفا <الخط> هما قطبا الكرة. وسط الخط هو مركزها. والقوس التي تدور هي قوس 
الدائرة العظمى التي يُمكنها أن تحمل هذه القوس. 

تعريف الأسطوانة: الأسطوانة هي ما نحصل عليه إذا ثبّتنا ضلعاً لمستطيل» بحيث نجعل 
المستطيل بكامله يدور حول الخطّ حتّى يرجع إلى موضعه الأوّليّ. وما يرسمه المستطيل 
هو المجمّم الأسطواني؛ وما يرسمه الخطٌّ الموازي للخط الثابت هو سطح الأسطوانة. أمًا 
الخطان الباقيان اللذان يدوران حول طرفي الخط الثابت» فهما يرسمان قاعدتئ الأسطوانة. 
وإذا كانت مائلة» تكون الدائرة مائلة . 


أمّا تعريف المخروطه فهو يتماثل مع تعريف الدائرة: فإنٌ لهما نفس المحورء وارتفاعاهما 
متساويان؛ الطرف العلويّ للضلع الثابت هو رأس المخروط؛ سطح المخروط هو ما يرسمه 


' لا يتعلّق الأمر هنا بابن السئح نفسه» يل» على أرجح الاحتمالات» بِجَمّاعَ للأصسوص؛ وتثرجع العبارة "قال" التي سترد بعد الآن إلى اين السمح 


نقسةه., 
' انظر الشرح الريّاضيٌ؛ 1-7-5. 
ا" 


القطر<أي قطر المستطيل>؛ المجسّم المخروطيُّ هو ما يرسمه المثلّث الذي يدور حول 
الضلع الثابت؛ وقاعدة الأسطوانة هي قاعدة المخروط. 

لقد عرّف أقليدس الأسطوانة والمخروط بهذه الطريقة. وهو لم يُعرّف في الواقع سوى نوع 
واحد فقط: الأسطوانة ذات القاعدتين الدائريّتين والمحور العموديّ على القاعدتين؛ وكذلك 
هي الحال بالنسبة إلى المخروط: يُمكن استخراجٌ هذا النوع من المخروطهء من الأسطوانة. لم 


يكن أقليدس بحاجة إلى شيء آخر ولم يُشر في مؤلّفه إلا إلى هذا النوع. 


<7> والتعريف العام» المستقل عن التعريف السابق» هو التالي. ليكن معنا شكلان 
مستديران'» بحيث يكون محيط كل منهما اختياريّأء وبحيث يكونان في مستويين متوازيين؛ 
ولنحدّد مركزيهما ولنصل بينهما بخط. ونجعل خطأ يدور حول الشكلين المستديرين» على 
موازاة المحور الذي يصل بين مركزيهماء إلى أن يرجع إلى موضعه الأوّليَّ. وما يرسمه هذا 
الخ الموازي <للمحور> هو الأسطوانة. يتضمّن هذا التعريفُ كل أنواع الأسطوانات 
المدروسة في كتب الأقدمين؛ بالإضافة إلى خواصّها. وإذا كان المحور مائلاً بالنسبة إلى 
القاعدتين» تكون الأسطوانة» عندتذ مائلة. 

<7> ونئوّلد, انطلاقاً من هذين النوعين» نوعين آخرين» بواسطة قطوع <مستوية> مُرَتّبة 
بطرائق مختلفة. فإذا انطلقنا من أسطوانة قائمة مقطوعة بمستويين متوازيين» بحيث يكون 
القطعان ناقصين' » فإِنٌ هذين القطعين يُشكُلان مع قسم الأسطوانة المحصور بينهما أسطوانة 
ذات قاعدتين مؤلّفتين من هذين القطعين الناقصين وتكون مائلة بالنسبة إليهما. وإذا انطلقنا 
من أسطوانة مائلة مقطوعة بمستويين متوازيين عموديّين على المحورء فإنٌّ القطعين 
الناقصين يُشكُلان مع قسم الأسطوانة <المحصور بينهما> أسطوانة قائمة بالنسبة إليهما. 
ويُمكن إرجاع هذه الأنواع الأربعة إلى نوعينء إذ يُمكن استخراج النوعين الآخرين منهما. 
وهكذا إذا انطلقنا من كل من النوعين اللذين لهما قاعدتان على شكل قطع ناقصء يُمكن أن 
نولّد النوعين الآخرين اللذين لهما قاعدتان دائريّتان؛ إذا قمنا بالعملية بطريقة معكوسة. 

"يدك المولف بعبارة "الشكل المستدير”؛ كما نفهم مما يلي؛ على دائرة أو قطع ناقص. 

؛ إن المصطلح العبريّ المستخدم هنا يعني حرفيّاً أن القطعين منحنيان. ونؤكٌّد أنّ تبني هذا المصطلح لا يأخذ بعين الاعتبار مفردات أبلونيوس التي 


كان المترجم قلونيموس على علم بهاء وكان يستخدمها في نصوصه. 
كاد 


<> أمّا التعريف العام للمخروطه فهو التالي. لتكن معنا دائرة ونقطة خارج مستوي الدائرة؛ 
نصل بين هذه النقطة ومركز الدائرة بخطّ مستقيم؛ ونصل بينها وبين نقاط محيط الدائرة 
بخطوط مستقيمة عددها غير منته؛ ونجعل الخطّ الذي يصل بين هذه النقطة ومركز الدائرة 
ثابتأء بينما نجعل <أحد> الخطوط الأخرى يدور حول الدائرة حتّى يرجع إلى وضعه الأوّلي. 
وما يرسمه المثلث هو المخروط؛ بينما يرسم الضّلعٌ <الذي يستند إلى محيط الدائرة> سطحٌ 
المخروط؛ ومحور المخروط هو الخطّ الثابت ورأسه هو النقطة وقاعدته الدائرة. هذا هو 
تعريف أبلونيوس في كتاب "المخروطات". والمخروط الذي يكون محورّه عموديّاً <على 
مستوي الدائرة> هو مخروطً قائمٌ". أمَا المخروط الذي يكون محوره مائلاً فهو مخروط 
مائل. 
<5> التعريف العام للأسطوانة هو الذي أشرنا إليه أعلاه. والأسطوانة هي على نوعين: 
الأسطوانة التي تتكون قاعدتاها من شكلين مستديرين متساويين ومتوازيين» حيث يَمتدُ سطحٌ 
بانتظام بين هذين الشكلين؛ هذا هو النوع الأوّل". وينقسم هذا النوع بدوره إلى نوعين وفقاً 
لكون السطح المحدود بالقاعدتين منتصباأً بزاوية قائمة على هاتين القاعدتين أو بزاوية غير 
قائمة فيكون مائلاً عليهما. وإذا كان السطح قائمأ على القاعدتين» تكون الأسطوانة قائمة؛ وإذا 
كان السطح مائلاً على القاعدتين» تكون الأسطوانة مائلة. وينقسم كل نوع من هذين النوعين 
أيضاً إلى نوعين آخرين/47و/ وفقاً لكون القاعدتين دائريّتين أو على شكل قطع ناقص. وإذا 
كانت الأسطوانة من النوع الأوّل وكانت قاعدتاها دائريّتين» تكون الأسطوانة دائريّة قائمة 
من النوع الذي أشار إليه القدماء؛ وإذا كانت مائلة» يكون معنا عندئذ أسطوانة دائريّة مائلة. 
وإذا كانت القاعدتان على شكل قطع ناقصء يُمكن أن تكون الأسطوانة» عندئذء قائمة أو 
مائلة, 

وتدخل كل هذه الأنواع؛» بمختلف طرائق إحداثهاء ضمن التعريف الذي أدخلتثه سابقاً. 
وإذا كانت قاعدتا الأسطوانة دائريّتين وكان السطح المحدود بهما على زاوية قائمة» يكون 
المحورء عندئذء عموديّاً على قاعدة الأسطوانة» كما قلنا؛ وكلٌ الأضلاع القائمة - التي تصل 


” العبارة العبريّة تعني أنّه منتصب على زوايا قائمة. 
' انظرء فيما يخصٌ النوع الثاني غير المُعرّق هناء الشرح الريّاضيّ 5-١-؟.‏ 
يف 


بين القاعدتين - متساوية؛ وكلّما قطع مستو الأسطوانة بنصفين» يكون ذلك وفقاأ لمستطيل 
متساوي القطرين؛ وهذان القطران هما قطرا الأسطوانة. وكلٌ أقطار الأسطوانة متساوية. 
35> كتاب الأسطوانات 


<5> قال: توجّدء كما قلناء عدّة أنواع من الأسطوانات؛ فبعضها له قاعدتان دائريّتان» 
وبعضها الآخر له قاعدتان غير دائريّتين. والمنحنيات التي تختلف عن الدوائر كثيرة ولا 
يُمكن أن نحصيها كلها: قطوع الأسطوانات القائمة والمائلة» قطوع المخروطاتء الأشكال 
البيضاويّة وغيرها والشكل المحاط بخطّ منحن غير منتظم". ونظراً إلى كلّ هذه الأسباب» 
يليق بنا أن نقدم تعريفاً عامّاً صالحاً في كلّ الحالات؛ ولنذكثر أوّلا ما تجب الإشارة إلية قبل 
تقديم التعريف. 


<7> إذا كان معنا شكلان مدوّران” متساويان ولهما نفس الصورةء نأخذ على كل منهما 
نقطة وتُخرج من هذه النقطة خطوطاً حتّى المحيط» بحيث يكون لها نفس العدد وبحيث يكون 
كل خط مساوياً للخط المماثل له ويُشكل كل زوج من الخطوط في كل شكل من الشكلين» 
زاوية مساوية لتلك التي يُشكّلها زوج الخطوط المماثل في الشكل الآخر. ونقول إِنّ هاتين 
النقطتين في وضعين متشابهين. يوجد هذان الشكلان المدوّران والمتساويان واللذان لهما نفس 
الصورة في مستويين متوازيين؛ والمستوي الذي يمر بنقطتين متشابهتين يقطع هذين الشكلين 
على خطّين متساويين» فنقول إِنَّ لهذين الشكلين وضعين متشابهين. 

<> يكون تعريف الأسطوانة» بعد أن فرضنا ذلك؛ كما يلي. لنأخُدْ في مستويين متوازيين» 
شكلين مدوّرين متساويين ولهما نفس الصورة؛ ولنحدّدء في هذين الشكلين» نقطتين في 
وضعين متشابهين؛ ولنصل بينهما بخط مستقيم؛ ولنجعل خطأ مستنداً إلى هذين الشكلين 
يدورء على أن يبقى موازياً للخطّ الذي يصل بين النقطتين ذواتي الوضعين المتشابهين» حتّى 
يعود إلى موضعه الأوّلىّ. والخطّء الذي يصل بين النقطتين ذواتي الوضعين المتشابهين: 


* انظر الشرح الريّاضيّ 5-؟-5. 
* هذه العبارة "الشكل المُتَوّر” هي بوضوح أعمٌّ من عبارة "الشكل المستدير" التي تدلٌ على الدائرة أو القطع الناقص. وذلك أن الامر لا يتعق» 
كما نفهم مما يلي في النصنء إلا بشكل مُعْلَقٍ ذي مركز تناظر. 

ما" 


يُسمّى محور الأسطوانة". ويكون كلّ خط يصل بين نقطة من محيط أحد الشكلين إلى نقطة 
من محيط الشكل الآخرء على أن يبقى موازيأ للمحور» ضلعاً للأسطوانة. وإذا كان المحور 
عموديّاً على مستويّئ الشكلين المُدوّرين: تكون الأسطوانة قائمة؛ وتكون الأسطوانة مائلة في 
الحالات الأخرى. 
<9> قال: لقد أشرنا سابقاً إلى وجود أنواع عديدة من الأسطوانات. ولا توجّد طريقة 
للحصول عليها كلهاء لذلك نريد أن نذكُر من هذه الأسطوانات تلك التي ترشدنا في معالجة 
الأسطوانات الأخرى. 

لنبدأ بعرض الدراسة المكرّسة للأشكال الحاصلة من القطوع المستوية للأسطوانات 
وللمسائل الخاصة بها؛ م نعرض الدراسة المكرّسة للمساحات وللمسائل الخاصة يها 
ولمسائل النّسّب بينها؛ ونعرض بعد ذلك مسائل الأكر - الحاصلة انطلاقاً من أنصاف 
الدوائر؛ ثمّ نعرض الدراسة المكرّسة لأحجام هذه الأكر. 

ويليق بنا أن نبدأ بدراسة الأسطوانة الدائريّة القائمة» إذ هي الأبسط'' بين كل 
الأسطوانات. وذلك أن الزاوية القائمة هي أبسط الزواياء كما أنّ الدائرة هي أبسط الأشكال 
المدوّرة. وننتقل من هنا إلى ما يلي. وليكن الخالق» تبارك وتعالى» في عوننا. 
>١١<‏ دراسة قطوع الأسطوانات القائمة ذات القواعد الدائريّة والتعريف الذي ينطبق عليها. 

التعريف الذي ينطبق على هذا النوع من الأسطواناتء باستثناء أيّ نوع آخرء هو الذي 
أشار إليه أقليدس. نحصل على هذه الأسطوانة» وفقاً لتعريف أقليدس, بتثبيت أحد أضلاع 
مستطيل ما؛ وهذا ما قد أشرنا إليه. توجّد ثلاثة أنواع من قطوع هذا النوع من الأسطوانات. 
إذا كان مستوي القطع مارّ بالمحور أو موازياً له» يكون القطع مستطيلاً؛ وإذا كان مستوي 
القطع موازيأ للقاعدتين» يكون القطع عندئذ دائرة؛ وإذا لم يكن مستوي القطع موازياً 
للقاعدتين يكون القطعٌ قطعاً ناقصاً. 


* لا يكون الخطّ الذي يصل بين النقطتين ذواتي الوضعين المتشابهين؛ محوراً للأسطوانة إلا إذا كانت هاتان النقطتان مركزيي التناظر حسب 
الترتيب لكل من القاعدتين. 
'' تعني العبارة العبريّة: "الأقوّم"؛ وهي نفسها التي تستخدّم لوصف الزاوية والدائرة. 
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>١١<‏ النوع الأوّل من قطوع الأسطوانات التي لها قاعدتان دائريّتان. 

إذا قطعنا الأسطوانة بمستو مواز للقاعدتين يكون القطع مُولّداً بحركة خطّ بحيث يكون أحد 
طرفيه ثابتأء وبحيث يدور في المستوي حتّى يعود إلى وضعه الأوّليَ. وتتسمّى قطعة 
المستوي التي يمسحها هذا الخطّ دائرة» وما يرسمه الطرف الآخر للخط يُسمّى محيط الدائرة. 
ويُسمّى الخطّ المتحرّك نصف القطر. وتتسمّى النقطة الثابتة مركز الدائرة؛ وكلُ الخطوط 
الخارجة منها حتّى محيط الدائرة متساوية فيما بينها. وهذا القطع دائرة بالضرورة. وذلك 
لأنّنا نجد» من بين خواصه: أنّ له نقطة داخليّة بحيث تكون كل الخطوط الخارجة منها حتّى 
محيط القطع متساوية فيما بينها؛ ولكنّنا نجدء في الشكل الدائري المولّد بحركة الخطّء نقطة 
بحيث تكون كلّ الخطوط الخارجة منها حتّى المحيط متساوية فيما بينها. فإذا أطبقنا هذا القطع 
على الدائرة التي يكون نصف قطرها مساوياً لنصف قطر القطعء فإنّه يلتصق بها تماماً. 
>١7<‏ لنعرض المقدّمات التالية الخاصّة بهذه القطوع الدائريّة. 

<> تتساوى نسبة مساحة أي دائرة» إلى مساحة أيّة دائرة أخرىء مع نسبة مربّع قطر 
الدائرة الأولى إلى مربّع قطر الدائرة الثانية. وهذا ما يساوي مربّع نسبة القطر إلى القطر. 

حب> تتساوى نسبة مساحة أي دائرة» إلى مساحة أيّة دائرة أخرى» مع نسبة مساحة 
المضلّع المحاط بالدائرة الأولى إلى مساحة المضلّع المحاط بالدائرة الثانية. وتتساوى هذه 
النسبة مع مربّع نسبة ضلع المضلّع إلى ضلع المضلّع. 

ولقد بُرَهِن كل هذا انطلاقاً مما برهنه أقليدس في <المقالة> الثانية عشرة من كتابه. 

<ج> تتساوى <مساحة> كل دائرة مع <مساحة> المثلّث القائم الزاوية الذي يكون أحد 


ضلعي زاويته القائمة مساويأ لمحيط الدائرة» ويكون الضلع الثاني لهذه الزاوية مساوياً 
لنصف قطر الدائرة. 


00 


<د> إِنّ نسبة قطر أيّة دائرة إلى محيطها هي نفس نسبة قطر أيّة دائرة أخرى إلى 

١١ 

<ه> نسبة محيط الدائرة إلى قطرها أصغر من ثلاثة أضعاف قطرها مع سبع هذا القطر؛ 
وهي أعظم من ثلاثة أضعاف قطرها مع عشرة أجزاء من واحد وسبعين من هذا القطر' '. 

<و> تتساوى نسبة مساحة أيّة دائرة إلى مربّع قطرها مع نسبة ١١‏ إلى .١5‏ 
>١ ”<‏ لقد برهن كل هذا من قبّل أرشميدس. 

أمّا المسائل التالية» الخاصة بالدائرة» فلم يشر إليها أقليدس ولا أرشميدس ولا أحد 
غيرهما. وهي قسمٌ من الخواص المطلوبة لدراسة قطوع الأسطوانة. 
<المقدّمة >١‏ لتكن معنا دائرتان اختياريّتان» ولنقسم قطر إحداهما في نقطة مختلفة عن 
المركز؛ نثخرج من هذه النقطة عموداً <على هذا القطر> فيكون وتراأً لهذه الدائرة. ونقسم 
قطرأً للدائرة الثانية بنفس القسمة» ونثخرج من نقطة <القسمة> عموداً <على هذا القطر> 
فيكون وترأ لهذه الدائرة. فتكون نسبة الوتر إلى الوتر كنسبة القطر إلى القطر. 
مثال: لنأخذ الدائرتين 8 وَ 52 وليكن 8 وَ 52 قطرين لهاتين الدائرتين. نقسم 48 في 
نقطة 6 التي نكخرج منها العمود 67 على 8 ونمدُه على استقامة حتّى يصبح وترأء "2707 
للدائرة. ونقسم 752 في نقطة 7رء بحيث تكون نسبة 727 إلى 77 كنسبة 46 إلى 678. ونلخرج 
من 8 وترأ عموديّاً على القطر 72» وهو الوتر.5211. 


أقول إنّ نسبة 77 إلى ,27 كنسبة 8ار إلى 52. 


'' لقد صاغ بئو موسى هذه الخاصّة ضمن "كتاب معرفة مساحة الأشكال البسيطة والكريّة"» القضيّة الخامسة. انظر الفصل الأوؤل. 
'' إن صيغة أبن السَّمْح هذه مماثلة للصيغة التي استخدمها بنو موسى في القرن التاسع(انظر المرجع السابعء في نهاية برهان القضيّة 5 الفصل 
الأؤل) والكندي (انظر ر. راشد « “عإعرل عط ره #مء جع ناموعم عطآ!" ردء 0 77أطعمم جه بممنرء ج207 لد قم » ٠‏ ضمن المجلّة 
لإحامهدهانطم لمج كععمعء5 عءزطوءف المجلّد ؟ :)١1397(‏ ص, 07-7؛ النصّ العربي ص. ,5٠‏ س. ١-5‏ ١؛‏ النصن الإنكليزي ص. .)5١‏ 
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١ الشكل‎ 

البرهان: لنرسم الخطوط (زيى 28) عرير و ترق. تتساوى نسبة 18 إلى 70 مع نسبة 52 إلى 
7ج؛ والمثلث 28 قائم الزاوية والخطً ©7 عموديّ على إر؛ فتكون نسبة ©" إلى 80 
كنسبة مربّع ©4 إلى مُربّع 27» كما أشار أقليدس إلى ذلك في <المقالة> السادسة من كتابه. 
وكذلك تكون نسبة يري ' إلى 9ج كنسبة مربّع #أركر إلى مُربّع #ر. فتكون نسبة مربّع 29 
إلى مُربّع 7 كنسبة مريّع 46 إلى مُربّع 277؛ فتكون نسبة ©4, إلى 67 كنسبة #ركر إلى 
؛ < فتكون نسبة 406 إلى #رير كنسبة 67 إلى 27؛ ولكنٌ نسبة ©4, إلى 2 كنسبة 
8 إلى جعء أي كنسبة 8 إلى ج5>؛ فتكون بالتالي نسبة 8 إلى 52 كنسبة 67 إلى 
؛ ولكن 27 هي ضعف 726 و #7 هي ضعف 72م. وهكذا بيّنَا أن نسبة أي وتر من 
الدائرة <الأولى> عموديّ على 48, إلى وتر من الدائرة <الثانية> عموديّ على 22 كنسبة 
القطر إلى القطرء إذا كان هذان القطران مقسومين بنفس النسبة. وهذا ما أردنا أن نابيّن. 
<المقتمة ؟> لنأخذ دائرتين ذواتي القطرين 8ل وَّ 67. نقسم 7© على النقطتين © و 24 
ونقسم 8ل على النقطتين ير وّ يم بحيث تكون نسبة #رم إلى 8ار كنسبة غ67 إلى 62 
وبحيث تكون نسبة 97ر إلى 9زار كنسبة 224 إلى 67. ونثخرج الخطين 22 وَ 777 العموديّين 
حسب الترتيب على 8 و 67؛ ونتخرج بنفس الطريقة الخطين غ5 وَ 7/14 العموديّين حسب 
الترتيب على 48 و 67©. فتكون نسبة 72 إلى 3/34 كنسبة القطر إلى القطرء وتكون نسبة 
5ت إلى مر كنسبة القطر إلى القطر. ولنصل بين 7 و وبين 2 و 87 وبين 77 و ع وبين 74 
وآ 


* نجد #ركر بدلاً من 77 في المخطوطة. 
ام 


أقول إِنّ المثلثين 2278 و 5.1/47 متشابهان» وإنّ المثلثين 5777 و 1477 متشابهان أيضاً. 


الشكل ؟ 


البرهان: تكون نسبة #رار إلى 8م كنسبة 50 إلى (77؟ وتكون نسبة 8م إلى 7ار كنسبة 020 
إلى 24؛ فنستخرج من التساوي بين النّسب *' أنّ نسبة #رهم إلى رار كنسبة عزج إلى 4ى؛ 
وإذا فصلنا''» تكون نسبة جرهم إلى عير كنسبة 0 إلى 24؛ وإذا بدُلنا"'» تكون نسبة #را, 
إلى 67 كنسبة 527 إلى 574 ولكن نسبة #رهم إلى 07 كنسبة القطر إلى القطر؛ فتكون نسبة 
عر إلى #34 كنسبة القطر إلى القطرء وتكون نسبة القطر إلى القطر كنسبة 277 إلى 477؛ 
والزاويتان في 2 وَ 14 متساويتان» فيكون المثلثان 5777 وَ 50417 متشابهين. ونبيّن بنفس 
الطريقة أنّ المثلثين 2575 وَ 2341 متشابهان. وهذا ما أردنا أن نابيّن. 

<المقمة "> لناخذ دائرتين ذواتي القطرين 8 وَ 67. ولنعلّم نقطة 7 في أي مكان <على 
8 >؛ وتُخرج من هذه النقطة خطأ حتّى محيط الدائرة؛ وليكن 76 هذا الخط. ولنقسم القطر 
<بنفس النسبة> على النقطة ر؛ ونخرج من هاه النقطة الأخيرة خطأ حتّى الدائرة: 
حوهو الخط 23/0 >» الذي يُشكُل مع الخط ,8/5 زاوية مساوية للزاوية 708. 


أقول إنّ نسبة 0 إلى 70 كنسبة القطر إلى القطر. 


"' إن العيارة "نسبة المسلواة" أو "التساوي بين النستب" ترجمة للعبارة اليونائية دي إيسو لوغوس (كتاب "الأصول"» المقاثة الخامسة؛ التعريف 
»)٠١‏ وهي تدل على الأخذ بعين الاعتبار للحدّين المتطرّفين في متتائية من المقادير. 
'' ترجع الفعل العيريٌ المستختم إلى عبارة أقليدس "تفصيل النسبة"(المقالة الخلمسة؛ التعريف )١5‏ 
'' يُرجع الفعل العيري المستخنم إلى عبارة "تبديل (أو إبدال) النسبّة" (كتاب "الأصول”” المقللة الخامسة:؛ التعريف ؟١)‏ 
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الشكل ” 

البرهان: لنُخرج من النقطة 0 خطأ عموديّاً على 7>ء وليكن 0#. إذا كانت الزاوية 607 
حادّة» تكون عرق بين /د وَ 2. ولنخرج أيضاً من النقطة # الخط العمودي مع على وى 
أقول إِنْ نسبة 47 إلى 278 كنسبة 24 إلى ,347. برهان ذلك: إذا لم يكن الأمر كذلك؛ 
<ستكون على 48 نقطة ير مختلفة عن 7 بحيث> تكون نسبة 504 إلى ,347 كنسبة #رم إلى 
و5 فلنخرج 7م الخطّ العموديّ على 8هرء ولنصل بين 2 وَ ©. يكون المثلث 702» وفقاً لما 
أثبتناه سابقء مشابهأ للمثلث 02/14؛ فتكون الزاوية 768 مساوية للزاوية 5387. ولكثّنا 
افترضنا أَنْ الزاوية 7000 مساوية للزاوية 270 فتكون الزاوية الصغرى مساوية للزاوية 
العظمى؛ وهذا مستحيل. فلا يمكن أن تكون نسبة 2 إلى 78 غير مساوية لنسبة 524 إلى 
17 

ونستخرجء مما أثبت في المقدّمة الأولى أن نسبة 27 إلى 034 كنسبة القطر إلى القطر؛ 
وتكون» من ناحية أخرى» نسبة 7ع إلى 034 كنسبة 776 إلى /07» لان المثلّثين متشابهان؛ 
فتكون نسبة 76 إلى /07» بالفعل» كنسبة القطر إلى القطر؛ ويكون الأمر كذلك لنسبة <أي 
زوج> من الخطوط المرثبة بنفس الطريقة. وهذا ما أردنا أن تُبيّن. 
<75-”7> النوع الثاني من قطوع الأسطوانة القائمة ذات القاعدتين الدائريّتين 

إذا قطعنا الأسطوانة القائمة ذات القاعدتين الدائريّّتين بمستو غير مواز لقاعدتيهاء فإِن 
القطع النائج <يْوَاد> إذا ثبكتنا ضلعاً لمثلث» وجعلنا الضلعين الآخرين يدوران في مستوي 


المثلث <بحيث لا يتغيّر مجموعهما> حتّى يرجع إلى وضعه الأوّلي. 


مك 


سنعرض برهاناً لما نقوله فيما يلي» بعد أن نُشيرَ من بين خواص الشكل المولد بحركة 
المثلّث إلى الخاصة المميّزة له» وبعد أن نُشيرَ من بين خواص القطع المائل للأسطوانة إلى 
الخاصّة المميّزة له وبعد <أن نتحقتق من أنَّ> هذه الأخيرة/48و/ تتلاءم جيّدأً مع ما سنشير 
إليه بخصوص الشكل المولّد بحركة المثلث. ونقوم هناء بطريقة ممائلة لما فعلناه بخصوص 
قطع الأسطوانة الموازي للقاعدة» عندما أظهرنا خاصّة تتوافق مع خاصة الدائرة» وهي أنه 
توجّد نقطة بحيث تكون كلّ الخطوط الخارجة منها إلى محيط الدائرة متساوية. 


لنعرض إذأً المقدّمات الضروريّة المتعلّقة بالشكل الحاصل من حركة المثلّث. 


نقول إنّ الشكل الحاصل من حركة المثلّث يسَمّى "الشكل المُدوّر المستطيل"*'؛ وهذا 
الاسم مُستَخرجٌ من صورته؛ فمحيطه مدوّرٌ مستطيلء ولكن الاستدارة» وكذلك الاستطالة» لا 
تميّزه بشكل وحيد. وهذه التسمية تفرض نفسها بسبب الطريقة التي يُولّد بها هذا الشكل» فهذه 
الطريقة تستخدم الحركة الدائرية مع الحركة المستقيمة؛ وهذه الأخيرة هي الامتداد بالطول. 


وتولّد حركة الطرف <المشترّك> لضلعئ المثلّث ما نسميّه "محيط الشكل المدوّر 
المستطيل". ويُسمّى الضلع الثابت للمثلث "الضلع المركزي""!؛ ويُسمّى الضلعان الآخران " 
الضلعين المتحرّكين""' '. أمّا المثثء فيُسمّى "مثلّث الحركة". 


يتطابق الضلعان المتحرّكان خلال حركتهما مع الضلع المركزيّء وفقاً لما ذكرناه حول 
طريقة عمل الشكل؛ فيشكّلان معه خطأ وحيداً ويبلغ الامتدادٌُ المستقيمٌ والامتداد الدائري 
أقصاهماء كما يبلغ الفرق بين الضلعين أقصاه ويكون مساوياً للضلع المركزي بكامله. إن من 
الواضحء أيضأء أنّ أحدهما يكبر بينما يصغر الآخر في نفس الوقتء» خلال الدوران؛ 
فالضلعء الذي يدور مقترباً من الطرف الذي خرج منه» يصغر؛ بينما يكبر الضلعٌ الذي يدور 
مبتعدأ عن الطرف الذي خرج منه؛ بحيث تكون الزيادة في طول أحدهما مساوية للنقصان 
في طول الآخر. وقد يحدث,ء بما أن أحدهما يكبر بينما يصغر الآخرء أن يُصبحا متساويين 


“ العبارة الهبريّة» المستخدّمة في النصّء هي ترجمة مطابقة لعبارة بني موسى "الشكل المُدوّر المستطيل”. 
تعني العبارة العبريّة حرفي "ضلع المركز". 
''تعني العبارة العبريّة حرفيّا "ضلعي الدوران”. 

ممد 


في الطول في بعض المواضع. ولا يحصل هذا التساوي إلا في موضعين موجودين في كلتا 
جهتي الضلع المركزيٌ. نئسمّي الضلعين» في هذه الحالة» الضلعين المتحرّكين المتساويين؛ 
فيقطع العمودُ<على الضلع المركزيّ>» الخارجٌ من طرفهما <المشترك>». الضلعَ المركزي 
في وسطه. وهذه النقطة هي مركز الشكل. وهي أيضاً مركرٌ لدائرتين: الدائرة الأولى تمر 
بالطرف<الآخر> لهذا العمود - الذي يُمثثتل نصف قطر لها - وهذه الدائرة مماسّة للشكل. 
ما الدائرة الثانية» فإِنّ طرف قطرها هو النقطة التي يلتصق فيها ضلعا المثلّثين فيشكلا خطأ 
واحدأ وتكون المسافة إلى المركز قد بلغت أقصاها في كل طرفب من الطرفين. ويظهرء 
أيضاء أنَّ هذا القطر مساو للضلعين المتحرّكين< مجتمعين>؟ وذلك أنّنا نحصل على القطر 
إذا تناولنا القطعتين» اللتين تتجاوزان الضلع المركزي من الطرفينء وبدّلناهما. وهذه الدائرة 
العظمى مماسّة للشكل؛ والقطر الأعظم مشترَّكٌ بينهما. تسمّى الدائرة العظمى الدائرة 
المحيطة. وتُسمّى الدائرة الصغرى الدائرة المحاطة. 

تنقسم كل الخطوط المستقيمة» التي تمر بالمركز وتقطع الشكلء إلى قسمين متساويين في 
هذا المركز. وتسمّى هذه الخطوط الأقطار. وأعظم هذه الأقطار هو القطر المشترّك بين 
الشكل والدائرة المحيطة؛ وأصغرها هو القطر المشترّك بين الشكل والدائرة المحاطة. 

ويُسمّى كلٌ خطء يقطع المُنحنى ولا يمر بالمركزء "وترأ". والأوتار التي تنقطع إلى 
نصفين بأحد القطرين - الأعظم أو الأصغر - تكون عموديّة عليه. وإذا قطع <أحد 
القطرين> وترأ بزاوية قائمة؛ فإنّه يقطعه إلى نصفين. 

ويُسمّى الخطّء الخارج بزاوية قائمة من أحد' "طرفي الضلع المركزيّ إلى الدائرة 
العظمىء "الخظٌّ المساوي"؛ وتسمّىء القطعة من هذا الخطّ الواقعة ضمن الشكل المستطيل: 
"الخطّ المنفصل". 
<القضيّة >١‏ يكون» في كل شكل مدوّر مستطيلء مجموعٌ أربعة أضعاف مريّع الخطّ 
المساوي ومربّع الخطّ المركزيّ مساوياً لمربّع القطر الأعظم. 

مثال: ليكن معنا الشكل المدوّر المستطيل ذو القطر الأعظم 48م والضلع المركزي 52 
والدائرة المحيطة التي تمر بالنقطتين #روّ 8 والخطّ المساوي 277. 


'' نسمّي هذه النقطة بؤرة القطع الناقص. 
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أقول إن مجموحَ أربعة أضعاف مريبّع 277 ومربّع 2 مساو لمربّع 8ه 


الشكل * 


البيرهان: لنأخذ القطعة 27<على ج2 > المساوية للقطعة #ريرء فتكون 47 مساوية ل 7ج 
وتكون 77 مساوية ل 78. ويكون مجموع أربعة أضعاف مضروب 87 ب 24 ومربّع 47 
مساويا لمربّع 8 ولكنٌ أربعة أضعاف مضروب 298 ب 24 تساوي أربعة أضعاف مربّع 
2. فيكون مجموع مربّع 2 - الذي هو الخط المساوي - ومربّع 7؛ المساوي لمربّع 
الضلع المركزيء مساويا لمربّع 8رلم الذي هو القطر الأعظم. وهذا ما أردنا أن نابيّن. 
<القضيّة ؟> يكون الخطّ المساويء في كلّ شكل مدوّر مستطيلء مساوياً لنصف القطر 
الأصغر؛ ونسبة الخطّ المنفصل إلى الخط المتناسب مع نصف القطر الأصغر ونصف القطر 
المركزيء هي كنسبة نصف الضلع المركزيّ إلى نصف القطر الأعظم. 

مثال: ليكن معنا الشكل المدوّر المستطيل 487270 والدائرة المحيطة 477, والضلع المركزي 
2 والخط المساوي 27 والخطّ المنفصل 2# ووسط الضلع المركزيّ 7# والقطر الأصغر 
0 وتكون نسبة 227 إلى 7578 كنسبة 857 إلى 27" - بحيث يتناسب الخط ,27 مع 
< 811 و 213>. 


أقول إِنّ 77 مساو ل 79 وإِنّ نسبة الخط المنفصل 27 إلى ,7 كنسبة 72 إلى (717. 


'' لا تستختم النقطة ,رء التي أدخلت في صيغة القضيّة: إلا في الفقرة الأخيرة للبرهان. لقد وضعنا - © وآثبتنا أن 2 - 5 . يتعلق وضع .1 


بالمعطيات: إذا كان 8 < ع»؛ تكون ربين 8 و 8؛ إذا كان 8 ح ع» تكون رفي 8؛ إذا كان 8 > ع+ تكون كر بعد 8 والخط هو في الواقع الخط 
المتواصل الثللث في العلاقة :27 _ 8 
8 ظير 
وار 


الشكل ه 


البيرهان: لنصل بين 7 وَ 7 وبين 7 وَ 8. وطول 7727 مساو لنصف القطر الأعظم؛ وهو طول 
2 فتكون هاتان القطعتان متساويتين. فنستخرج من ذلك أنْ <مجموغ> مربّع 9ه 
ومربع 7# يتساوى مع <مجموحً> مريّع 77# ومربّع 77. فإذا طرحنا مربّع 7# المشترّك 
بينهماء يكون مربّع 877 مساوياً لمربّع 77؛ أي أن 877 يساوي 77. 


لنصل بين 5 وّ ع مجموع 2, وَ 2 يساوي (,ير» فيكون مجموخ مربّع يزكر ومربّع 
7 وضعفيّ مضروب يري ب 2 مساوياً لمربُّع 0 ولكنٌ مربّع #رور يُساوي مجموع مربّع 
7 ومريّع غ2. فيكون مجموع ضعفي مضروب 2 ب 82 وضعفي مربّع 52 ومربّع 282 
مساوياً لمربّع 4 


ولكنٌ مربّع 7 يساوي مجموع أربعة أضعاف مربّع 27 - وَ 727 تساوي 988 - ومربّع 
27 '"'. فيكون مجموع أربعة أضعاف مربّع 77 ومريّع 57 مساوياً لمجموع مربّع 2 
وضعفي مربّع 2# وضعفي مضروب 52 ب ك. فإذا طرحنا مربّع 77 المشترّك بين 
المجموعينء تكون أربعة أضعاف مريّع 77 مساوية لمجموع ضعفي مضروب م8 ب 727 
وضعفي مربع 227. فيتساوى ضعفا مربع 27 مع مجموع مضروب غ21 ب 52 ومربع 2غ. 


'" انظر القضيّة .١‏ 
ممه 


ولكنُ مجموعٌ مضروب 2 ب 57 وَمربّع 57 يساوي مضروب/8؛4ظ/ 17 بمجموع 
5 وَ 2 ؛ ومجموع ير وَ 2 يساوي 47. فيكونء بالتاليء مضروب (/ ب 2 (الخطّ 
المنفصل) مساوياً لضعفي مربّع 77 (الخط المساوي). 


تساوي 80 مساوية لضعفي 77 لأنّ 77 مساوية ل 2ر. فنستخرج من ذلك أن مضروب 
7 ب 80 مساو لضعفي مربّع 72. وهكذا يكون مضروب 52 ب 4 مساوياً لمضروب 77 
ب 86. فتكونء بعبارة أخرىء نسبة 52 إلى 27 كنسبة ©# إلى 47 وأيضاً كنسبة النصف 
إلى النصفء أي كنسبة ور إلى 27. 


إنْ نسبة جر إلى 827 كنسبة 9 إلى 7 ونسبة 9 إلى ,57 كنسبة ورج إلى ير؛ 
فلذلك يكون معنا ثلاثة مقادير 7 » 88 وّ .77 ء ومقادير أخرى بنفس العدد وهي 82 ١»‏ 7877 
وَ 870 بحيث يكون كل زوج مأخوذ من المقادير الثلاثة الأولى في نفس النسبة مع زوج 
مأخوذ من المقادير الثلاثة الأخرىء وفقاً لترتيب مُختتتلٌ؛ '؛ فإذا أخدنا هذه النسّب المتساوية 
بعين الاعتبارء تكون نسبة الخط المنفصل 2 إلى الخطّ المتناسب 75رء كنسبة نصف الضلع 
المركزيّ 77 إلى نصف القطر الأعظم 277. 

وهكذا أثبتنا أنّ الخط المساوي يتساوى مع نصف القطر الأصغر وأنٌّ نسبة الخطّ المنفصل 
إلى الخطّ المتساوي كنسبة القطر الأصغر إلى القطر الأعظم؛ وأنّ نسبة الخطّ المنفصل إلى 
الخط المتناسب كنسبة نصف الضلع المركزيّ إلى نصف القطر الأعظم. وهذا ما أردنا أن 
<القضيّة ”> إذا تلاقى الضلعان المتحرّكان» في كلّ شكل مدوّر مستطيلء في نقطة غير 
مطابقة لطرف القطر الأصغرء تكون نسبة أعظم ضلع من الضلعين المتحرّكين < إلى الخطّ 
الحاصل من تمديد أعظم الخطّين المفصولين» على الضلع المركزيٌء بمسقط العمود الخارج 
من نقطة تقاطع> الخطّ المتناسب مع نصف القطر الأصغر ونصف الضلع المركزي» كنسبة 
نصف الضلع المركزيّ إلى نصف القطر الأعظم. 


؛" يتعأق الأمرء وفقاً للعبارة العبريّةء ب "اختلافات النسبة في المقادير بالتقديم والتآخير". وهذا يرجعنا إلى استخدام "النسبة المضطربة" 
("الأصول": المقالة الخامسة» التعريف :)١8‏ يتناسب حدّان متتاليين من المتتالية الثانية مع حدّين متتاليين من المتتالية الأولىء على أن يكون 
الثرتيب الخاصّ بالمتتالية الأولى مختلا. 
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مثال: ليكن معنا الشكل المدوّر المستطيل 4807 » حيث يكون 48 قطره الأعظم» 67 قطره 
الأصغرء 5 الضلمٌ المركزيٌء يريم وَ 27 الضلعين المتحرّكين» :5 و 2 الخطين 
المنفصلين. لنتخرج من النقطة بر العمود 77م على القطر الأعظم. ولتكن نسبة 777 إلى 674 
كنسبة 624 إلى 7رء فيكون 777 ”". عندئذء الخط المتناسب. 


أقول إِنّ نسبة بير إلى بير كنسبة 274 إلى 44/. 


الشكل 1 


البرهان: لا يمكن أن تكون النقطة رء نقطة التلاقي بين الضلعين المتحرّكين» إلا بين 
النقطتين 6 و يت أو في النقطة # أو بين النقطتين ع وَ 8. 


لتكن النقطة بر في أول الأمرء بين النقطتين © و #رء فتكون الزاوية2» عندئذء قائمة أو 
منفرجة أو حادّة. ولتكن أوّلاً قائمة. 


يكون مجموع 8527 و 7277 وضعفيْ مضروب 28ر2 ب 77 مساوياً لمربّع 8ه ولكنٌ 
مجموع مربّع 5# و مربّع 57 يساوي مربّع 52, لأنْ الزاوية # قائمة. فيكون مجموع 
ضعفيٌ مضروب 2527 ب 777 ومربع 27 مساوياً لمجموع مربّع 77 وأربعة أضعاف مربّع 


*' النقطة /8 الواردة في صيغة القضيّة معرّفة بالمعلدلة /7:--21 --*؛ وطول 277 مسار لطول .57, الوارد في القضيّة السابقة. لا يتعأق طول 
277 بالتقطة 7 التي تم اختيارها؛ بل إِنّ وضع #7 مرتيطٌ باللقطة "7 مسقط اللفطة 7على 49 ويُمكن أن تكون اللفطة #إزبار بين 14 و 9رء في 8 أو 
ما بعد 8. وتبقى اللتيجة المثبتة صحيحة إذا تطايقت اللقطة بر مع أحد الرؤوس 

نحصل ‏ هنا أيضاء على الخط 270 انطلاقاً من العلاقة 227 - - 2 حيث تكون النقطة هل مركز القطع الناقص. 
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الخط المساوي"". وإذا طرحنا مربّع 27 المشترك لهذين المجموعين» نحصل على أنَّ 
شعفيْ مضروب 887 ب 777 مساو لأربعة أضعاف مربّع الخط المساويء أي أنْْ مضروب 
57 ب 7 مساو لضعفيْ مربّع الخط المساوي. 


ولكنٌ مضروب برل الخطّ المنفصلء ب 8/م مساو لضعفي مربّع الخط المساوي '. فيكون 
مضروب 587 ب 8إر مساوياً ل مضروب 97 ب 772؛ وهذا يعني بعبارة أخرىء أنَّ نسبة .1 
- المساوية ل كر - إلى 7777 هي كنسبة 272 إلى 9امء حيث تساوي 9إر مجموع 811 و 12. 


فإذا قمنا بفصل وبعكس وبتركيب النسبتين» نحصل على أنَّ نسبة 28 < النقطة © هي 
على #ثير بحيث تكون 0)/, مساوية ل تر > إلى ور مساوية لنسبة #رير إلى مجموع 72/ وّ 
7. فيكون مضروب 027 بمجموع 828 و 777 مساوياً لمربّع #ك. ولكنٌ مربّع #رير يساوي 
مضروب 87 ب #رج» لأنَّ نسبة 2 إلى 2777 هي كنسبة 577 إلى '281. 


وهكذا يكون مضروب 08 ب 8 - حيث تساوي 48 مجموع 897 وَ 772 - مساويأ 
لمضروب 2# ب 57. وهذا يعنيء» بعبارة أخرىء أن نسبة 077 إلى 7ير كنسبة 27 إلى 48. 
ولكنٌ نسبة 77 إلى 489 كنسبة زكر إلى 344. فتكون نسبة 077 إلى "27 كنسبة /اركر إلى 4كة؛ 
وكنًا قد أثبتنا أنَّ نسبة ,93 إلى 344 هي كنسبة ,2 الخطّ المنفصلء؛ إلى 777» خط التناسب. 
فنحصل على أن نسبة 27 إلى "7ير كنسبة 7 إلى 277. 


ونحصلء بتركيب النسّبء على أنّْ نسبة #رور إلى 77ير كنسبة رم إلى 57*'؛ وهذه النسبة 
الأخيرة هي كنسبة 534 إلى 3/4 فتكونء بالتالي» نسبة 277 إلى 1:77 كنسبة 1:14 إلى 14ل 
وهذا ما أردنا أن نبيّن. 


لتكن الزاوية منفرجة. 


*' لا يتعق الأمرء في الحقيقة: بتركيب للنسّبء بل بتطبيق للقضية ١١‏ من المقالة الخامسة من كتاب "الأصول": إذا كان 5-2 نحصل على 
2 50خنا. أي البسط مع البسط إلى المقام مع المقام. ليس لهذه العملية تسمية خاصّة في كتاب الأصول. يستخدم الكاتب؛ بالإضافة إلى ذلك 
+ 
لاحقاً عبارة مختلفة بالفعل؛ فهو "يجمع النسّب". 
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الشكل ؟ 


لنتخرج الخط 720 العموديٌ <على الامتداد المستقيم للخط #رور>. يكون مجموع أربعة 
أضعاف مربّع الخط المساوي ومربّع 52 مساوياً لمربّع 8ه '؛ ويكون مربّع 8ه مساوياً 
لمجموع مربّع 57 و مربّع 82 وضعف مضروب 9# ب 87. فيكون مجموع أربعة 
أضعاف مربّع الخط المساوي ومربّع يري و مربّع 77 وضعفيْ مضروب 827 ب 770 
مساوياً لمجموع مربّع 877 و مربّع 1/7 وضعفيْ مضروب 881 ب 517. 


فإذا طرحنا مجموع مربّع 5,9 و مربّع 72 المشترّك» يكون مجموع أربعة أضعاف مربّع 
الخط المساوي وضعفئ مضروب 77 ب 0 مساوياً لضعفئْ مضروب 7 ب 7272؛ وهذا 
بعني» بعبارة أخرى. أن مضروب 5,7 ب 777 مساو لمجموع ضعفي مربّع الخطّ المساوي 


ومضيروب 2227 ب 270. 


لنجعل القطعة #0 مساوية للقطعة صبء <حيث تكون م نقطة على 22 >. يكون» عندئذ 
مضروب 227 ب 72 مساو لمجموع ضعفي مربّع الخط المساوي ومضروب 58 ب م87. 
ولكنُ مضروب 527 ب 82 مساو لمجموع مضروب 878 ب 777 ومضروب 127 ب 22. 
فيكون؛ بالتالي» مجموع مضروب #ري ب 75 ومضروب #رير ب 2م مساوياً لمجموع ضعفي 
مربّع الخط المساوي ومضروب 26# ب #7. فإذا طرحنا مضروب #ير ب 2ر» يكون 
مضروب #تير ب 52 مساوياً لضعفي مربّع الخطّ المساوي. 

ولقد أثبتناء سابقأء أن مضروب 575 ب 48 مساوياً لضعفي مربّع الخط المساوي. فتكون 
نسبة ,22 إلى ورير كنسبة 7ط إلى <مجموع> 211 وَ :215. 


*" انظر القضييّة .١‏ 
9 


وإذا قمنا بفصل وعكس وتركيب النستب» تكون نسبة 77) إلى 877 كنسبة <مجموع> 871 
وَ صيع - والقطعة عير مساوية للقطعة 70 - إلى <مجموع> #رتر و صي. يكونء بالتالي» 
مضروبُ [7) بمجموع 524 و 277» مساوياً لمضروب 07 ب [271. 


والمثلث 57 مشابه للمثلّث 502 - لأنّ الزاوية © قائمة مثل الزاوية » والزاوية ‏ 
مشتركة للمثلّثين - فتكون نسبة 0# إلى 27 كنسبة 2# إلى #ر. وهكذا يكون مضروب 
08 ب #رير مساوياً لمضروب 225 ب 7. ويكونء وفقاً لهذه الشروطظ مضروب 027 ب 48 
مساوياً لمضروب 25 ب 57» وتكون نسبة 02 إلى 57 كنسبة 52 إلى 8إر؛ وهذه النسبة 
الأخيرة مساوية لنسبة 534 إلى 434< إذا أخذنا نصفي القطعتين>. 

ولقد أثبتناء سايقأء أنّ نسبة ؟رر إلى 797ء حيث يكون 777 الخط المتناسب» مساوية لنسبة 
4 إلى 434 فإذا قمنا بالتركيب» كما فعلنا سابقاء يُصبح لدينا أنّ نسبة 577 إلى #اركرء مساوية 
لنسبة 534 إلى 434 وهذا ما أردنا أن نبيّن. 


ولتكن الزاوية/5 عُو/ حاذة, 


لنخرج العمود 20<على الخط ج>. يتساوى مجموع أربعة أضعاف مربّع الخط 
المساوي ومربع #2ر» مع مربّع 9م أي مع مجموع مربّع 59 ومربّع 77 وضعفي 


الشكل م 


مضروب 9ر5 ب 82. ويكون» بعبارة أخرى» مجموعٌ مربّع 5,8 ومربّع 7 وضعفي 
شروب 7:ي ب 27ر» مساوياً مجموع أربعة أضعاف مربّع الخط المساوي ومربّع 52. 
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لئضف ضعفيْ مضروب 7277 ب 270. يتساوى» عندئذ» مجموع ضعفيْ مضروب 7727 ب 
0 وضعفئْ مضروب 627 ب 777 ومربّع 77 ومربّع 777» مع مجموع أربعة أضعاف مربّع 
الخطّ المساوي ومربّع 72 وضعفْ مضروب 277 ب 7870. ولكنّ مجموع مربّع 72 وضعفئْ 
مضروب 5:27 ب 50 مساو لمربّع <مجموع> 5# و 52 لأنّ الزاوية # حادّة. فيكون 
مجموع ضعفيُ مضروب 811 ب 712 وضعفي مضروب 817 ب 870 ومربع 5877 ومربّع 
227» مساوياً لمجموع أربعة أضعاف مربّع الخطّ المساوي ومربّع 8527 ومربّع 82. 


لنطرح مجموع مربّع 77 ومربّع 77 المشترك في المجموعين السابقين» فيكون مجموع 
ضعفيئْ مضروب 811 ب 712 وضعفيْ مضروب 877 ب 70 مساو لأربعة أضعاف مربّع 
الخطٌ المساوي؛ وهذا يعنيء بعبارة أخرىء أنّ ضعفئ مربّع الخطّ المساوي يتساويان مع 


مجموع مضروب 78177 ب 7877 ومضروب 217 ب 170. 


ولكثّنا قد أثيتنا 9 مضروب ثم ب 87ل مساق لضعفيّ مربّع الخطّ المساوي. فيكون» 
بالتالي» مجموع مضروب 8277 ب 772 ومضروب 827 ب 70/» مساو لمضروب ,51 بمجموع 
57 وَ 277. فتكون نسبة ,77 إلى 77 كنسبة <مجموع> 270 و 777 إلى <مجموع> 811 وَ 
7 


وهكذا إذا قمنا بفصل وعكس وتركيب النسّبء تكون نسبة كن إلى ير كنسبة 07 إلى 
<مجموع> 528 وَ 27. يكونء بالتالي»ء مضروبُ 0727 بمجموع #رير وَ 272 مساوياً 
لمضروب :01 ب 1:11. 

ولكنُ مضروب 08 ب 877 مساو لمضروب 28# ب 817 لأنَّ المثلثين 77171 و 18702 
متشابهان. يكونء بالتالي» مضروب 087 <بمجموع> #/ر و 77 - وهذا المجموع يساوي 
8 - مساوياً لمضروب 7# ب 27 فتكون نسبة 077 إلى 77 كنسبة 752 إلى 48 وكنسبة 
النصف إلى النصف أيضاً. وهكذا تكون نسبة 077 إلى 757 كنسبة 52/4 إلى 4ا/1. 


5534# 


ولقد أثبتناء سابقاء أن نسبة 5م إلى 777 مساوية لنسبة 534 إلى 434. فإذا جمعنا 
<النسبتين>: نحصل على أن نسبة ير إلى /ترء هي كنسبة #ارتر إلى 43/4. وهذا ما أردنا أن 

وإذا كانت © نقطة تلاقي الضلعين المتحرّكين» نخرج من # العمود <على القطر 
الأعظم>. وهو 2ء فتكون الزاوية 2 قائمة. وتكون الزاوية جّء إذأء حادّة. فتكون الزاوية 
حادّةء أيضأء لأن2 قائمة. وإذا أخرجنا من النقطة 2 العمود <على الخط #تير > يكون 
مسقطه على 27؛ وليكن 70 هذا العمود. 


الشكل 5 


نتبيّنء كما فعلنا سابقأء في حالة الشكل السابق» أن مضروبُ >0 <بمجموح> 82 وَ 12: 
مساو لمضروب 50 ب #ت. ولكن مضروب 70 ب 7 مساو لمربّع 22: لأنّ المثلثين 02 
وَ يج متشابهين» وذلك أنّ الزاوية 77# قائمة مثل الزاوية 7027 والزاوية جر مشتركة. 
ويكون؛ بالتالي مضروبٌ 0# <بمجموع> 27 وَ #كرء مساوياً لمربّع 2؛ ونسبة 07 إلى 
2 كنسبة 52 إلى 8ء أي كنسبة نصف الخط المركزي إلى نصف القطر الأعظم. 

ولكنٌ نسبة .57 إلى 277 كنسبة نصف الخط المركزي إلى نصف القطر الأعظم'". فإذا 
ركبنا <النسبتين>» نحصل على أنّ نسبة ير إلى لاريم كنسبة 5 إلى 8يرء أي كنسبة النصسف 
إلى النصف. وهذا ما أردنا أن نابين. 


'' انظر القضييّة ؟. 
هي 


وهكذا برهنًا أنْهء إذا تلاقى الضلعان المتحرّكان على طرف الخط المنفصلء فإنّ نسبة 
الخ المركزيّ إلى القطر الأعظم هي كنسبة الفرق» بين القطر الأعظم والخطّ المنفصلء إلى 
مجموع الضلع المركزيّ والخط المتنايب. 

وإذا تلاقى الضلعان المتحرّكان بين النقطتين ج وَ «رء نأخذ الخطين #رم و 7ء والعمود 
7 <على القطر الأعظم> الخارج من #ء والخط المتناسب 777. فتكون» أيضأء نسبة زر 
إلى 70 كنسبة نصف الضلع المركزيّ إلى نصف القطر الأعظم. ونسلك نفس المنهج الذي 
سلكناه سابقأء في الحالة الثالثة للشكل. وذلك أن الزاوية 7528 منفرجة فتكون الزاوية 72 
حادّة وكذلك أيضاً ؛ وبالتالي يسقط العمودُ<على 7 >» 70 :الخارجٌ من 2: بين 85 و27. 


٠١ الشكل‎ 

ونثبت»؛ بنفس الطريقة» أن مضروب 077 <بمجموح> 577 وَ 512» مساو لمضروب 7277 

بِ 50. ولكنُ مضروت 20 ب 77 مساو لمضروب 22 ب '277» لأنْ المثأثين 207 و '55711 

متشابهان. فيكون مضروب 0727 <بمجموع> 527 و 82)» مساو لمضروب 852 ب '7؛ 

وتكون نسبة رن إلى 77 كنسبة 5 إلى مجموح 526 وّ 7 - وهذا المجموع مساو للقطر 

الأعظم - » أي كنسبة <النصفين> 524 إلى 344. ولكنٌ نسبة 524 إلى 344 كنسبة .57 إلى 
7 

وهكذا نحصلء إذا جمعنا <النسّتب>» على أن نسبة 527 إلى 577 كنسبة 514 إلى 4اة. 
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لقد أتممنا دراسة هذه المسألة» بكلّ فروعهاء إذ لم يبق شيئأ يُضاف إلى ما ذكرناه '. 


<القضيّة 4> إذا تلاقى الضلعان المتحرّكان» في كلّ شكل مدوّر مستطيلء في نقطة غير 
مطابقة لأحد طرفي القطر الأصغرء وإذا تقاطع وتدٌ للدائرة المحيطة بزاوية قائمة مع القطر 
الأعظم ومرّ بنقطة تلاقي الضلعين المتحرّكين» يكون مجموع مربّع نصف الوتر والفرق» 
بين مربّع نصف القطر الأصغر وبين مربّع المسافة المحصورة على الوتر بين نقطة ثتلاقي 
الضلعين المتحرّكين ومسقط الوتر على القطر الأعظمء» مساوياً لمضروب أحد الضلعين 
المتحرّكين بالضلع الآخر. 

مثال: ليكن 4087 الشكل المدوّر المستطيل» ولتكن الدائرة المحيطة تلك التي تمر بالنقاط 
34 وَ 8ء وليكن 527 و 777 الضلعين المتحرّكين» 52 الضلع المركزيّ» 7# الخطّ المنفصل 
و52 الخط المساوي. نتخرج من النقطة 7ع العمود على 8إرء وهو 77 ؛ ونمدّده على استقامة 
في الدائرة حتّى يصل إلى النقطتين 37 وَ م. 

أقول إن مجموع مربّع 277 والفرق» بين مربّع 624 ومريّع 77م مساو لمضروب 577 ب 
87 

البرهان: يمكن أن تكون نقطة التلاقي بد بين الضلعين ١‏ لمتحرّكينء بعء بين النقطتين © 3 
يرء أو في النقطة >رء أو بين النة نقطتين :و 9ل 

لتكن النقطة #رء في بادئ الأمرء بين © و #. يُمكن أن تكون الزاوية 2» عندئذء قائمة أو 
منفرجة أو حاذة. 


فلتكن قائمة في أولّ الأمر. 


0 غاد فرودنتال (161 2ه 024 خدل مر اج النصٌ العبري أن تنقرأ العبارة العبرية بما ترجمته: " لأنّ بني شاكر لم 
يُتسّموه"؛ بدلا من: " إذ لم يبق 5 شيئأً يُضاف إلى ما ذكرناه”. ولكنّ هذه الجملة التي تبثيناها في النصّ المترجّم إلى الفرنسية مؤكّدة بنتائج تحليل 
محتوى النصنّ الوارد في الشرح الريّاضيّ[أضيفت هذه الحاشية لدى مراجعة الأوراق المطبوعة]. 
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١١ الشكل‎ 


لنمدّد القطعة #ركر على استقامة حتّى 5 وَ 0»: لتصبح وثراً للدائرة المحيطة. نبرهنء كما 
فعلنا في القسم الأوّل من المسألة السابقة؛ أن مضروب #رير ب 72 مساو لضعفئ مربّع الخط 
المساوي .1ك 

ولكنُ مريّع الخط المساويء ,57 مساو لمضروب 8لا ب 58 الذي يساوي مضروب 55 
ب يال 


ولكنٌ 56 مساوية ل 7 ؛ وذلك لأثنا إذا أخرجنا من النقطة 4 العمود 34 <على 
45/:>17ظ/ يكون موازيا ل 227» لأنّ الزاوية © قائمة مثل الزاوية ز» فتكون نسبة 80 
إلى 27 كنسبة 34 إلى 247 ولكن 534 مساوية ل #رؤ» فتكون 70 مساوية ل 077؛ ومن 
ناحية أخرى تكون كن مساوية ل 00. فإذا طرحنا 80 و 2 نحصل على المطلوب وهو 
أن 5 مساوية ل 270 . 


وهكذا يكون مضروب 20 ب 575 مساوياً لمضروب 5,7 ب 50ر؛ فيكون مضروب 5,2 ب 0 
مساوياً لمربّع الخط المساوي"”. فيكون مضروب 70 بِ255 مساوياً لمربّع الخط المساوي. 


ولكنٌ مضروب 270 ب 75 مساو لمضروب 7 ب مع فيكون مضروب 387 ب مير 
مساوياً لمربّع الخط المساوي. 


'” النقطة ؟ر هي رسط الوتر الحاصل من تمديد لل 
0 


لقد أثبتنا أنْ مضروب #رير ب 777 مساو لضعفي مربّع الخط المساوي. وهذا يعنيء بعبارة 
أخرىء أن مضروب 527 ب 87 مساو لمجموع مربّع الخطّ المساوي ومضروب 3/8 ب 210 
ولكنٌ مربّع الخطّ المساوي هو مجموع مربّع 77 والفرق بين مربّم الخطّ المساوي ومربّع 
7 فيكونء وفقأ لهذه الشروطء مجموع مضروب 7/ز ب 77 ومربّع 7 والفرق بين مربّع 
الخط المساوي - الذي يساوي 624 - <ومربّع 77 > مساوياً لمضروب ت#رير ب 77 ولكن 
مجموع مضروب 7/727 ب 22 ومريّع 77 مساو لمريّع 2/7. وهكذا يكون مجموع مربّع 2/7 
والفرق بين مربّع 624 ومربّع 77 مساويا لمضروب 29/ر ب 277 وهذا ما أردنا أن نابيّن. 


لتكن الزاوية 7# منفرجة. 


يكون مسقط العمود الخارج من 2 على وركرء بعد النقطة ع على امتداد وربر. وهذا العمود هو 
0ه, نبيّن» كما فعلنا في القسم الثاني من القضية السايقة. أن مضروب 2622 ب 77 مساو 
لمجموع مريّع الخط المساوي ومضروب /72 ب 70 


ونلثبت كما فعلنا في القسم السابق» أنْ مضروب #ير ب 57 مساو لمجموع مربّع الخطّ 
المساوي ومضروب 00 ب 05 ومضروب 529 ب 270. ولكنّ مجموع مضروب 00 ب 03 
ومضروب 527 ب 072 مساو لمضروب 07 ب 5/. وهكذا يكون مجموعٌ مضروب 077 ب 


5م ومربّع الخطّ المساوي مساويا لمضروب 827 ب 5/7. 
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ولكنُ مضروب 087 ب 75 مساو لمضروب 2/7 بِ 77. وهكذا يكون مجموع مضروب 
##/ز ب ميج ومربّع الخطّ المساوي مساوياً لمضروب #ير ب 2. ولكنٌ مجموع مضروب 
7 ب مي ومربع 77 مساو لمربع 2/7 فيكونء بالتالي»ء مجموع مربْع 27 والفرق بين 
مربّع 34 ومربّع 277 مساوياً لمضروب #رر ب 277. وهذا ما أردنا أن نابيّن. 


لتكن الزاوية 2 حادة. 


الزاوية 77# حاذة: لأنها أصغر من الزاوية 578 <القائمة> والضلع رم أعظم من 
الضلع 72» فتكون الزاوية ‏ حادّة. يسقط العمودء الخارج من النقطة ‏ على الخط ورجرء بين 
كر وَيعرء داخل المثلث < برجي >؛ ليكن 70 هذا العمود. 


نثبيّنء كما فعلنا في القسم الثالث من المسألة السابقة» أن مجموع مضروب 527 ب 777 
ومضروب 227 ب 270 مساو لضعفئ مربّع الخط المساوي. 


ونثبت» كما فعلنا في القسم الأوّل من هذه القضيّة» أنْ مضروب 00 ب 05 مساو لمربّع 
الخط المساويء إذ إِنّ 00 مساوية ل ك5. يكونء بالتالي» مجموع مضروب 00 ب 05 
ومربّع الخط المساوي مساويأ لمجموع مضروب 8727 ب 7577 ومضروب 527 ب 80. ولكنٌ 
مضروب 00 ب 05 مساو لمجموع مضروب 078 ب 75 ومضروب #رر ب 077؛ فيكون 


مجموع مضروب 08 ب 775 ومضروب 5/ر ب 077 ومربّع الخط المساوي مساوياً لمجموع 
ركبا 


مضروب 827 ب 777 ومضروب #رتر ب 80. فإذا طرحنا مضروب 2 ب 08 المشترّك» 
يبقى لدينا أن مجموع مضروب 07 < ب 5 ومربّع الخطّ المساوي» مساو لمضروب 77 
ب 237>. 


وننهي البرهانء كما فعلنا في القسمين السابقين» لنحصل على النتيجة» وهي أنْ مجموع 
مربع 7 والفرق بين مربع 146 ومربع 7 مساو لمضروب 9# ب 27. وهذا ما أردنا 
أن نابيّن. 

إذا تلاقى الضلعان المتحرّكان على النقطة 5 أو بين النقطتين © و 8ء تكون الزاوية 
8 في المثلث المتحرّكء حادّة» ويسقط العمود<من 7 على > داخل المثلث''". نقوم» 
عندئذ» بالدراسة كما فعلنا في القسم الثالث من القضيّة. والعون يأتينا من الخالق. 
<القضيّة 05> إذا علّمنا نقطة على أي شكل مدوّر مستطيلء في أيّ موضع منه» وإذا أخرجنا 
من هذه النقطة العمود على القطر الأصغرء يكون مربّع هذا العمودء عندئذء مساوياً لمجموع 
مربّع قسم هذا العمود المحصور داخل الدائرة المحاطة ومربّع الفرق بين نصف القطر 
الأعظم وبين أصغر الضلعين المتحرّكين المارّين بالنقطة التي اختيرت على الشكل. 
مثال: لنأخذ الشكل المدوّر المستطيل 48©67ء ولتكن 727 الدائرة المحاطة. لنرفع» من 
النقطة ير» عموداً على القطر الأصغرهء ولنمدّده حتّى النقطة م على الشكل المدوّر؛ يقطع هذا 
العمود الدائرة المحاطة على النقطة 7. الخطً المركزي هو ج. لنصل بين 5 وَ 2: وبين 7 
وَ2» حيث يكون 528 وَ 277 الضلعين المتحرّكين. ليكن طول 577 الفرق بين طوليْ 4الك و 
2 


أقول إِنَّ مربّع 17 مساو لمجموع مربّع "17 ومربّع 117. 


البرهان: لنرسم الدائرة المحيطة 400. ولنخرج من النقطة ع العمودّ ,77 على القطر 
7 ولنمدّده على استقامة حتّى © ولنصل بين 14و ©. 


"" انظر الشرح الريّاضيّ 05-7-5؛ القضيّة 24 في الحالة التي تكون فيها 7 في رأس القطع الناقص. 
أ؟ 


يكون» بفضل ما قد بيّنَّاه' "'» مجموغ مربّع ,072 والفرق بين مربّع 8134 ومربّع 24 - الذي 
هو مربّع 7م - مساويأ لمضروب وري ب 282. ولكنٌ الفرق» بين مربّع 814 ومربّع 24 
مساو لمربّع 27؛ وذلك أن مجموع مضروب 28 ب 9ك ومريّع 27 مساو لمربّع 824؛ 
فيكون الفرق بين مربّع 814 ومربّع 14 مساوياً لمضروب >7 ب 8. ولكنٌ مضروب 22 
ب ع مساو لمربّع #27؛ فينتج من ذلك؛ أنْ مربّع يج مساو للفرق بين مربّع 814 ومربّع 
3" 


ومجموع مربّع ,07 ومربّع #7 مساو لمضروب 58 ب 22. فإذا أضفنا مربّع 877ء يكون 
مجموح مربّع 57 ومربّع “4 ومربّع 2 مساوياً لمجموع مضروب 211 ب 1817 ومربع7 . 
ولكنٌ مجموع مضروب 7787 ب 272 ومريع 77 مساو لمربّع 277”'؛ وَ 277 مساو لنصف 
القطر الأعظم. فيكونء بالتاليء مجموع مربّع .07 ومربّع 27 ومربّع 877 مساوياً لمربُع 014 
الذي يساوي نصف القطر الأعظم. ويتساوى مربّع 014 مع <مجموع> مريّع .07 ومربّع 
الك 


** انظر القضديّة 4. 
“' يكون عسناء بتفعل» 202 - 114-1127ر» فستخرج 277 - 177+/117 - إزار؛ ويكرن 7117+717 - 4ف 2,1: فتحصل على: 
11841272 - 2144112 رز 151712 12174 )قاد 272- بطي أي ‏ 1917.812+ تله 72 - “#زارء فيكرن: 
7777-2 تبرت 
أ 


ونتيجة لذلك» يكون <مجموع> مربّع .01 ومربّع 734 مساوياً لمجموع مربّع .01 ومربّع 
7 ومريّع 977 . وإذا طرحنا مربّع 05 المشترّك: يكون مربّع 14 مساوياً لمجموع مربّع 
57 ومربّع 977؛ ولكنُ مربّع 534 مساو لمريّع 577 وهكذا يكون مربّع م مساوياً 
<لمجموع> مربّع 57 ومريّع 7ع وهذا ما أردنا أن نبيّن. 
<القضيّة 5> إذا علّمنا نقطة على أي شكل مدوّر مستطيلء في أي موضع منه؛ وإذا أخرجنا 
من هذه النقطة عموداً على القطر الأصغرء تكونء عندئذء نسبة هذا العمود إلى قسم هذا 
العمود المحصور داخل الدائرة المحاطة: مساوية لنسبة القطر الأعظم إلى القطر الأصغر. 
مثال: لنأخذ الشكل المدوّر المستطيل ورى46ء ولتكن 77ج الدائرة المحاطة. نختار على 
الشكل المدوّر في أيّ مكان منه النقطة يرء ونتخرج منها عموداً 7م <على القطر 


١ ه٠ الشكل‎ 


أقول إِنّ نسبة 8 إلى 577 مساوية لنسبة القطر الأعظم إلى القطر الأصغرء أي إلى نسبة 
نصف القطر الأعظم إلى نصف القطر الأصغر. 

البرهان: القطعة 777 هي الخط المركزي والنقطة 0 هي مركز الدائرة. لنصل بين 7 و 
؛ لقد برهنا أنْ القطعة 70 مساوية لنصف القطر الأعظم؛ فلنمدّدها على استقامة حتّى 


النقطة يم بحيث يكون 27 مساوية ل 75. إِنَّ من الواضح أنّ 652 مساوية للفرق بين 340 
ب 


7' ". لنخرج العمود ,7 <على ر>؛ ولنأخذ 4 على 8ار بحيث تكون نسبة ,141 إلى 06 
كنسبة 00 إلى 07 - حيث تكون ,347 متناسبة مع < 00 و 07 >» ولنمدّد على استقامة 
7 حتّى 0؛ ولنصل بين © وَ ©. 


ونبيّنء عندتذ وفقاً لما أثبتناهء أنَّ نسبة 7 - المساوية 7 - إلى 714 مساوية لنسبة 70 
المساوية لنصف الضلع المركزيّ ‏ إلى 706 - المساوية لنصف القطر الأعظم. 


والخطان 27 وَ 734 كالخطين 70 و 70 يحيطان بنفس الزاوية؛ فيكون المثّث 010 
مشابهاً للمثلث 7534» فتكون الزاوية 2» نتيجة لذلك: مساوية للزاوية 6؛ ولكنٌ © قائمة 
فتكون © قائمة؛ وتكون الزاوية 760 مساوية للزاوية 73/2. والزاوية 7 قائمة مثل الزاوية 
©6؛ فيكون المثلث ,0347 مشابهاً للمثلث 70©.» فتكون نسبة 70 إلى 00 مساوية لنسبة .7 
إلى 5.34. ولكنٌ نسبة 70 إلى 00 مساوية لنسبة 60 إلى 34م فتكون نسبة 60 إلى 114 
مساوية لنسبة ,07 إلى 5,34؛ تكون 60©» بالتالي» مساوية ل .07 وموازية لها. فتكون القطعة 
00 مساوية للقطعة 07 وموازية لها؛ وتكونء بالإضافة إلى ذلك, .07 مساوية ل #ر2ء فتكون 


00 مساوية ل 7#» كما أثبت أنَّ مربّع 2 مساو لمجموع مربّع [77 ومربّع )07 . 


ولكن مربّع 600 مساو لمجموع مربّع 50 ومربّع ع0» لأنّ الزاوية ‏ قائمة؛ فيكون 
مجموع مربّع 20 ومربّع 0 مساوياً لمجموع مربّع 28 ومربّع ؛ فإذا طرحنا مربّع 
المشترّكء يكون مربّع 2# مساوياً لمربّع 22. ولكنّ 00 موازية للقطعة .05» والزاوية 
26 مساوية للزاوية 7» والزاوية © بالإضافة إلى ذلك قائمة مثل الزاوية ؛ فيكون 
المثلث 200 مشابهاً للمثلث 07©. فنحصل على: نسبة 60 إلى 22 كنسبة 706 إلى 60؛ 
ولكنٌ 22 مساوية ل 277 وَ 2# مساوية ل 66 673 مساوية ل 40ر؛ فتكونء بالتالي» نسبة 
7 إلى ورج كنسبة 40 إلى ©0©. وهذا ما أردنا أن نبيّن. 


'*" إن لدينا "77+77 - 2,40» وكنا قد وضعنا 727 - 777 فتنحصل على 227 - 1777 - 240: ولكن 27>[ - 7647076 و 76 - 0ثر: 
فيكون 16 - 0-717 41 
*" انظر القضيّة ©. 


<475> <القطع الناقص كقطع مستو للأسطوانة> 


لندخل الآن ما هو ضروريّ لقطع الأسطوانة»؛ بعد أن أدخلنا ما هو ضروريّ للمنحنى 
الذي نحصل عليه من حركة المثلث. 


إذا قطعنا أسطوانة قائمة <بمستو> غير مواز للقاعدة» نسمّي نقطة تقاطع مستوي القطع 
مع محور الأسطوانة "مركز الشكل"» ونسمّي الخطوط المستقيمة التي تمر بمركزه 
"الأقطار". 


إذا قطعنا الأسطوانة بمستوء مواز للقاعدة» يمر بمركز الشكل<الذي حصلنا عليه سابقاً>. 
يكون القطع دائرة؛ وهذه الدائرة محاطة بالقطع الناقص. وذلك أثنا إذا جعلنا القطع الناقص 
يدور حول الخطّ المشترّك - الموجود في مستوي الدائرة -» فإِنٌ الدائرة تصبح داخل القطع 
الناقصء ويكون الخطٌ المشترّك للقطعينء القطرٌ الأصغر للقطع الناقصء أصغر الأقطار. 
ويكون القطرٌ الذي يقطعه على زاوية قائمةء أعظم الأقطار. والأقطار الأقرب من القطر 
الأصغر هي أصغر من الأقطار التي هي أبعد من القطر الأصغر وأقرب من القطر الأعظم. 


وتتساوى الدائرة المحاطة بالقطع الناقصء التي يكون قطرها مساوياً للقطر الأصغرء مع 
دائرة القاعدة لأسطوانة يكون هذا القطعٌ الناقص قطعاً لها؛ وذلك أنّ قاعدة الأسطوانة مماثلة 
للقطع الذي يمر بمركز القطع الناقص على موازاة تلك القاعدة. وهذه الدائرة التي تقطع 
الأسطوانة <وتمرٌ> بمركز القطع الناقصء محاطة بهء لأنٌ القطرّ الأصغرٌ مشتركٌ بينها 
وبين القطع الناقص. 


<القضيّة 17> ليكن معنا قطعٌّ ناقص والدائرة المحاطة به. نئخرج؛ من نقطة على القطر 
الأصغرء خطأ موازياً للقطر الأعظم حتّى يصل إلى محيط القطع الناقص؛ تكونء عندئذء 
نسبة هذا الخط المحصور داخل القطع الناقص إلى القسم المحصور ضمن الدائرة» كنسبة 
القطر الأعظم إلى القطر الأصغر. 


مثال: ليكن 46287 القطع الناقصء ولتكن 7502 الدائرة المحاطة؛ النقطة 7 هي مركز 
الدائرة والقطع الناقص؛ 97/29 هو القطر الأعظم؛ 730 هو القطر الأصغر الذي هو قطر 
الدائرة. تُعلّم نقطة على القطر 70» في أيّ مكان منه»: ولتكن 7 هذه النقطة؛ ونخرج منها 
خطأ موازياً للخط ورير» هو 7عيرء فيكون عمودياً على القطر 67. 


أقول إِنّْ نسبة "277 إلى 7 مساوية لنسبة ري إلى 67. 


١١ الشكل‎ 


البرهان: لنتوهّم أسطوانة على الدائرة 652#؛ ولنتوهّم أن الخطٌ 760 يبقى ثابتأء كأنّه 
محور؛ ولنتوهم أنّ القطع الناقص يتحرّك حول المحور باتجاه سطح الأسطوانة حتّى يصل 
إلى هذا السطح فنضعه عليه في الموضع 77346 بحيث يكون الخطّ :7 نصف القطر 
الأعظم 3/4 ويكون 734 موضع 777. ولنصل بين 17 وّ ,1 وبين ع1 و 34 

والزاوية 566 قائمة» فتكون الزاوية 3770 قائمة أيضاء لأنّ الهيئة الأوّلِيّة لا تتغيّر. 
والخطٌ 077 عموديّ على المستوي 53 وكلٌ مستو يمر بالخطّ 3/0 يكون عموديّاً على 
المستوي 77ء كما أشار أقليدس إلى ذلك*". كما أن كل مستو يمر بالخط 80 يكون عموديّأ 
على المسثوي 51114. 


ولكنٌ مستوي الدائرة يمر بالخط /3» فيكون كلّ من المستويين ,157/7 و 7034 عموديّاً 
على مستوي الدائرة. ولكنٌ السطح الجانبي للأسطوانة قائم على مستوي الدائرة» كما أن 
القطعتين المشتركتين 5.5 وَ 14 عموديّتان على مستوي الدائرة؛ ويكون الخطّ 5.5 موازياً 


*" يتأق الأمر بالتعريف 4 من المقالة ١١‏ من كتاب "الأصول". 
املكف 


للخط ع34» لأنّهما عموديّان على نفس المستوي. ويكون الخطّ 57 موازياً للخط ررق لأنّ 
الزاويتين ©7277 وَ 3776 قاتمتين؛ وكذلك يكون الخط 77 موازياً للخط 77 وهذان الخطّان 
موجودان في مستوي القطع الناقص. تكون» نتيجة لذلك» أضلاع المثلّث 77/8 موازية 
لأضلاع المثلث و:,ة» فتكون زوايا المثلثين متساوية. وذلك أنَّ الخطين 7 وَ 1/5 يُشكُلان 
الزاوية 277 وأنُّ الخطين زد وَ 87 يُشكُلان الزاوية 777؛ فتكون هاتان الزاويتان 
متساويتين. وهكذا نكون قد أثبتنا أنَّ زوايا المثّث #ثا مساوية لزوايا المثلّث 1/7 فيكون 
المثلثان متشابهين. 


تكون نسبة 57 إلى 3/8 مساوية» إذأء لنسبة 3/97 إلى 77. ولكنٌ 17 مساوية ل زك» و 
7 مساوية ل777. فتكون النتيجة أن نسبة 7زم إلى 7/75 كنسبة 787 إلى 7. وهذا ما أردنا 
أن نتبيّن. 


< لازمة ضمنيّة> ونبيّن أنّْ مجموع مربّع/٠«ظ/‏ الخطّ الخارج من طرف القطر الأعظم 
حتّى الدائرة - وهذا القطر يقطع الدائرة بنصفين على نقطة المركز - ومربّع نصف قطر 
الدائرة»؛ مساو لمربّع نصف القطر الأعظم. 


وهذا ناتج من خاصّة للمثلّث 57رمء فهو قائم الزاوية؛ وهذا ما يجعل مجموع مربّع 1/7 - 
الذي يساوي نصف القطر الأصغر - و مربّع 5م - الذي هو الخط المعني بالأمر - مساوياً 
لمربّع مر- الذي هو نصف القطر الأعظم. 


<القضيّة / > وأقول*': إذا رسمنا على القطع الناقص 4687 دائرة<محيطة>» وإذا علّمنا 
على محيط القطع الناقص نقطةء وأخرجنا من هذه الأخيرة عموداً على القطر الأعظمء 
ومدّدناه حتّى محيط الدائرة» مثل العمود 2ج#يعء أقول إنّ نسبة ورج إلى ير كنسبة ,ل إلى 


0 


'" إنّ نسبة هذه الفقرة إلى المتكلّمء وكذلك الصياغة التي تليها - ذات الأسلوب الذي يميّز "مثال القضيّة" أكثر مما يُميّز صيغتها - تشيران: كما 
يبدوء إلى غياب صيغة القضيّة. 
ديفا 


١١ الشكل‎ 


<البرهان> لنرسم الدائرة المحيطة» وهي الدائرة 677. نكخرج من النقطة بر < على القطع 
الناقص> عموداًء 577ء على القطر الأصغر. ونصل بين7 و ز» حيث تكون 5 مركز القطع 
الناقص؛ ونمدّد الخط 57 على استقامة حتّى يصل إلى /ر على محيط الدائرة <المحيطة>؛ 
ويقطع الخطٌ 77 الخطّ 77 على النقطة 24. 

المثلث 27 مشابه للمثلث مرم7ء إذ إِنّْ كلا منهما له زاوية قائمة» بينما يتقاطع 114 و 
5 على النقطة 7. نستخرج من ذلك» بالتركيب بين النسّبء أن نسبة عرثر إلى "57 مساوية 
لنسبة ,347 إلى 727 و لكدْنا بِيْنَا أنّ نسبة ير إلى 27 كنسبة ,47 - نصف القطر الأعظم - إلى 
7 - نصف القطر الأصغرء أي كنسبة 8/2 إلى 27. ويكونء بالتالي» .3/5 مساوياً ل ,1,1؛ 
وهذا محال غير ممكن' '. 

ونثبت» أيضاء أن الخط < 77 > لا يُمكن أن يمر فوق النقطة ج. فلو كان ذلك ممكناء لَمَرٌ 
الخطّ 7,, بالنقطة 0؛ فلنمئده» عندتذ» ولنمدّد 72 بحيث يتقاطعان على النقطة ©. فإذا كرّرنا 
ما قمنا به» يُمكن أن نثبت أن الخط .07 مساو ل 4075 وهذا محال غير ممكن. 


يكون. إذاً» من المستحيل أن يمر الخطّ7:» الممدٌدُ على استقامة» بنقطة غير النقطة 7. 


'* لا يُمكنء إذأء أن تكون النقطة كمقر بين 7 و /إ؛ أي أن الخط 22 بعبارة أخرى؛ لا يقطع الخط جر تحت النقطة 2. 
اب 


والخط 7# مواز للخط 7؛ فتكون نسبة 272 - نصف القطر الأعظم - إلى 77 - نصف 
القطر الأصغر - كنسبة العمود 29 إلى 75 » جزء 2# الموجود داخل القطع الناقص. وهذا 
ما أردنا أن نبيّن. 
<القضيّة ؟> نريد أن ثبرهن أنّ الشكل المدرّر المستطيلء المولّد بحركة المثلّث» مساو 
للقطع المائل لأسطوانة؛ بحيث يكون القطر الأعظم لهذا القطع مساويأ للقطر الأعظم للشكل 
المدوّر المستطيل» وبحيث يكون القطر الأصغر لهذا القطع مساويأ للقطر الأصغر للشكل 
المدوّر المستطيل؛ ونريد أن نبرهن أنّ أجزاء هذين الشكلين متطابقة جزءاً جزءاً؛ وأنّهما 
متطابقان. 
مثال: لنفرض أنّ الشكل 8 46رء في كلّ أجزائه شكلٌ مدوّر مستطيل مولّْدٌ بحركة مثلث». 
وأنّ الشكل 7ج قطع مائل لأسطوانة؛ بحيث يكون الخطٌ 7# مساوياً للقطر 8ير» ويكون 
القطر 77 مساويأ للقطر 7؛ 8ك هو القطر الأعظم مثل يرج؛ 07 هو القطر الأصغر 
مثل 11. 


أقول إنّ الشكلين المدرّرين ورج4 و 2227 متساويان وأنْهما متطابقان. 


الشكل م١‏ 


البرهان: يتقاطع القطران 8م وّ 7 على النقطة ير حيث ينقسم كل واحد منهما إلى نصفين. 
وكذلك يتقاطع القطران 228 وَ 77 على النقطة< ,, >حيث ينقسم كل واحد منهما إلى نصفين. 
فإذا ركّبنا الشكل 4687 على الشكل 2777 بحيث يلتصق الخط 8ير بالخط 9:ج وتلتصق 
النقطة 4ر بالنقطة 7 والنقطة # بالنقطة برء فإنٌ النقطة بر تلتصق بالنقطة عرء لأنٌ الشكل قد 


5.؟ 


قسم إلى نصفين في النقطة # وفي النقطة ,,. ويلتصق الخطّ 62 بالخط 7» لأنَّ كل واحد 
منهما عموديّ على القطر الآخر؛ فتلتصق النقطة 6 بالنقطة7 - إذ إِنّْ ير مساوية ل بر - 
كما تلتصق النقطة (, بالنقطة عر. 


يتطابق القوس 46 مع القوس 27» والقوس 7 مع القوس 22 والقوس 78 مع القوس 
58: والقوس 28 مع القرس 77. وإذا لم تتطابق هذه الأقواس ثنائيأء يُمكن أن تكون 
الأقواس 277 » 708 » 227 و 59م في الوضع الذي يظهر في الشكل .١6‏ 

فلنرسمء عندتذء دائرة على القطر ©72؛ فتكون هذه الدائرة محاطة بالشكلين لأنهما 
مرسومان على القطر الأصغر؛ وهي الدائرة 750. فلتُعلّم على الخطّ .77» نقطة هي ىء 
أينما كانت؛ ولنتخرج منها خطأ موازياً <ل 0ص>» هو الخط /501. 

والقوس 77/22 جزء من الشكل المدور المستطيل المولد بحركة المثلّث» فتكون نسبة 45 
إلى 50 كنسبة 72 إلى 27ء أي كنسبة القطر الأعظم إلى القطر الأصغرء وفقأ لما برهتاه 
سابقاً. والقوس 772 جزء من القطع المائل للأسطوانة؛ فتكون أيضاً نسبة 5 إلى 0 كنسبة 
إلى 27ء وفقاً لما برهتاه سابقاً. ولكنّ نسبة .27 إلى 77 كنسبة 345 إلى 50 فتكون نسبة 
50 إلى 85 كنسبة 50 إلى 345. فيكون من ذلك 3/5 مساوياً ل 5. وهذا محال غير ممكن. 

يكونء إذاء من المستحيل أن لا يتطابق الشكل المدوّر 48062 مع الشكل المدوّر )272711. 
فيتطابق أحدهما مع الآخر. وهذا ما أردنا أن نبيّن. 

لنبيرهن هذه الخاصّة بطريقة أخرىء مختلفة عن طريقة الاستدلال بالخلئف. 

ليكن 46:87 الشكل المدوّر المستطيل المولَّدٌ بحركة المثلّث؛: وليكن 347/00 شكل القطع 
المائل للأسطوانة» بحيث يكون <زوجا> الأقطار - أي القطران الأعظمان والقطران 
الأصغران - مشتركين : القطر الأعظم 67 مساو للقطر الأعظم 00 والقطر الأصغر 8 
مساو للقطر الأصغر 1477. 


أقول إِنّْ الشكل 46287 يتطابق مع الشكل 147700. 


ل خا 


الشكل ١5‏ 
البرهان: لنرسم في كل شكل من الشكلين دائرة محاطة. تكون هاتان الدائرتان» 87لك و 


28 :»؛ متساويتين. لأنٌّ القطر الأصغرين متساويان. فلتُعلُم على القوس 46 نقطة هي ]7 


أينما كانت؛ ولنتخرج منها خطأ موازياً للخط 6» هو الخط:2,]. 

لنفصل الخطّ بم <على 34م > مثل الخط 7ير. ونتخرج من النقطة 0 خطأ موازياً للخط 
مجن» وهو الخطّ 051. تكون نسبة 57 إلى 27# وفقاً لما أثبتناه سابقاً حول الشكل المولّد 
من حركة المثلّثء كنسبة 65 إلى 52 أي كنسبة 5ح إلى 5#ء إذ إنّ كلّ خط <من الخطين 
الأوّلينَ> مساوء على التوالي» لخطٌ من الخطّين الآخرين. كما يظهرء وفقاً لما أثبتناه سابقاً 
حول قطع الأسطوانة» أنّ نسبة م0 إلى 2# كنسبة 0 إلى 05. فتكون نسبة 773 إلى 77» 
كنسبة 0 إلى 05. وإذا بذلناء تكون نسبة 0 إلئ7 كنسبة 05 إلى 77. ولكنّ 05 مساو 
لِ77: لأنّْ الدائرتين متساويتان ولأنْ 57 مساو ل 20ء فيكون 0 مساو ل '1.1. 

إذا أطبقنا الشكل المدوّر 467 على الشكل المدوّر 2347700 تتطابق نقاط 46787 مع 
نقاط 3400:» وتلتصق النقطة 7 مع النقطة لم. ويلتصق الخماً 7 مع الخط وز لأنّ كل 
3 > 3 - عاض عبان ااام الات اام 8 8 
خط منهما عموديّ على قطر الدائرتين؟ فتلتصق النقطة ,, مع النقطة يز لأنّ الخط :7,7 مساو 
للخط 0 

وهكذا برهنًا أنْ كلّ نقطة من الشكل المدوّر 26787 تلتصق بنقطة من الشكل 14770. 


وهذا ما أردنا أن نبين. 


91١ 


<القضيّة >٠١‏ نريد أن نبيّن كيف نعمل شكلاً مدوّرأ <مستطيلاً> حاصلاً من حركة مثلث» 
بحيث يكون مساوياً لقطع مائل لأسطوانة معلومة. 

لنأخذ القطع 40787» القطر الأصغر 48رء والقطر الأعظم 2©. إذا أردنا أن نعمل شكلا 
مدوّرأ <مستطيائً> حاصلاً من حركة مثلث؛: بحيث يكون مساوياً للقطع 907يء نأخذ خطأ 
اختياريّاً 27: ونقسمه إلى نصفين. نتخرج من ,2 عموداً على 27 مساوياً ل إرم. نتثبّت < جر 
على ##ج: بحيث يكون > مجموع مربّع 23 ومربّع . مساوياً لمربّع 86 


8 
2-7 ْ ش 
12 
د 
الشكل ١‏ " 
إن من الواضحء استناداً إلى ما بُرهِن سابقأء أن م مساو للعمود الخارج من طرف 
القطر الأعظم <للقطع> على <مستوي> الدائرة التي تقطع الشكل في مركزه' “. 
لنصل بين 7 وَ ؛ يكون واضحاً أن 77 مساو ل ©2. نختار 14 مساوياً أيضاً ل ),1. 
ونصل بين 7 و 34ء فيكون من ذلك أن 734 مساو ل 20. يكونء بالتالي» <مجموع> 77 
وَ 734 مساوياً للخط رص. لنجعل الخطين 7 وَ 734 يدوران» على أن يبقى 504 ثابتأ» حتّى 
يرجعا إلى وضعهما الأوّليّ. تثولد هذه الحركة الشكل 720/77'"”. 
أقول إِنّ الشكل 777 مثل الشكل 0727 4. 
'' انظر القضييّة .١‏ 


3 هكذا تكون النقطتان 7 و ير الثتان أدخلتا أعلاهء على اتقطع الناقص. 
؟؟؟9 


البرهان: يكون <مجموع> الخطين 3/7 وَ 22» في نهاية حركة المثلّث التي تنقل النقطة 
7 حتى النقطة 7: مساوياً لمجموع 72 وَ 714. وعندما يدور المثلّث لينقل النقطة 7 حتى 
النقطة ء يكون <مجموع> الخطين 7 وّ 5724: مساوياً لمجموع الخطين 1/7 وَ +27؛ 
فإذا طرحنا 234 المشترّك؛ نستخرج أن ضعفي 2/77 مساو لضعفي 7» فيكون 31/77 مساوياً 
ل يرج. فيكون 277 مساوياً لمجموع 72 وَ 734» لأنّ مجموع الخطين 347 وَ 27 مساوي 
لمجموع الخطين 27 وَ 174؛ و لأنّْ 3/77 مساوي ل 2. ولكنُ مجموع 27 وَ 7734 مساو ل 
62» فيكون 62» بالتالي» مساوياً لضعفي 2#. وهكذا يكون القطر الأعظم مساوياً للقطر 
الأعظم. 

نمدّد ,77 على استقامة حتى 27» بحيث يكون مجموع 50/7 وَ 1/14 مساوياً لمجموع 27 وَ 
4 و ,147 مساو ل كرم» وَ 37 مشترّكء والزاويتان <في النقطة> .7 متساويتان» فنحصل 
على التساوي بين 507 وَ 3/34 فيكون 507 مساويا ل 7 وتكون الزاوية المشكّلة من 
الوترين قائمة؛ ويكونء بالتالي» مجموع مربّع .57 و مربّع 77 مساوياً لمجموع مربّع .51 و 
مربّع 2/2. فإذا طرحنا مربّع .> المشترّكء يبقى لدينا أنْ مربّع 7 مساو لمربّع 4757 فيكون 
الخط از مساويا للخطّ '77» ويكون 77 مساوياً ل #ر). ونستخرج من ذلك أنّ 8 مساو ل 
77 

يكون للشكلين المدوّرين 4687 وَ 727777 - الشكل الأوّل هو قطع الأسطوانة والثاني هو 
الشكل الحاصل من حركة المثتث - أقطارٌ مشترّكة؛ على التوالي» القطران الأعظمان 
والقطران الأصغران. فيكونا متساويين» فيتطابقان. 

وهكذا حدّدنا الشكل المدوّر 72777 الحاصل من حركة مثلّث والمساوي للقطع 46787 
وهذا ما أردنا أن نابيّن. 


<القضيّة >١١‏ نريد أن نبيّن كيف نجد قطعأ لأسطوانة بحيث يكون مساوياً لشكل مدوّر 
<مستطيل> معلوم حاصل من حركة مثلّث. 


ك؟ 


نأخذ الشكل المدوّر <المستطيل> 4682 الحاصل من حركة المثلّث. ليكن ير قطره 
الأعظم وَ 67 قطره الأصغر وليكن 7 مركزه. لنتوهّم دائرة من بين كلّ الدوائر التي يمكن 
أن تنطبق على دائرة محاطة بالشكل 4687 ولنتوهّم أسطوانة قائمة على دائرة. ولنتوهم 
المستوي 52 الذي يقطع الأسطوانة ويقطع محورها. ولنتوهم الدائرة 77770 الناتجة من 
قطع مواز للقاعدة» حيث يكون 77 قطرأ لها وتكون 34 مركزها. 

لنفصل <على العمود في النقطة 7 على مستوي الدائرة> الخطّ 72 بحيث يكون مساوياً 
ل25'*» وحيث يكون 7/0 <قطراً > عمودياً على 777. ويوجد مستو يمر بالنقاط /#ز» © و م 
لأنّ أيّ نقاط ثلاث <غير متسامتة>؛*” تتحدّد مستويأ. ولنمدّده على استقامة حتّى يقطع 
الأسطوانة. وليكن 750077 محيط <هذا القطع>. 

أقول إِنّ القطع 50077 هو مثل الشكل المدوّر 467287 


م - 


سد ل 


8 
الشعل ١؟‏ 
البيرهان: يتساوى القطر الأصغر ([) مع القطر الأصغر 7/0 <للقطع>. ومجموع المربعين 


77 و كم مساو لمريّع 534؛ والمربّعان 77 و 347 مساويان للمريّعين 62 و 275. ولكنٌ 
مجموع مربّع 62 ومريّع 28 مساو لمربّع 65. فيكون مربّع 05 مساوياً لمربّع 34م. 


'"* تكون التقطة #ر بؤرة القطع الناقص. 
'* إضافة من المترجم. 
او 


فنستخرج من ذلك أنٌّ 214 مساو ل 6. ولكنٌ © مساو ل 2إر» فيكون 2/2 مساو ل 514. 
ونبرهن أيضاً أن 28 مساو ل 1/0. 


وهكذا يكون القطر الأعظم 48 مساوياً للقطر الأعظم 02؛ كما يكون القطر الأصغر 
مساوياً للقطر الأصغر. يكون الشكلٌ المدوّر 4807ء بالتالي» مثل الشكل /5001. وهذا ما 
أردنا أن نعبيّن. 


<القضيّة 57> لنرسم في ربع قطع ناقص أوتارأً متتالية» مهما كانت» على أن نبدأ من 
طرف القطر الأعظم حتّى نصل إلى <طرف> القطر الأصغر؛ ولنخرج من أطراف <هذه 
الأوتار> أعمدة على القطر الأصغر تقطع ربع الدائرة المحاطة بالقطع الناقص؛ ولنرسم 
أوتار الأقواس المحدّدة <على الدائرة> بهذه الطريقة» فنشكّل بذلك سطحين مضلعين أحدهما 
محاط بالقطع الناقص والثاني محاط بالدائرة» بحيث تكون نسبة مساحة السطح المحاط 
بالقطع الناقص إلى مساحة السطح المحاط بالدائرة: كنسبة القطر الأعظم إلى القطر الأصغر. 


مثال: ليكن 27 ربع قطع ناقص مُحدّد بنصفئ قطرينء نصف القطر الأعظم 7ج 
<ونصف القطر> الأصغر 47؛ وليكن 4787 ربع الدائرة المحاطة <بربع القطع الناقص>». 
حيث تكون 7 المركز. نرسم أوتار القطع الناقص التي يكون 7 أحدها. ونتخرج من النقطة 
7 عموداً على 7 هو 270, حيث تكون النقطة 7 على محيط الدائرة. ونرسمء في الدائرة» 
الوتر 7#8. وهكذا نحصل على سطحين <مضلّْعينَ> محاطين على التوالي بالشكلين» وهما 
507 المحاط بالقطع الناقص و 982707 المحاط بالدائرة. 


أقول إِنّ نسبة السطح المضلّعء المحاط بالقطع الناقص - الذي يكون 2ج أحد أضلاعه - 
إلى السطح المضلّع» المحاط بالدائرة - الذي يكون 77 أحد أضلاعه - مساوية لنسبة "7 
إلى '43. 


؟١‎ 


الشكعل ؟؟ 
البرهان: لنرسم الخطين © وَ 80. وهما يقسمان كلّ واحد من المنحرفين””* إلى مثلثين. 
ويكون للمثلثين 527 وَ 820 ارتفاعان متساويان. فتكون نسبة مساحة أحدهما إلى 
<مساحة> الآخر مساوية لنسبة القاعدة 77 إلى القاعدة 2©6. وتكونء أيضاء نسبة مساحة 
المثلث رج إلى مساحة المثلث 807 كنسبة #8 إلى 81. 


ولكن نسبة 8 إلى 87 كنسبة 27 إلى 70 وفقاً لما أثبت سابقاً. فتكون نِسّب المثلثات 
الأربعة» المأخوذة ثناءً» متساوية؛ وإذا جمعنا هذه النسب» نحصل على النتيجة وهي أنّ نسبة 
مساحة مربّع الأضلاع يي إلى مساحة مربّع الأضلاع 80 مساوية فعلاً لهذه النسبة نفسهاء 
أي إلى نسبة 8 إلى '81. 

ونعيد هذا العمل لبقية السطوحء المحدّدة بالأوتار والأعمدة؛ التي تكون نسب - مساحة 
أحدها إلى مساحة الآخر - مساوية لنفس النسبة. ولكنّ المقاديرَ المتناسبة تبقى متناسبة إذا 
جمعت. وهكذا تكون نسبة مجموع مساحات السطوح المحاطة بربع القطع الناقص 277 إلى 
مجموع مساحات السطوح المحاطة بربع الدائرة» مساوية لنسبة 27 إلى 87 

إنّ ما قمنا به في ربع القطع الناقص وربع الدائرة يُمكن تحقيقه في الأرباع الأخرى التي 
تكمل الشكلين الأخيرين. وهكذا تكون نسبة مساحة السطح.ء المحاط بالقطع الناقص والمحدود 
بالأوتار المرسومة على نصف القطع الناقص وبالقطر الأعظمء إلى مساحة السطح., المحاط 


*؟ بالمعتي الذي أعطاه أقليدس في التعريف ؟؟ من المقالة الأوليى من كتاب "الاأصول". 
كاو 


بنصف الدائرة والمحدود بالأوتار المرسومة على نصف محيط الدائرة ويقطر نصف الدائرة: 
مساوية لنسبة القطر الأعظم إلى القطر الأصغر. 


وتكون النتيجة مماثلة بالنسبة إلى النصف الآخر من القطع الناقص - أي القسم المُكمّل 
للقطع الناقص - وبالنسبة إلى النصف الدائرة المحاطة بالقطع الناقصء وهو النصف الباقي 
المُكَمَّل للدائرة. والطريقة المتّبعة هي نفسها. فتكون نسبة مساحة كل الشكل المضلّّم المحاط 
بالقطع الناقص إلى مساحة كلّ الشكل المضِلَّع المحاط بالداترة» مساوية لنسبة القطر الأعظم 
إلى القطر الأصغر. وهذا ما أردنا أن ناييّن. 
<القضيّة >١7‏ نريد أن نتبيّن أن نسبة مساحة الدائرة الصغرىء المحاطة بالقطع الناقص» 
إلى مساحة القطع الناقصء مساوية لنسبة القطر الأصغر إلى القطر الأعظم. 
مثال: ليكن 48072 القطع الناقصء» وليكن 46 قطره الأعظمء وليكن 87 قطره الأصغر؛ 
والدائرة الصغرى المحاطة به هي #25يىء وقطرها هو 728. 


أقول إِنَّ نسبة مساحة 486:7 إلى مساحة الدائرة 72وج كنسبة 46, إلى 82. 


الشكل ؟ 


البرهان: إِنّ نسبة 9#زء القطر الأصغرء إلى 46ء القطر الأعظمء كنسبة مساحة الدائرة 
58770 إلى مساحة القطع الناقص 4807ء ولا يمكن أن يكون غير ذلك. وإذا فرضنا أن 


يدلكا 


غير ذلك ممكنٌء تكون نسبة 77# إلى 46 مساوية لنسبة مساحة الدائرة 77وج إلى مقدار 
مساحة أصغر أو أعظم من مساحة القطع الناقص. 

ليكن مقدار هذه المساحة» في البداية, أصغر من مساحة القطع الناقصء» وليكن مقدار 
هذه المساحة. 


تكون المساحة 2» إذأً في هذه الحالة» أصغر من مساحة القطع الناقصء والفرق بينهما هي 
المساحة رن. لنرسم الخطوط 42 2©0» 68 و يره. تتحدّد هذه الخطوطء الخارجة من سطح 
القطع الناقصء انطلاقاً من محيط سطح القطع الناقص باتجاه المركزء سطحاً مساحته أعظم 
من نصف مساحة القطع الناقصء وهو المعيّن 80:7/. لنقسم كلّ قوس من هذه الأقواس إلى 
قسمين؛ ولنرسم الأوتار. تتحدّد هذه الأوتارء انطلاقاً من محيط سطح القطع الناقص باتجاه 
المركزء سطوحاً أعظم من <قِطع القطع الناقص المحدّدة بِ > الأقواس. وإذا كرّرنا هذه 
العمليّة باستمرار' '» نحصل على سطح أصغر من السطح 7]. وتكون <قَطع القطع الناقص 
24 <بمجموعها> أصغر من السطح ]. فينتج من ذلك أن مساحة السطح المضلّعء المولد 
بهذه الطريقة» أعظم من ,],. 


نخرجء من أطراف هذه الأقواس نفسها التي حصلنا عليها بالقسمة» خطوطأ موازية للقطر 
الأعظم. ينقسم محيط الدائرة» عندئذء إلى عدد مماثئل من الأقواس في النقاط ص ن» مل ي» / 
#ء # و ا. نرسم الأوتارء مثلما فعلنا سابقاً. تكون» عندئذء نسبة مساحة الشكل المحاط 
بالدائرة - أي ذلك الذي يمر بالنقاط بز طرء بن 9 مل ى, كر تر زء ورء #رء 8 - إلى مساحة 
الشكل المحاط بالقطع الناقص - أي ذلك الذي يمر بالنقاط 2 ير 9 27 عر ©» كل 37 (زء 
0» 0» 4 - مساوية لنسبة 776 إلى 46ء وهذه النسبة كنسبة مساحة الدائرة إلى 7. وهكذا 
تكون نسبة مساحة الشكل المحاط بالدائرة إلى مساحة الشكل المحاط بالقطع الناقص كنسبة 
مساحة الدائرة إلى 5. ولكنٌ مساحة الشكل المحاط بالدائرة أصغر من مساحة الدائرة» 
يتضمن الشكلء الوارد في المخطوطة؛ بعض الأخطاء التي صحُحناها هنا. ولا يتلاءم هذا الشكل؛ من ناحية أخرىء مع النصّ؛ إذ يجب أن 
نأخذ نقطة قسمة على كلّ قوس من الأقواس ٠22‏ ©2* تاج و 0,4. فيكون معنا 22 قوساً على كل ربع من القطع الناقص. ويكون للمضلّع 


“2 ضلعاً. ولنلاحظ أن الشكلَ غيرٌ أساسيّ في الاستدلال الوارد هنا. 
مدب 


ومساحة الشكل المحاط بالقطع الناقص أعظم من 2. فتكون»ء ضمن هذه الشروطء نسبة 
الأصغر إلى الأعظم كنسبة الأعظم إلى الأصغرء وهذا محال غير ممكن. 

ليس من الممكنء إذأء أن تكون نسبة 777 إلى ©4, كنسبة مساحة الدائرة إلى مساحة أصغر 
من مساحة القطع الناقص. 

أقول ولا يمكن أن تكون نسبة 77# إلى 46 كنسبة مساحة الدائرة إلى مساحة أعظم من 
مساحة القطع الناقص. وإذا فرضنا أن ذلك ممكنٌء» تكون نسبة مساحة أصغر من مساحة 
الدائرة إلى مساحة القطع الناقص كنسبة القطر الأصغر إلى القطر الأعظم. لتكن ,] هذه 
المساحة التي تنقص عن مساحة الدائرة بمقدار ر]. 

نعمل مثلما فعلنا سابقاً. فنقسم محيط الدائرة إلى أجزاء؛ ونرسم الأوتار؛ فيكون مجموع 
المساحات» المحدّدة بهذه الأوتار وبالأقواس» أصغر من المساحة 77. تكون» ضمن هذه 
الشروطهء مساحة السطح المضلّع المحاط بالدائرة أعظم من المساحة ,,. 

نخرجء من أطراف أقواس الدائرة» خطوطاً موازية للقطر الأعظمء تفصل على القطع 
الناقص عدداً مماثلاً من الأقواس. ونرسم الأوتارَ المحدّدة بأقواس القطع الناقص. وهكذا 
نبرهن» كما في السابق» أنّ نسبة مساحة السطح المضلّع المحاط بالدائرة - التي هي أعظم 
من , - إلى مساحة المضلّع المحاط بالقطع الناقص - التي هي أصغر من مساحة القطع 
الناقص - مساوية لنسبة م - التي هي أصغر من الشكل المحاط بالدائرة - إلى مساحة القطع 
الناقص - التي هي أعظم من مساحة الشكل المحاط به. تكونء وفقاً لهذه الشروط» نسبة 
الأصغر إلى الأعظم كنسبة الأعظم إلى الأصغرء وهذا محال غير ممكن. 

فليس من الممكنء إذأء أن تكون نسبة مساحة أصغر من مساحة الدائرة إلى مساحة القطع 
الناقص مساوية لنسبة القطر الأصغر إلى القطر الأعظم. 

وهكذا برهتا أنّ نسبة القطر الأصغر إلى القطر الأعظم غير مساوية لنسبة مساحة الدائرة 
إلى مساحة أصغر من مساحة أصغر أو أعظم من مساحة القطع الناقص”*. فتكون هذه 
النسبة مساوية لنسبة مساحة الدائرة إلى مساحة القطع الناقص. 


'* حول خصوصيّة استخدام هذه الطريقة للاستدلال بالخثشفء انظر الشرح الريّاضيّ للقضيّة ١7‏ ضمن 1-5-/؛ الملاحظة .١‏ 
1 


<القضيّة 4 >1١‏ نريد أن ننبرهن أنّ نسبة مساحة القطع الناقص إلى مساحة دائرة اختياريّة 
مساوية لنسبة القطع الأعظم إلى خطّء بحيث تكون نسبته إلى قطر الدائرة مساوية لنسبة هذا 
القطر نفسه إلى القطر الأصغر القطع الناقص. 

ليكن 4807 القطع الناقصء ولتكن 40 الدائرة المحاطة؛ ولتكن 5 دائرة أخرى اختياريّة. 
وليكن ‏ خطأ بحيث تكون نسبة 2 إلى قطر 8 كنسبة هذا القطر نفسه إلى ©4. 

أقول إِنّ نسبة مساحة القطع الناقص 4807 إلى مساحة الدائرة م مساوية لنسبة القطر 
مم إلى الخط 2. 


20 © 


الشكل + ؟ 
البرهان: تتساوى نسبة مساحة الدائرة 46 إلى مساحة الدائرة ير مع نسبة مربّع 46 إلى 
مربّع قطر م. ولكنٌ نسبة مربّع ©4 إلى مربّع 5 مساوية لنسبة الخط ©4 إلى الخطّ 7؛ لأنّ 
الخطوط الثلائة متناسبة. 

فتكون نسبة مساحة الدائرة 46 إلى مساحة الدائرة م مساوية لنسبة 46 إلى 2» وتكون 
نسبة مساحة القطع الناقص 98072 إلى مساحة الدائرة 8 مساوية لنسبة 87 إلى © فإذا 
أخدناء ضمن هذه الشروط نسبة التساوي» تكون نسبة مساحة القطع الناقص (807م4 إلى 
مساحة الدائرة كر مساوية لنسبة مي إلى 2. 
<القضيّة >١6‏ نريد أن نثبرهن أن نسبة مساحة الدائرة الصغرى إلى مساحة القطع الناقص 
مساوية لمساحة القطع الناقص إلى مساحة الدائرة العظمى. 


اا 


مثال: لتكن 7077 الدائرة العظمى؛ وليكن 48707 القطع الناقصء ولتكن 48 الدائرة 


الصغرى. 
أقول إِنّ نسبة الدائرة 48 إلى القطع الناقص 28077 مساوية لنسبة القطع الناقص 4807 
إلى الدائرة 2027 . 


البرهان: نرسم <الخط #ر بحيث تكون> نسبة الخطّ وريم إلى الخط تن مساوية لنسبة م0 
إلى ولقد أثبت أن نسبة مربّع 48 إلى 7 مساوية لمربّع 48 إلى مربّع 67. ولكن مربّع 
8م إلى مربّع تن مساو لمساحة الدائرة 9ار إلى مساحة الدائرة 52 ؛ فينتج من ذلك أنّ نسبة 
مساحة الدائرة 8م إلى مساحة الدائرة ير مساوية لنسبة 49 إلى بع. 
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الشكل ه؟ 

تكون نسبة مساحة القطع الناقص4087» إلى مساحة <ملائمة> 7» مساوية لنسبة زرن0 
إلى . ولكثنا أثبتنا أنّ نسبة مساحة الدائرة 48م إلى مساحة القطع الناقص 4907 مساوية 
لنسبة 8م إلى 57/.6و/ فينتج من ذلكء إذا أخدنا نسبة التساويء أن 7 كنسبة 9ه إلى 7 
ولكدّنا قد بيكنًا أنَّ نسبة رام إلى 7 كنسبة مساحة الدائرة رام إلى مساحة الدائرة 52؛ فينئج من 
ذلك أنّ نسبة مساحة الدائرة 48 إلى مساحة الدائرة 2 كنسبة مساحة الدائرة 48 إلى مساحة 
الدائرة 2ير؛ فتكون مساحة الدائرة 2ير مساوية للمساحة 7. ولكنٌ نسبة مساحة الدائرة وس 
وفقأً للفرضيّات» إلى مساحة القطع الناقص 40797 مساوية لمساحة القطع الناقص 46727, 
إلى المساحة7. والمساحة7 مساوية لمساحة الدائرة ججرء فتكون نسبة مساحة الدائرة 48 إلى 


مض 


مساحة القطع النافص (2077 مساوية لنسبة القطع الناقص 2407 إلى مساحة الدائرة 527. 
وهذا ما أردنا أن ننبين. 


<اللازمة >١‏ نستخرج من النتيجة أنّ نسبة مساحة الدائرة الصغرى إلى مساحة الدائرة 
العظمى مساوية لمربّع نسبة مساحة الدائرة الصغرى إلى مساحة القطع الناقصء وأنّ نسبة 
مساحة الدائرة العظمى إلى مساحة الدائرة الصغرى مساوية لمربّع نسبة مساحة الدائرة 
العظمى إلى مساحة القطع الناقص. 
<اللازمة ؟> نستخرج من النتيجة أنّ نسبة مساحة القطع الناقص إلى مساحة الدائرة العظمى 
مساوية لنسبة القطر الأصغر إلى القطر الأعظم. وذلك أنّ نسبة مساحة الدائرة الصغرى إلى 
مساحة القطع الناقص مساوية لنسبة القطر الأصغر إلى القطر الأعظم؛ ومساوية أيضاً إلى 
نسبة مساحة القطع الناقص إلى مساحة الدائرة العظمى. فتكونء بالتالي» نسبة مساحة القطع 
الناقص إلى مساحة الدائرة العظمى كنسبة القطر الأصغر إلى القطر الأعظم. 

<القضيّة >1١"‏ مساحة كل قطع ناقص مساوية لمساحة المثلّث القائم الزاوية الذي يكون 
أحد ضلعيه المحيطين بالزاوية القائتمة مساوياً لمحيط الدائرة المحاطة بالقطع الناقصء ويكون 
الضلع الثاني مساوياً لنصف القطر الأعظم. 
<مثال> ليكن 8 محيط الدائرة المحاطة؛ وليكن 70 نصف القطر الأعظم لهذا القطع 
الناقصء حيث تكون 86 زاوية قائمة. لنصل بين 4 و ©. 


أقول إِنّ مساحة المثّث 4850 مساوية لمساحة القطع الناقص المذكور. 


1 


البرهان: لنمدّد الخطّ 8ه على استقامة» بحيث يكون 2ه مساوياً لنصف القطر الأصغر. 
فتكون مساحة المثلثف 2هيرء بفضل ما برهنه أرشميدسء مساوية لمساحة الدائرة 
الصغرى”؛. وتكون نسبة مساحة القطع الناقص إلى مساحة المثلّث 2ورمء بفضل ما نحن 
أثبتناه» كنسبة مساحة المثلّث 4806 إلى مساحة المثلث 7وريم. فتكون مساحة القطع الناقص 
مساوية» بالفعل» لمساحة المثلّث 96ريم. وهذا ما أردنا أن ننبين. 

ونبيّن ببرهان مشابه أنّ مساحة القطع الناقص مساوية لمساحة المثلّث القائم الزاوية الذي 
يكون أحد ضلعيه المحيطين بالزاوية القائمة مساوياً لمحيط الدائرة المحيطة» ويكون الضلع 
الثاني مساوياً لنصف القطر الأصغر. إفهم ذلك جيّداً. 
<اللازمة >١‏ نستخرج مما أثبتناه أثنا إذا أخذنا خمسة أسباع ونصف السبع من القطر 
الأصغرء وإذا ضربنا هذا المقدار بالقطر الأعظمء نحصل على مساحة القطع الناقص. 

نحصلء في الواقع» على مساحة المثلث 80م إذا ضربنا نصف 9م ب 8©. ونصف (رار 
يساوي مجموع ثلاثة أضعاف 82 وسبع 97؛ فيكونء بالتالي» ربع نصف 9هر مساوياً 
لخمسة أسباع ونصف السبع من 87. فيكون: بفضل ذلك؛» مضروبٌ خمسة أسباع ونصف 
السبع من ضعفي 87 بضعفيْ 806 مساوياً لمساحة المثلّث 96,. وهذا ما أردنا أن نبيّن. 
<اللازمة >١‏ إذا كانت مساحة القطع الناقص معلومة» وكان أحد القطرين معلومأء يكون 
القطر الآخر معلوماً. 

فليكن معلوماً القطرٌ الأعظم ولتكن مساحة القطع الناقص معلومة. فإذا أضفنا إلى المساحة 
ثلاثة أجزاء من أحد عشر جزءأ منها وقسمنا الحاصل بالقطر الأعظم المعلوم» نحصل على 
القطر الأصغر الغير معلوم. 
<القضيّة :>1١1‏ تتساوى مساحة أيّ قطع ناقص مع مساحة الدائرة التي يكون قطرها مساوياً 
للوسط المتناسب بين قطري القطع الناقص المعنيّ بالأمر. 


*؛ انظر "مساحة الدائرة "؛ القضيّة ١؛‏ وانظر أيضاً المقئمة ج. 
رقف 


مثال: ليكن 4 القطر الأصغرء وليكن © القطر الأعظم. ولنأخذ 8, الوسط المتناسب بين 4 وَ 
7؛ فتكون نسبة 4 إلى 8 مساوية لنسبة 8 إلى 6. وعندما تكون ثلاثة خطوط متناسبة» تكون 
مساحات الدوائر الثلاث؛ التي تكون أقطارها مساوية لهذه الخطوطء متناسبة,. فتكون نسبة 
مساحة الدائرة 4 إلى مساحة الدائرة 9ر مساوية لنسبة مساحة الدائرة 8 إلى مساحة الدائرة ©؛ 
وتكون نسبة مساحة الدائرة م إلى مساحة الدائرة © مساوية لمربّع نسبة مساحة الدائرة 8 
إلى مساحة الدائرة 6 .. 


6 


الشكل 5؟ 

ولكنٌ الدائرة م هي الدائرة المحاطة بالقطع الناقص؛ والدائرة © هي الدائرة المحيطة 
بالقطع الناقص؛ ولقد أثبتنا أن نسبة مساحة الدائرة المحاطة بالقطع الناقص إلى مساحة 
الدائرة المحيطة بالقطع الناقصء مساوية لمربّع نسبة مساحة الدائرة المحاطة إلى نفس 
مساحة القطع الناقص"". فينتج من ذلك أنّ مربّع نسبة مساحة الدائرة م إلى مساحة الدائرة 8 
مساوبة لمربّع نسبة مساحة الدائرة 4 إلى مساحة القطع الناقص. فتكونء بالتالي» مساحة 
القطع الناقص مساوية بالفعل لمساحة الدائرة 8. وهذا ما أردنا أن نتبين. 
المستطيل المحيط به. 


مثال: ليكن 48067 القطع الناقصء وليكن 82 القطر الأعظم و 46 القطر الأصغر؛ وليكن 
277 المستطيل المحيط به. 


يرمز كل حرفب من الحروف 4رء 8 و © في آن واحدء إلى قطعة خط مستقيم وإلى الدائرة التي تها القطر المساوي لهذه القطعة. والشكل يُمّل 
الدوائر الثلذث. 
'* انظر القضيّة 15 اللازمة .١‏ 
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أقول إن مساحة القطع الناقص 2707 مساوية لخمسة أسباع ونصف السبع من مساحة 
المستطيل 12111. 
البرهان: لنأخذ الخطّ الذي يكون الوسط المتناسب بين الخطين © و 2ورء وليكن 57 هذا 
الخطّ. لنرسم على هذا الخطّ الدائرة 273477 والمربّع 0050 المحيط بها. 


الشكل م/؟ 


ينتج من مقدماتنا أن مساحة الدائرة 2753477 مساوية لخمسة أسباع ونصف السبع من 
مساحة المربّع 002). فتكون مساحة القطع الناقص مساوية لخمسة أسباع ونصف السبع 
من مساحة المربّع 282171. 

ولنبرهن ذلك بطريقة أخرى. تكون نسبة مساحة أيّ قطع ناقص إلى مضروب قطريه. 
مساوية» في الواقع» لنسبة مساحة أيّة دائرة إلى مربّع قطرها؛ فتكون نسبة مساحة أي قطع 
ناقص إلى مساحة أي دائرة مساوية لنسبة مضروب قطري القطع الناقص إلى مربّع قطر 
هذه الدائرة. فنستخرج البرهان» عندئذء من هذه الصيغة التي أوردناها. 

وتكون نسبة مساحة أيّ قطع ناقص إلى مضروب قطريه؛ مساوية لنسبة مساحة أيّ قطع 
ناقص إلى مضروب قطريه. وهذا ما أردنا أن نبيّن. 

ولقد صاغ مقدّمة حول القطوع الناقصة. 


؟؟0 


<القضيّة >١9‏ ليكن معلوماً أيّ قطع ناقص مع دائرته المحاطة ووترين متساويين في 
<هذين الشكلين> عموديّين على القطر الأعظم؛ فتكون نسبة القطعة» المفصولة بأحد الوترين 
على القطر المقطوع به. إلى ما يبقى من هذا القطرء كنسبة القطعة» المفصولة بالوتر 
<الآخر> على القطر الآخر المقطوع به؛ إلى ما يبقى من هذا القطر. 

مثال: ليكن ير "القطع الناقصء» 1/258 الدائرة المحاطة به. ©1377 القطر الأعظم: 
5 قطر الدائرة المحاطة» و 7 مركزها. لنأخذ وتراء 379» في الدائرة» ولنأخذ <وتراً>. 
0 في القطع الناقصء بحيث يكون الوتران متساويين وعموديّين على القطر <الأعظم>. 
يقطع 37# القطر على النقطة 0» كما يقطع 70 القطر على النقطة 77. 


أقول إِنَّ نسبة 76[ إلى 77 كنسبة 70 إلى /01. 


الشكل 5؟ 


البرهان: < لتكن معنا أسطوانة تكون قاعدتها دائرة مساوية للدائرة المحاطة» ولنفرض أنّ 
القطعَ الناقص 2807 قطعٌّ مستو لهذه الأسطواتة» وفقأ لما سبق. لنجعل الدائرة المحاطة 
تدور حول القطر 87 لتوصله إلى مستو مواز للقاعدة>. نخرج من النقطة 0» في المستوي 
الذي يمرٌ بالقطر © ويقسم الأسطوانة إلى نصفين» خطأ موازياً للقطر ©4» وهو الخط 52. 
والمستويّ الذي يمر بالقطر 46 ويقسم الأسطوانة إلى نصفين» <ممتدٌ إذاً> بين خطين 
متوازيين؛ ويحدّد هذان الخطان على سطح الأسطوانة خطين <آخرين> متوازيين؛ فيكون: 


'" لا يوجّد في المخطوطة سوى شكل وحيد غامض جداً» موضّح هنا بواسطة شكلين أحدهما ثلاثيّ الابعاد. 
كلف 


بالتالي؛ الخطٌّ بر مساوياً للخطّ ©4: لأنّ كل خطين متقابلين في كل متواز للأضلاع 
متساويان. 


لنمدّدء على استقامة» المستوي الذي يتقاطع فيه الخطان يت وَ 0# إلى مستو يقطع 
الأسطوانة /7١هظ/‏ وفقاً للقطع الناقص 57728. لقد أثبيت أنّ القطعّ الناقص 50/27 مساو 
للقطعٌ الناقص 2807 ومواز له. ويكون الوتر 37# لأحد القطعين مساويأ لوتر القطع الآخر 
0؛ فيكون السهم 02 مساويأ للسهم 776» فتكون بقيّة أحد القطرين مساوية لبقيّة القطر 
الآخر. ويقطع المستويّ المشار إليه أعلاهء الذي يقسم الأسطوانة إلى نصفين ويحتوي على 
القطرين المتوازيين» السطح الأسطواني وفقأ للخط ترج من جهة والخطّ 5 من الجهة 
الأخرى. 

تكون الزاوية 53/2 قائمة» وكذلك تكون الزاوية 270. وذلك أنّ السطح الأسطواني قائمٌ 
على مستوي الدائرة» فيكون القطع المشتركُ 534 قائماأ على مستوي الدائرة. ولكنٌ كل خط 
خارج من </3> في مستوي الدائرة يُشكّل زاوية قائمة مع /7ء فلذلك تكون الزاوية 7201/0 
قائمة. وتكون الزاوية ١250‏ هي أيضأء قائمة لنفس السبب. 

تتساوى الزاويتان ذواتا <الرأس> 0 في المثلّثين. يكون المثلّثان متشابهين؛ نتيجة لذلك؛ 
فتكون أضلاعهما متناسبة. فتكون نسبة 20: ضلع الزاوية القائمة في أحد المثلثين» إلى 10 
في المثلّث الآخرء مساوية لنسبة 50 في المثلّث الأؤّلء إلى 034 في المثلث الآخر. ولكنٌ 
50 مساوية ل 477» وَ 02 مساوية ل 7706[» فتكون نسبة 770 إلى 77 كنسبة 20 إلى 014. 
وهذا ما أردنا أن نبَيّن. 
<القضيّة >٠١‏ إذا كان الوترء موجوداً بنفس الطريقة بالاتجاه الآخرء <أي عموديّاً> على 
القطر <الأصغر>». تكون نسبة القطعة» المفصولة بوتر القطع الناقص على القطر الذي 
يقطعه» إلى ما يبقى من هذا القطرء كنسبة القطعة» المفصولة بوتر الدائرة المحيطة» المساوي 
للوتر الأوّلء على القطر الذي يقطعه؛ إلى ما يبقى من هذا القطر. نقوم بالبرهان بنفس 


يفف 


الطريقة. ليس هناك اختلاف بين الحالتين؛ وذلك أن القطع الناقص يكون قاعدة لأسطوانة 
بحيث تكون الدائرة المحيطة به قطعاً للأسطوانة. ويتمٌ البرهان <بنفس الطريقة>'". 

حب>”* إلا شلك أن معرفة مثل هذه الأقواس <للقطع الناقص> تتعلّق بمعرفة السهم والوتر 
وأحد قطري القطع الناقص الذي أخذنا منه قطعة. وذلك أنه من الممكن أن يكون السهمٌ 
والوترٌ مشترّكين بين <هذا القطع الناقص> وبين قطع ناقص آخر.4<ب> 

حج > إسنقدّم حلا للمسألة التالية» استناداً إلى ما برهن سابقاً. 


ليكن 4087 قطعأ ناقصاً؛ وليكن 9 قطره الأعظمء ولتكن 458 الدائرة المحيطة بالقطع 
الناقص. نتخرج من نقطة 7 على القطر الأعظم عمودأء 777 »عليه يقطع القطع الناقص على 
أله لهب 


أقول إِنَّ نسبة 777 إلى 772 كنسبة 48 إلى 0م. 


الشكل ٠‏ ؟ 


البرهان: لنرسم الدائرة 0270 المحاطة بالقطع الناقص. نكخرج من النقطة م خطأ موازياً 
للخطّ 9زيرء هو الخطّ 7/4جز؛ ونتخرج من 34 العمود 3477 <على 48م>»: المساوي لب827. وتكون 
نسبة 87 إلى 74 مساوية» بفضل ما أثيتناه سابقأء كنسبة 077 إلى 2/. وتكون نسبة 77 إلى 
” انظر الشرح الريّاضيّ 7-9-5 انخاس بالقضديّة .٠١‏ 

"* يضعنا النص؛ بدءأ من هنا وحتنّى صيغة القضيّة ١‏ "(الورقة ؟١دظ:5-؟؟١)‏ بالشكل الذي وصل إليناء أمام مشكلة؛ فهو يُظهر لنا كمُصّق قليل 
التماسك. لكثنا نتبيّن فيه ثلاث قضابا ترمز إليها ب <1>؛ علب> و عدج >+ دون أن نغيّر ترتيب النصن: <1> هي برهان آخر للقضيّة ٠١‏ تمت 
الإشارة إليه تفط وتفيث <ب» أنه يويد عد لا نهاية له من للقطوع الناصة المخفة التي لها وتر وسهم معلومان؛ وتقلم حنج > برهانً آخر 
قضيّة 4. 


1و 


7 كنسبة 49م إلى 20» بفضل ما أثبتناه بخصوص هاتين الدائرتين» ولأنٌ نسبة27 إلى 77 
كنسبة 077 إلى م/ة. ولكنٌ 3477 مساوية ل#7ء فينتج من ذلك أن نسبة 277 إلى 77 كنسبة 489 
إلى 0. وهذا ما أردنا أن نئبيّن.** 4حج > 


<ب> إوينتج مما قلنا ما يلي. لتكن معنا أسطوانة أخرى أعظم من الأسطوانة السابقة» ولتكن 
مماسّة لهاء وفقاً للخط 5ء ولتكن دائرتها أعظم من <الدائرة> 777 وممامّة <لها> في 
النقطة #رء حيث تكون <الدائرتان> في <نفس> المستوي”". يُمكن أن نرسم في الدائرة 
العظمى وتراً مساوياً للوتر 77» ويُمكن أن نتخرجء من وسط هذا الوتر حتّى الخط 2 - 
القطع المشترّك للسطحين - خطأ مساوياً للخط 07. فيُمكن؛ بعبارة أخرى أن نتحدّد مستويأ 
يحتوي على هذين الخطين القاطعين» بحيث يكون القطع المائل <بهذا المستوي> للأسطوانة 
<العظمى> قطعاً ناقصاً مقابلاً للقطع 577» وبحيث يكون وتره وسهمه مساويين على 
التوالي ل كر وَّ رة. ويكون هذا بعدد غير محدود من الطرائق.) <ب> 


الشكل "١‏ 
<أ> إ<لنقم بذلك بطريقة أخرى>. ليكن 07 قطعاً ناقصاً؛ ولتكن رك الدائرة المحيطة 
به. وليكن لازير وّ 77 عمودين متساويين على القطر الأصغرء أحدهما في الدائرة والآخر في 
القطع الناقص. 


أقول إِنّ نسبة 52 إلى 234 كنسبة 67 إلى 2ع. 


*" نقد أثبيتت هذه الخاسّة للقطع الناقفص في القضيّة 4. 
قم لا يوجد شكل في المخطوطة:؛ لثلك رسمنا الشكل رةه 
حرف 


البرهان: إذا لم يكن ذلك صحيحاء تكون نسبة 05 إلى 57 كنسبة 77 إلى 734. فنئخرج 
الوثر 77 <في الدائرة> عموديّاً على <11/4>. 

فتكون نسبة 577 إلى 77» بفضل ما أثبتناه سابقأً» كنسبة 0 إلى 7. فيكون» بالتالي» 77 
مساوياً ل 72"”. ولكنٌ 577 مساوياً ل 227؛ وهذا مستحيل» فتكون نسبة 52 إلى 234 بالفعل» 
كنسبة كرى إلى 52.) <أ> 
<القضيّة >7١‏ نريد أ نبين» بعد أن أثبتنا هذه المقدّمة» كيف د ن أن نتحدّد انطلاقاً م" 

نريد أن نتبين ن يف يمكن أن من 

بحيث نحدّد القطع الناقص ومساحة قطعة القطع الناقص وكلّ العناصر الأخرى”. 

وهكذا إذا قيل لك: لدينا <قطعة> من قطع ناقصء» يساوي وترها 8» ويساوي سهمها 3 
ويساوي القطر المرفق بها 75. كيف نجد حل المسألة؟ يُمكن أن نستخدم عدّة طرق مرتكزة 
على المقثمة الواردة أعلاه» لأجل إيجاد القطر الثاني الذي يسمح بتحديد القطع الناقص. 


'” يكون معناء وفنا للقضيّد 5 27 _ © . 
به ك4 
تتحفكق أن مساحة قطعة القطع الناقص لم تدرّس في بقيّةَ النصنّء بالرغم من الإعلان عن ذلك. 
اب 


هذه هي إحدى هذه الطرائق. تأخذ نصف الوترء أي 4» وتضربه بنفسه» فتكون النتيجة 16 
فتحتفظ بها؛ ثمّ تقسم 15» طول القطرء بكلّ قسم من أقسامه وأحدها - وهو السهم - طوله 3. 


فتحصلء عندئذ» على مربّع القطر الثاني (كنتيجة لضرب الأعداد الثلاثة 16 3 و 5 /' 


وإذا أردت: تضرب أحد <قسمي القطر ب 4؛ ثمٌّ تقسم القطر مرة بهذا المضروب ومرّة 
بالقسم الباقي؛> ثم تضرب نتيجتي القسمتين بمربّع الوتر الكامل. فتحصلء عندئذء على مربّع 
القطر المطلوب, ثم تستخرج جذره. 

مثال: نضرب أحد قسمي القطر - السهم - ب 4 فنحصل على 72؛ ثمٌّ نقسم القطر مرة بهذا 
المضروبء فنحصل على واحد وربع» ونقسم القطر مرّة بالقسم الباقي منه فنحصل أيضاً 
على واحد وربع. ثم نضرب نتيجتيّ القسمتين فنحصل على واحد ونصف ونصف الثمن» 
فنضرب هذا العدد ب أربع وستّين» مربّع الوترء فنحصل على مائة» مربّع القطر الثاني. 

وإذا أردت: تضرب أحد قسم القطر بالقسم الآخرء. ثم تضرب النتيجة بِ 4 فتحصل على 
النتيجة 744 فتحتفظ بها كاملة؛ ثمَّ تضرب القطر بنفسه والوتر بنفسه ثم تضرب أحد هذين 
المربّعين بالآخرء فتحصل على أربعة عشر ألفأ وأربع مائة؛ فتقسم هذا ب بمضروب قسمي 

أمَا تعليل هذه الطرائق» فسنعرضه في المثال التالي. 

ليكن :2,470 قطعاً ناقصاً؛ ولتكن 90رير الدائرة المماسّة <داخلياً>؛ وليكن 87رمع القطر 
الأعظم وَ 20 القطر الأصغر المشترّك بين القطع الناقص والدائرة. <الخط> 013/477 هو وتر 
القطع الناقص<العموديّ> على القطر الأصغر؛ وطول هذا الوتر هو 8. والسهم هو 0/4 
وطوله هو 3. 57 هو القطر بكامله» وطوله هو 5/. 


نريد أن نتحدّد طول القطر الثاني 46 


نتخرج من النقطة 0 الخط 02 الموازي للقطر 7© ونمدّده حتّى محيط الدائرة. ونخرج 
من النقطة 7 عموداً على نفس هذا القطرء هو 25؛ ولنمدّده حتّى النقطة 7 على محيط 


قرف 


الدائرة من الجهة الأخرى. فيكون 277 وتر القرس 257؛ ويكون ,0 مساوياً 2227 لأن 
الخط 2 موازٍ للقطر ولأنٌ الخط 7 عمودي على القطر ومواز ل 07. وتكون نسبة 74 
إلى "347ء وفقأ للمقدّمة التي برهتّاها وبسبب المساواة بين الوترين» كنسبة .22 إلى رم ولكنٌ 
مضروب 72 ب 8 مساو/؟5و/ لمربّع 52؛ ومربّع 7 معلومٌ لأنّ 72 معلومٌ ويساوي 4؛ 
مثل 034» كما أشرنا إلى ذلك. 


فيكون الخطّ المجهول 28 مقسومأء ضمن هذه الشروط إلى قسمين بحيث يكون 
مضروب أحدهما بالآخر معلوماً <كما تكون قسمة أحدهما على الآخر معلومة>. 

ونحصل على النتيجة بعدَّة طرائق. ولقد أشرث إلى إحدى هذه الطرائق التي تؤدّي إلى 
تحديد مربّع العدد يرج الذي يكون معلوماً على التقريب. 

لنبرهن مقدّمة صالحة لهذه الطرائق التي وضّحناها. 
<القضيّة 14> نفصل عدداً معيّنا إلى قسمين مختلفين؛ ونقسمه بكلّ واحدٍ منهما؛ ونضرب 
نتيجتي هأتين القسمتين الواحدة بالأخرى» ونحتفظ بهذا المضروب. ثمٌّ نضرب كل قسم 


بالآخر. فيكون مضروب النتيجة <الأخيرة> بالمضروب الذي احتفظنا به مساوياً لمربّع 
العدد. 


شرف 


مثال: نفصل العدد 4 إلى عددين 8 و ©. نقسم )ر على 8ء فنحصل على (7؛ ثم نقسم )ر 
على ©» فنحصل على 2. نضرب 77 ب #ء فنحصل على 7. ونضرب #9راب ©» فنحصل 
على 2. 


أقول إن 27 مضروب 7 ب 7 هي مربّع العدد <إي>. 


البرهان: نضرب 7 ب 4ء فنحصل على >ر. والعدد 7 هو نتيجة قسمة 4ر ب 8. ولقد 
ضتربت 7 ب 4رء فحصلنا على ء فتكون © مساوية لمربّع 4 المقسوم على 8. ولكنّ مربّع 
4 هو 7. وهكذا قسمنا 7 على #يرء» فحصلنا على 2 


المساوي لمضروب 4 ب 7 المقسوم على 0؛ <ومضروب> / ب 7 هو كر؛ وهذا يعني 
بعبارة أخرى أنْ هذا المضروب مساو لقسمة عر علي ©» أي ل 7/. 


ولقد قتسم 7 على 8ء فحصلنا على ي#. ولكنْ نتيجة قسمة 7 على /, المقسومة على 0 
تساوي نتيجة قسمة 7 على مضروب 8 ب 06؛ ومضروب 8 ب © هو 2؛ فتكون نتيجة قسمة 
7 على 2 مساوية ل 7. فيكونء بالتالي»ء مضروب 77 ب 2 مساوياً ل 7. وهذا ما أردنا أن 

وليكن العددُ ير بعد هذا البرهان» قطن الدائرة» في القضيّة السابقة. لقد قسمناه إلى قسمين 
7 و هرمء في النقطة م. فتكون نتيجة قسمة 78 على كل قسم من القسمين ,21 وَ 1.8 
معلومة» فهي مساوية لنسبة 7 إلى كلّ خط من الخطين 04 وَ 347» أي إلى نتيجة قسمة 
7 على كلّ قسم من قسميه"”, أي إلى 5 وإلى واحد وربع. ويكون» من جهة أخرىء 
مضروب كل قسم من <القسمين> بالآخرء معلوماً ومساوياً ل 76. فيكونء بالتالي» مضروب 
5 بواحد وربع - أي 6 وربع - مضروباً بِ 6 مساوياً لمربّع 2#8, كما برهنًا ذلك. وهذا ما 
أردنا أن نبيّن. 

* نستخرج من 04 _ .25 بالتركيب» 347+ 534 _ 25+58 » كما نحصلء إذا قلبنا على 447 _ 18 . ثم نحصل بالتركيب على: 
#7 هلآ رشا 


ا" لط 


847+ 04 _ 21+28 . رهذا ما يعطي النتيجة المطلوبة. 
اطهط 1ط 
نرف 


هذا كلٌ ما وجدته بالعربيّة» أنا قلونيموسء فترجمته كله. ولقد أنهيت الترجمة في 25 
طيبيت 72» وفقاً للحساب الصغير<الموافق ليوم 1 كانون الثاني سنة ١١١7‏ للميلاد>. الحمد 
لله تعالى. 

أنا يوسف بن يول بيباسء أنهيت <النسخة>» هنا في القسطنطينية» فجر يوم الجمعة في 

4 طيبيت سنة 5267 من خلق الكون<الموافق ليوم الجمعة 5 كانون الأوّل ١5١5‏ 
للميلاد >. 


فليُعظّم اسم الله المقدّس وليتبارك. آمين. 


نارف 


الفصل السابع 
ابن هود: مساحة القطع المكافئ ومسألة السطوح ذات الإحاطات المتساوية 
/ا-١‏ مقدّمة 


١-1-1‏ "كتاب الاستكمال": ملخّص ريّاضيٌ 


خلّف عامر يوسف بن هودء الملقب بالمؤتتمن'» والدّه مَلك سرقوسّة بعد وفاة والده سنة 
74 .. وكانت مدَّة مُلك المؤتتمّن قصيرة: إذ إنته توفت بعد ذلك بأربع سنوات» سنة 
...2 ويُتسّب إلى هذا الملك الكتابُ الضخم "الاستكمال"" الذي حرّره؛ كما يبدو 
عندما كان وليّاً للعهد. يُشكُل هذا الكتاب» بسبب تعدّد المواضيع التي يدرسهاء وبسبب حجمه: 
موسوعة حقيقيّة للتدرٌب على الرياضيّات؛ ولم يكنء إذأء بإمكان مَلك أو حتتى مُليْكَ أن 


عم 


يؤلف مثل هذا الكتاب خلال أوقات الاستراحة التي تسمح بها أعباؤه. فيكون من الأنستب أن 
نتكلم على وليّ عهد ريّاضيّ بدلا من الكلام على مَلك ريّاضيّء ولو أن الصورة الأخيرة أكثر 
إثارة. 


' لم يكن "المؤتتمن" لقب فحسب؛ بل كان اسم الخليفة مثل "المأمون" و "المقتدر"؛ وما إليه. ولقد انتشرت هذه العادة بين ملوك الأندلس بعد زوال 
الدولة الأموية. انظر حول هذا الموضوع؛ عيد الواحد المراكشي : "المُغجيب في تلخيص أخبار المغرب”؛ نشر م. س. العريان وَ م. العربي» الطبعة 
السابعة (الدار البيضاء 519/4 346 ص. ٠١5‏ . يورد هذا المؤلف أبيات الشاعر ابن رشيق الذي يسخر من هذه العادة: 

مما يُزهُدني في أرض أندلس سماع مُقَتَدِر فيها ومُعتتضِدٍ 
ألقابُ مملكة في غير موضعهاح كالهرٌ يحكي انتفاخأ صؤلة الأسدٍ 

' انظر ابن الأبّارء الحُلّة المسّيّراءء نشر حسين مون س(القاهرة» دون تاريخ)» المجلّد الثاني» ص. 48 ؟. 
ولقد ترجم ه. سوتر(4,:؟. ./) بعض أجزاء قصيرة من مراسلة مهمّة جرت بين أندلسيّ وبين شخص من طنجة - أوردها المَقّري - حيث يمدح 
كلّ منهما بلده. ويظهر من هذه المراسلة أن ابن هود كان يتمتّع بسّمعة جيّدة. وقد لفت ه. سوثّر النظرء أيضأء إلى أعمال شتاينشنايدر 
(ء 4ف ب[عئزء54) الخاصّة بيوسف بن أكنين الذي سنرى أهمّيّة شهادته أدناه. انظر: 

(900 1 ,وأعماعة) علرء 17[ ع2 هدب «عطعمل جع عدتمنره جادة هنجل 7ع متجرع [أعاة ع7(1) ص. 1١1‏ 


- انظر ابن الخطيب؛ كتاب "أعمال الأعلام"؛ وهو نص نشره بالعربية» مع مقدّمة وفهرس بالمحتويات: أ. ليفي بروفنسال (-/ك2 ,9 
أمجعع بدو م8 (بيروث» كم 36 ص 1177 
- انظر: المقّريء "نفح الطيب من غصن الاندلس الرطيب"» نشر إحسان عباسء ثمانية مجلّدات, المجلّد الأرّلء ص. .464١‏ 
5 انظر: صاعد الأندلسي ؛ طبقات الأممء نشر ه. بوعلوان (بيروت. 54 ١)ء‏ ص. اذل 

ولنلاحظ أنّ صاعد الأندلسي يضع ابن هود » مثلما يضع أيضاً الرياضيّ الثاني الذ يهمّنا هنا وهو عبد الرحمان بن سيّدء بين معاصريه؛ وهذا ما 
هو مؤكّد جيّداً بالتواريخ والمصادر. ولكنُ صاعد الأندلسي يلاحظ أنّ ابن السيّد يُعدُ بين الريّاضيّين الأكثر شهرة وأنّ ابن هود كان يهتمٌ أيضاً 
بالمنطق والفيزياء وما بعد الطبيعة. وهو يكتب» على الصفحة ١18١.ء‏ ما يلي: " وأا أبو عامر بن الأمير بن هود فهو؛ مع مشاركته لهؤلاء في العلم 
الريّاضيء منفرد دونهم بعلم المنطق والعناية بالعلم الطبيعي والإلهي". لم ينتبه أحدٌ لملاحظة صاعد هذه» وهو كاتب المّيّر المعاصر له؛ مع أَنّها ذات 
أهتيّة خاصّة لفهم مشروع ابن هود. 
ّ انظر, إلى جائب مصادر أخرى. الأكفاني» إرشاد القأصد إلى أسنى المقاأصد» ص. 4ه للنصن العربي؛ ضمن ج. ويتكام ( 17117 ما 22 
(1989 ,4نء,1) 41207 -ات رطا عام4ر معد صروء » الذي يذكُر "استكمال المؤْتمّن ابن هود". 

حارف 


ولقد تمّ مؤخترأًء لحسن الحظ العثور على عدّة أجزاء كانت مفقودة من هذا الكتاب الذي 
لا يوجّد لدينا بكامله حتتى الآن؛ مع أنه كان معروفاً ومنتشراً في الماضي. تتضمن الأجزاءٌ 
الهندسيّة التي عُثْرَ عليها» بالتحديد» دراسة حول مساحة القطع المكافئ ودراسة حول مسألة 
أخرى في الإحاطات المتساوية. سنقوم؛ هناء بتحقيق هاتين الدراستين. إِنَّ نسبة "الاستكمال" 
إلى ابن هود مؤكّدة. ولكنٌ الحذر الشديد يفرض نفسه؛ نظراأً إلى غياب البرهان المباشر لنسبة 
هذا الكتاب إليه؛ وذلك أنه لا توجّد أية مخطوطة لكتاب "الاستكمال"», أو لجزء منه»؛ حاملة 
لاسم ابن هود”". ولقد عثرناء مقابل ذلك» على استشهاد مباشر بهذا الكتاب» نسبه مؤلفه إلى 
أحد أسلاف ابن هودء الريّاضيّ المشهور عبد الرحمان بن سيّدا . تنعزى هذه الشهادة المهنّة 
إلى مؤلف مجهولء شارح لكتاب "الأصول" لأقليدسء وماهر في دراسة التقاليد التي كان 
يشرحها. فهو يورد القضيّة الخامسة من المقالة الأولى على الشكل التالي: تكون الزاويتان» 
على قاعدة كل مثلْث متساوي الساقين» متساويتين؛ فإذا مدّدنا على استقامة هذين الساقين 
تحت القاعدة نحصل على زاويتين متساويتين تحت القاعدة"؛ ثم يكتب: "وبرهن النيريزي 
على هذا الشكل برهاناً[برهان» في المخطوطة] آخر لم يحتتج فيه إلى ذلك؛ وتابعه على ذلك 
ابن سيّد في كتابه المعروف بالاستكمال"”. ولكنّ شرحّ المقالة الأولى وبداية المقالة الثانية من 


؛ انظر: ج. ب. هوجنديجك: 
أتمعةانرأت:271 انك .(بونتظترع» 111 1 لشفا :157 تمترهة الات إنسه 7 [ه [151717:31 عط زه أهء أجاء:7معع 171:6 104171هع270 .2 ل 
[[127/199 2:5 ,لك .أود ,كمع !ع5 كعك ء«أماسقط * ك عع [ه :0ه جع ا تع اع 4 كتتعتجمء [ه عاطهة 
ص. .181-7٠17/‏ يتناول المؤلّف ثانية» على الأخصنء مقالاً آخر كان قد نشره سنة ١4‏ في المجلّة مع:/7:2ء:34217 >:71107. تحت عنوان: 
كزه تك , 4ق بطخ تتمججيها'بكطل-أه تعبط 1ه اقسعلناكا! عط!' : متها تجصدم لدع هماع سامعع بصيطجعع-11 ل[ 7ه كزه نورعتتوع 1015 
2100101010018 
ص. 672-47, 
* يوجد لديناء حاليّأء المقاطع التالية من كتاب الاستكمال: )١‏ الأجزاء الهندسية التي هي الأهمٌ» إلى حدٍ بعيده ضمن المخطوطة 82 .02 في المكتبة 
الملكية في كوبنهاغن وضمن المخطوطة ج-123 .02 في لايد (6906,]). 7) المقطع الحسابي»؛ ضمن مخطوطة دار الكتب في القاهرة» رياضة 
٠‏ . توجد نسخة وحيدة من هذه المخطوطة - كما أثبتنا ذلك - في دمشقء الظاهرية *.51548. *) وأخيراء المقطع القصير الذي ذكره أحد الشرّاح 
في مخطوطة المكتبة العثمانية في حيدرأبادء والذي عثرنا عليه: انظر لاحقاً. ولا يشير أيّ مقطع من هذه المقاطعء باستثناء المقطع الأخير الذي ذكرٌ 
فيه كتاب "الاستكمال": إلى العنوان أو إلى المؤلف. 
' عبد الرحمان بن سيّد معاصر لصاعد الأندلسيّ[انظر الحاشية "]. وُلد هذا الأخير سنة .٠١79/47١‏ ونعلمء من جهة أخرىء من الفيلسوف ابن 
باجّة أنه تلميذ لابن السيّد[انظر رسالة ابن باجّة إلى الوزير أبي الحسن بن الإمامء ضمن "رسائل فلسفيّة لأبي بكر بن باجَّةء نشرة جمال الدين 
العلوي(بيروت: »)١587‏ ص. 88]. ولكنٌ ابن بِاجّة قد توفتي حوالى سنة .١١75‏ يمكن أن نفترض أن ابن السيّد كان أكبر سنّأ من ابن باجّة بجيل 
واحدء وأنه كان ناشطأ خلال العقود الأخيرة من القرن الحادي عشر. ويقول ابن الأثارء من جهة أخرى» في "كتاب التكملة لكتاب الصلة" [انظرء 
المجلّد الثاني» ص. ]56٠‏ إن عبد الرحمن بن عبد الله بن السيّد الكلبي من بلنسيا كان عالما مبرّزاً في نظرية الأعداد وفي الحساب؛ وأنّ أحداً من 
معاصريه لم يصل إلى مستواه في الهندسة؛ ولم يُشر إليه سوى صاعد من طليطية. ثمٌ يُذّر بعد ذلك أن ابن المنّيّد قد ألف في "الفرائض" وأنّه كان 
طالباً سنة ١54/455‏ ١[انظر:‏ 1887-89 ,701.0130210 2 بمذك227 6ه 000623 .1 .84 ,لطقازوقق أعدائنآ تمتممعدمع[ درون ): المجلّد 
الثاتيء ص. ]55٠‏ - وهذا يؤقٌّد التواريخ المذكورة. يتعلّق الأمر إذأ بمعاصر لابن هود. 
' يورد ت. هيث (8761 .:77) الشروح التي أثارتها هذه القضيّة - أرسطوء بايوس؛ بروقلوس - انظر: 
(1956 درعبدن2] 926[ عع027:610)) .أودا 3 ,كتته :181 5" 4[إعناطط إن م1أم800 «عع11111 1116 
المجلد الأول» ص. ١1ه؟-66؟,‏ 
* انظر: مخطوطة حيدراباد» عثمانيّة ؟43» الورقة 5 4و. وانظر أيضاً : رشدي راشد: 
,6/1989 بدء أسهتت داق ما لماكتلا ,ماله رمم عع :07د كع[ أت «معؤائرهط-أه و«طلع - 
درف 


كتاب "الأصول”". الذي هو على غاية من الأهمّيّة» والموجود ضمن "الاستكمال"» لم يُعثر 
عليه حتتى الآن؛ وهذا ما يحرمنا من التحقّق من الأمر بشكل مباشر. ويبقى أنّ الكاتب 
المجهول يستشهد بكتاب "الاستكمال" عشر مرات ويورد منه على الأخص مقطعاً طويلاً 
مكرّساً للأعداد المتحابّة» كنتا قد لفتنا الانتباه إليه". ولا تترك لدينا مقابلة” هذا المقطع مع نصّ 
"الاستكمال"؛ أيّ شكٌء فالأمر يتعلّق بنفس النصّ الذي وصل إلينا''. أمّا الإشارات الأخرى 
إلى "الاستكمال" التي قام بها المؤلف المجهولء فهي تثرجع إلى الأجزاء المفقودة من الكتاب 
أو تورد المعنى فقطا '. 

يكون لدينا إذآ نسبة» ما زالت وحيدة حتتى الآن؛ لكتاب "الاستكمال" إلى ابن سيّد؛ ولا 
يُمكننا أن نهملها أو نرفضها؛ غير أنْ عدّة مصادر مستقلة تثّفق على أنّ ابن هود هو الذي 
ألف "الاستكمال". أقدم هذه المصادر التي نعرفها هو كتاب القفطي'' الذي يؤكّد نسبة 
"الاستكمال" إلى ابن هودء كما يُشير إلى ابن ميمون الذي هذّب هذا الكتاب. ولا يُشير ابن 
أكنين من برشلونة"'2 تلميذ ابن ميمون» في كتابه "طبُ النفوس"» إلى نسبة "الاستكمال" إلى 
ابن هود فحسبء بل إنّه يعطي نوعاً من الفهرس المبمئّط لمحتوياته“'. فهوء بعد أن يكتب 
"هذا هو كتاب "الاستكمال" للمؤتتمّن بن هودء مَلك سرقوسّة"» يُعدّدُ الفصول الخمسة التي 


-2 رخارك سا3 وخاصة ص. ١6١‏ 
' انظر الحاشية السابقة. 
'' يتعلّق الأمر بمقطع حول الأعداد المتحابّة» يُعزَى إلى ثابت بن قرّة» موجود ضمن "الاستكمال". يوجد هذا المقطع ضمن مخطوطة دار الكتب» 
رياضة +٠‏ في القاهرة؛ على الأوراق ””و-7”ظ؛ ولقد ذاكر في مخطوطة حيدرأباد» عثمانية ؟"44؛ الأوراق 95؟و-97؟ظ؛ وهي تبدأ ب " وقال 
صاحب الاستكمال...؛ وسنتناول ثانية هذم المسألة في موضم آخر. 
'' انظر مثلاً الأوراق 4 ؟اظا”وء ”و 45 ا5: يقن ذاو ا5آاوئى 165آو, 
'' انظر: القفطيء تاريخ الحكماء» نشر يوليوس ليبّرت #ءممةط كبانايش)» (لييزخ؛ :)١1١7‏ ص. 2719؛ حيث يقول بخصوص ابن ميمون: 
"هذب كتاب الاستكمال لابن أفلح الأندلسيّ في الهيئة فأحسن فيه وقد كان في الأصل تخليط وهذب كتاب الاستكمال لابن هود في علم الريّاضة وهو 
كتاب جامع جميل يحتاج إلى تحقيق فحقّقه وأصلحه وقرئ عليه." 
'' إِنّ شهادة ابن أكنينء حول اين هود وكتاب "الاستكمال"» ذات أهمّيّة قصوى؛ ولقد لفتت نظر المؤرٌخين منذ أكثر من قرن. لنذكّر أزُلاً بالكتابات 
الأصاسيّة حول هذا الموضوح: 
#عطلعستعساه17 كله عفدل عتك كدب مرع الداع لذ تاة معك بجع ع اصجاء عع 8ل «عطعكتعه عطعط عط برعل تعصلاء عدةعاق 14 
صدر في برلين 1893(١497‏ ,17]ء8)» وصدرت طبعة ثأنية سنة ١955‏ (1956 ,جهم07 )؛ ص. 6-79" ؛ 
تع فيال رمك بطم جع 1ش[ عطع متطع جه ألا رتعوأء :قاع مداعاق .هر 
صدر قي فرانكفورثت 1902(١5+5‏ 7#يايةبرع1)» رصدرث طبعة ثانية سنة 5م5١‏ (1986 ج(جم7 سج لطع لد اعداء :8:14 ١)‏ ص. 
اسيك ري 
“' تكمن أهمّيّة شهادة ابن أكنين في أنه يقنم فهرساً مبسْطأً بمحتويات كتاب "الاستكمال"؛ في كتابه المكتوب بالعربية - ولكن بأحرف عبريّة - 
"طبٌ النفوس": الذي حقق وترجمَ إلى الألمانية في القرن التاسع عشر من قبل م. غودمان: 
,(873[ مجع [اعلوتعع2 عواطم جه-اأعكتصممد جع لك لع مط اع ع سدم وطن جرع انا مراع 5هقال عدن] ,تتاجمجء 04 .4ل 
أنظر ص. 353-94 88-417. ولقد لفت ت. لانغرمان(م«سرءج:ى] :7) النظر مجدّداً إلى هذا النص مترجماً إيّاه إلى الإنكليزيّة ؛ انظر: 

ر(984 1 ,رامل 1 19 ب"النقط ,نص انع غ1 برامع اتويل) تإكاسول 71786 ,رج مع جه ادا[ رن مع نمم أوء لمجت ته 73 ٠‏ 
انظر ص. 50-51» وخاصة ص. .57-5١‏ ولقد قدّم ج. هوجنديجك (#/مجمع20 كر) سنة ١9857‏ بدوره ترجمة إنكليزيّة لنفس النصّ ضمن 
كو اسع 1م وموع فرزررد هذا المرجع في الحاشية 54)» ص. .5٠١‏ 

يضف 


يتألف منها الكتاب”'. ويخصٌ المصدرٌ الثالث ريّاضيّاً من القرن الرابع عشرء هو محمّد 
سرتاق المراغي'' الذي كتب تحت عنوان "الإكمال" شرحاأ لكتاب "الاستكمال". وهذا 
الشرح ما زال مفقوداً؛ لكنّ المؤلف ذكره في تعليقات على المخطوطة 487٠١‏ من مجموعة 
أيا صوفيا. ينسب المراغيء هو أيضأء كتاب "الاستكمال" إلى ابن هود. ويُمكن أيضاً أن 
ناضيف إلى كل هذا إشارات غير مباشرة حيث تنسب إلى ابن هود نتيجة من النتائج التي 
نجدها في "الاستكمال"؛ وهذا ما نجده في كتاب ابن هيدور"'ء على سبيل المثال. تتضافر 
هذه الشهادات كلها لترسّخ تحققناء بما يُشبه اليقين» من نسبة هذا الكتاب إلى ابن هود. إِنّ لدينا 
حجّة أخرى لدعم هذه النسبة؛ وهي تثرجعنا إلى المحتوى الريّاضيّ للكتاب. لنذكّر بأنّ ابن 
سيّد. كما تدلٌ الشهادات الغير مباشرة حول أعماله المفقودة للأسفء كان في طليعة الباحثين 
الريّاضيّين في عصره. ولقد بيّنتاة' أنه قد توصّل إلى دراسة بعض المسائل التي تتطلّب 
الاستعانة بالقطوع المتكافئة المُعمّمة وبالمنحنيات ذات الأبعاد الثلاثة. لم يكن هذا المستوى؛ 
بالتأكيد» مستوى كتاب "الاستكمال" الذي كان الهدف من كتابته مختلفأء كما سنرى. لا تشكو 
نسبة "الاستكمال" إلى ابن هودء كما يبدوء من أيّة شائبة؛ ولكن يبقى لديناء سؤالٌ أساسيّ 
حول دور ابن سيّد. فهل يتعلّق الأمر بخطأ بسيط؟ أم بمؤلّف آخر يحمل نفس العنوان» كتبه 
ابن سيّد ثمّ تناوله ابن هود في تجميع مُوسُع؟ أم بخلط قديم فقطء بين موْلْفيّن معاصرين؟ إِنَّ 
الأجوبة عن هذه الأسئلة تتعلّق بنتائج البحوث المستقبليّة. ولكنتناء حاليّء نميل بشدّة نحو نسبة 
"الاستكمال" إلى ابن هود. 


ولنذكرء لأجل فهم مشروع "الاستكمال" من دون أن ننقص أو نزيد من أهمّيته, برأي 
القفطيء. كاتب المدّيّر في القرن الثالث عشرء وبواقعة تاريخية مؤكّدة. يقول القفطي عن هذا 


م ل 0----------- 1 
ص. 7٠١‏ 


'' انظر الفصل الخاصٌ بالقوهي ء ص. 85١‏ الحاشية 4١5‏ وانظر أيضاً: 
:117 امه" نتارة-آه إنتكدة7 “إن 151115781 :11 إن آم شاع 7#معع 11:6 1[1 8702610 ,2 إل ع صس. 515 
"' انظر: ابن فيدور(المتوفتى سنه »)8١7‏ التمحيص في شرح التلخيصء مخطوطة الرباط الحسنيّة ١70ء‏ ورقة ؟9؛ ولقد حدّق رشدي راشد 
هذا الكتاب وحلله في المقال: 
عتطمدا رن بدمائزط ع مر أماصيتمل ,ع مناه 7طججمه ععررامهجه” [ ع0 اع ععاطمتسبه ممعطججمم ممق عرزو زعام" [ *زينمم عمدو 16و11 
,(22/7982 91+ ,6 رعه م301 
ص. 7١‏ وما يليها. 
“ انظر: شرف الدين الطوسيء الأعمال الرياضيّة: الجبر والهندسة في القرن الثاني عشر(بيروت: مركز دراسات الوحدة العربية: .)١394‏ 
4م ؟؟ 


الكتاب: "هو كتاب جامع جميل يحتاج إلى تحقيق""'. أمَا الواقعة التاريخيّة» فليست سوى 
الانتشار الواسع لكتاب "الاستكمال"» خاصّة في وسط الفلاسفة وفي وسط الريّاضيّين من 
الدرجة الثانية. هذا الرأي وهذه الواقعة مترابطان بينهما بشدّة. فرأي القفطي - أو الرأي الذي 
نقله - يتوافق تماماً مع الوضع الحقيقيّ للأجزاء التي وصلت إلينا من هذا الكتاب » كما 
يتوافق مع المشروع الذي يظهر من تفحُصها. يقدّم لنا "الاستكمال" ملخصاً للمهندس في 
الحساب وفي هندسة أقليدس (المقتبّسة مباشرة من كتاب "الأصول" ومن كتاب "المعلومات" 
ومن الشارحين مثل النيريزي) وفي نظريّة الأعداد المتحابّة(المقتتّسة مباشرة من مؤلّف ثايت 
بن قرّة) وفي هندسة المخروطات (من كتاب "المخروطات" لأبلونيوس) والكرويّات» 
وبطريقة مماثلة في الميادين الأخرى. لقد حصلت هذه الاقتباسات من الكتب المختلفة» في 
أغلب الأحيان» بشكل مكثف ودون تحوير؛ وهذا ما يدل على أنّ كتاب "الاستكمال" شبية 
بموسوعة هندسيّة» أو أنته» بشكل أدقء» موسوعة ريّاضيّة بمعنى الرباعيّة (الحساب 
والموسيقى والهندسة والفلك)؛ وذلك أنكه صِيعٌ بحيث يكون حاويا الفلك والمناظر والتوافقيّات 
الموسيقيّة''. كانت هذه الموسوعة الريّاضيّة؛ وفقاً لهذا المعنى؛ موجّهة إلى القرّاء المطلعين 
على الريّاضيّات من دون أن يكونوا بالضرورة ريّاضيّين مُبتكرين؛ كما كانت موجّهة إلى 
الفلاسفة النين كان لهم مع ابن هود العديد من الاهتمامات المشترّكة؛ كما أخبرنا بذلك صاعد 
الأندلسي. هذا هوء باختصارء مشروع "الاستكمال", كما يبدو لنا. ويجب علينا أن نتجنتب 
الوقوع في الخطأ بخصوص هذا المشروع وبخصوص ابن هود: لم يكن "الاستكمال" بأي 
حال من الأحوال مؤلّقاً يهدف إلى توحيد الريّاضيّات في ذلك العصرء كما يُمكن أن نظن 


بسذاجة' '» بل هو ببساطة تجميع للأعمال الريّاضيّة الضروريّة لاكتساب تكوين جيّد في هذا 


3 " انظر القفطيء تاريخ الحكماءء ص. 515. 

' لفثات. لانغرمان النظرّ إلى تعداد قام به الأكفاني وإلى قول له؛ مما يجعلنا نفهم أن تحرير "الاستكمال" لم يكن تامّأً وفقأ لمخطط أبن هود 
الخاصن» وأنٌّ هذا المخطط يحتوي على فصول غير موجودة في "الاستكمال" . يقول الأكفائي » بعد أن يُحصي أجزاء الهندسة العشرة(إرشاد 
القاصدء ص. 54) إنته لم يرّ حتّي الآن أيّ كتاب يحتوي على هذه الأجزاء العشرة: ثم يكتب: "لكن نو كمل تصنيف الاستكمال للمؤتهن بن هود 
رحمه الله لكان كافيأ ومغنيا". ونلاحظ أيضاء أنّ المقري يتكلم عن "كتاب الاستكمال والمناظر"» مما يدل على أنّ "الاستكمال" كان يتضمّن قسما 
في علم المناظر زِذْكِرَ المقّري في الحاشية .)١‏ لا يتحدّث الأكفاني» هناء إلا عن الهندسة» ولكثه كان يعلم أنّ هذا الكتاب يحتوي على جزء مهم في 
ل 
التقليد د الأنداسي» م يتردّد البعض الآخرء بفعل شطحة حماسيّة: عن اعتباره 3 لٍِ "بورباكي» ا .. ولكنٌ هذا لا يبدو 0 على 
أيّ أساسء ما أن يتم الاطلاع على أعمال الريّاضيّين الأندلسيّين؛ ويكفي أن نقرأء هنا في كتابنا هذاء الصفحات الخاصّة باين المسمح: أو أن نقرأ في 
مكان آخر الاستشهادات بابن سيّدء أو أن نقرأء ببساطة: ما كان يقول عنها المعاصرون لابن هود. 

خرف 


الميدان. أمَا ابن هودء فلم يكن بوسعه أن يتصوّر هذه المهمّة المُوَحّدة أو أن يقومء بالأحرى. 
بمثلها. فقد كان يلزم من يريد القيام بهذه المهمّة أن يكون لديه مفهومٌ آخر للجبر ولدوره 
ولعلاقاته.» على الأخص. بالهندسة؛ وهذا ما لم يكن لابن هود أيّة فكرة عنه. ويبقى عليناء 
مقابل ذلك» أن نعرف متى ولماذا اقتبس رياضيّو المغرب الإسلاميّء مثل أبن هودء هذا 
الأسلوب الموسوعيّ الذي كان» حتّى ذلك الوقتء حَكترأ على الفلاسفة» مثل ابن سينا في 
كتابه "الشفاء". لقد كان باستطاعة ابن هودء وريث الرياضيين الكبار - وهم بنو موسى وابن 
قرّة وابن سنان وابن الهيثم وابن السُمح... - أن يقوم بهذا التحرير الموسوعي. 


ويتضمّن كتابُ "الاستكمال", على كلّ حال بوصفه "كتاباً جامعاً", دراستين في 
الريّاضيّات اللامتناهية في الصغر. ولقد أثّر الشكلٌ الموسوعي للتحرير في مظهر هاتين 
الدراستين وفي اتساعهما أيضاً. وتتستوحي الدراسة الأولى» التي تعالج مساحة القطع 
المكافئ» بشكل قويء من مؤلّف ابن سنان حول نفس الموضوع. وتتناول الدراسة الثانية؛ 
المكرّسة لمسألة السطوح ذات الإحاطات المتساوية» من جديد كما سنرىء» قضيّة لابن الهيثم. 
وهكذا تكمّن قيمة هاتين الدراستين» كما تتمثلان لناء في أهمّيّتهما التاريخية وليس في جددّة 
النتائج الريّاضيّة المدوّنة فيهما. وهذا يعني أنَّ عمل ابن هودء هناء يتعلّق بمسألة عرض 
النتائج وليس بمسألة اكتشاف هذه النتائج؛ كما أن التحرير الموسوعيّ يحدٌ من مستوى النتائج 
الأوَلِيّة؛ وهذا ما سنراه لاحقاً. وقد يبدو هذا القول مُقَلُْ من قيمة عمل ابن هود الذي لم يكن 
نهجُهء على الإطلاق» نهج من ينقل حرفيّاً. فقد يحدث أن يحاول القيام بصياغة مختلفة أو 
أكثر عموميّة. ولكنتنا سنرى أيضأء في الحالتين اللتين تُهِمّاننا على الأقلء أنّ هذا التعميمٌَ لا 
ينجح وأنّ البراهينَ المستوحاة من أسلافه هي أقلُّ دِقَةَ من براهين هؤلاء. وهكذاء فإنته» على 
سبيل المثال؛ عندما يُعمّم النتيجة التي برهنها ابن سنان للقطع المكافئ» إلى حالتي القطع 
الناقص والقطع الزائد (المقارنة بين قِطع القطع المكافئ والمثلثات)؛ لم يستطع استخدام هذه 
المقارنة ليُعمّم بنفس الطريقة نتيجة ابن سنان» الخاصّة بمساحة قطعة للقطع المكافئ» تلك 
القطعة التي لأجلها أجريّت المقارنة الأولى» على القطعين المخروطيّين الآخريّن. 


ا 


5-1-7 النقل المخطوطيّ للنتصوص 

لقد وصل إلينا النصّ الخاص بمساحة القطع المكافئ في مخطوطة وحيدة(سنرمز إليها ب 
©) موجودة في المكتبة الملكيّة في كوبنهاغن تحت الرمز (82 .02©)؛ أمّا النصْ الآخر 
الخاص بمسألة السطوح ذات الإحاطات المتساوية» فهو موجود في هذه المخطوطة وفي 
مخطوطة أخرى في مكتبة لايد (#6برج. ,1236 .«0). ولقد استندنا إلى هاتين المخطوطتين 
لنحقق للمرّة الأولى هذين النصّين من كتاب "الاستكمال". 


ومخطوطة كوبنهاغن هي من بين المخطوطات العربيّة النادرة المكتوبة والمنظمة بعناية 
فائقة؛ وهذا ما نقرأه في الجدول: 


كلأ" كلأ211521 أت لاككلال 15ت 827721 عهأوع !1 عمهءع8181101:6 تق 1ه 0711 كمء 0001 
0 أكء ومع 21 ع8 ووء 0001 ١‏ ونع 1[ صو07] /رأآ م0657 1© 6111471167011 
(1852) :0011117 


المجلد الثاني» ص. 57-54. يُعطي مؤْلف هذا الجدول بدقة وعناية كلّ المعلومات التي كانت 


لديه استناداً إلى المخطوطة. فهو يعرض بكلٌ وضوح مُختطّط "الاستكمال": ويذكر بالعربيّة 
مختلف أقسامه. ويُسِجّل على المخطوطة:؛ نفسهاء كلّ العناصر المُهمّة. ونحن نعلم أن هذه 
المخطوطة صادرة عن مجموعة باريس للجمعية اليسوعية؛ ونقرأ على وجه ورقتها الأولى 
في الهامش الداخليّ » وكذلك على المجموعة 8١‏ من نفس المكتبة» "وُقَمَ وفقأً لقرار الخامس 
من تمّوز سنة ١717‏ مسنيل (3457:/7)". ولنلاحظ أنتنا نجد توقيع هذا الأخير في الهامش 
الخارجيّ على وجه الورقة الأولى. وهكذا تكون هذه المخطوطة منقولة من فرنسا قبل هذا 
التاريخ. وكان مؤلّف الجدول؛ من جهة أخرىء قد أشار إلى وجود تعليقات باللغة اليونانيّة: 
بخط لا يرجع إلى ما بعد عصر النهضة؛ وهذا ما يوحي بأنّ المخطوطة قد انتقلت إلى الشرق 
اليوناني قبل أن تصل إلى باريس. وتخصٌ هذه التعليقات» كلهاء (الأوراق 7١وء‏ "١و2‏ 


؟4١‎ 


١و‏ "اكظ اال "7١‏ او)''عناوين الفصولء أو محتوياتها بطريقة أو بآأخرى. وهذا ما 
يدل على أنّ هذه التعليقات قد كتبت بيد يونانيّ كان يفهم محتوى المخطوطة؛ جزثيّاً على 
الأق. وهكذا تكون هذه المخطوطة القديمة» الأندلسيّة الأصل على الأرجح, قد انتقلت إلى 
الشرق اليوناني قبل أن تصل إلى باريس ثمٌّ إلى كوبنهاغن. 


تحتوي المخطوطة على ١١6‏ ورقة. ولقد تلفت عذة مواضع منها بسبب دود الخشب 
وتأثير الرطوبة. ولقد فلقدت منها عدّة أجزاء » وخاصة البداية المكرّسة لشرح المقالة الأولى؛ 
وقسمٌ من المقالة الثانية من كتاب "الأصول" لأقليدس. ونحن على علم؛ من المؤلف المجهول 
للمخطوطة العثمانيّة» بوجود شرح لمُصادرة المتوازيات إلى جانب مواضيع أخرى مهمٌّة. 
وكتابة هذه المخطوطة القديمة» كتابة مغاربيّة. ونجد فيهاء هنا وهناكء؛ تعاليق على الهوامش 
مكتوبة بيد أكثر حداثة» فيجب أن لا نخلط بينها وبين يد النسّاخ. ولقد كتب هذا الأخيرء في 
الهامشء إضافاته الخاصّة؛ وهذا ما يُبِيّن أنه قابل نسخته»: بعد أن انتهى من نقلهاء بالنسخة 
الأصليّة. ويكتب النسّاخ: أخيرأء الأحرف في القضايا الريّاضيّة كما تثلفظ : ألفء باءء الخ. 


يحتلٌ النصٌ حول مساحة القطع المكافئ الأوراق ١٠٠ظ7١٠ظ.‏ ولقد رأينا أن نكتثب 
الأحرف كما تكتب عادة وليس كما تللفظء لعدم وجود أي التباس ممكن. 


والمخطوطة الثانية (التي سنرمز إليها ب .1) هي مخطوطة مكتبة لايد ( ,»723 .07 
6و ]). نجد وصفاً صحيحاً لهاء مع أنته مُختصّرء في الجدول : 


01 1 | ذ ذخ ذخآم 00 
,(1.142011110-816/1873 


تج على الصفحة ” ار ©620أها«لانات و شنإلببم]” أ»< 785أ27 وتملإفات 1 11006 انعد كام قمع اق 0من ننه أمع 
1 "في التشابه بين الأعداد ومقارنتها بالأجسام والسطوح والخطوط" 
نجد على الصفحة 5١و:‏ 0ن (1مغعنا بن 7:00 010+ انمع >0 رفاق] نامث أممقم 
أي "في خواصٌ الأعداد والمقارنة بين الشيء نفسه والأجزاء". 
يُشير الجدول (ىءاعم:جء071) دءع:008)) على الصفحة 16» إلى وجود الكلمات التالية على الهامش». :26058 20533 588 التي تعني "هكذا يترك 
كثيراً". ولكنّنا نلاحظ أنّ الكلمة :502:3 لا تظهر على الميكروفيلم. 
نجد على الصفحة 7"ظ:: 6اقعم1م7 نالغالةز»< 2000 7281, أي "في إحاطات الدوائر". 
نجد على الصفحة ؟ ؟ظء 67616دصتا 010101 3غ 1 »ا ناس كبباج(ه 1نن؟ 5167:80:616 :. أي "عمل الأشكال ودراستها". 
نجد على الصفحة 7١‏ ١و:‏ 760155206400 , أي "في المجسمات". 

*ب؟9 


المجلّد الخامس»ء ص. 73-758". يتعلّق الأمر بمقطع من 6٠١‏ ورقة من "الاستكمال". 
والخطّ هو الخطٌ النسخيٌ الشرقئُ؛ والمخطوطة هيء بلا شكّء أحدث من المخطوطة السابقة. 
وتثبيّن المقارنة بين المخطوطتين أنتهما تنتميان إلى تقليدين مخطوطيّين مختلفين. ولا شيء 
يدل على أنّ نتسّاخ مخطوطة لايد قد قابل نسخته بالنسخة الأصليّة. ويبدو أن الملاحظات 
الهامشيّة قد أضيقت خلال النسخ - انظر الأوراق 49؛4ظ 5دظء 5دو - أو أنّ ليس لها 
علاقة بالنصت؛ الملاحظة: المضافة على الورقة 554ظ ليست سوى آية قرآنيّة. ويبقى الجدول 
صامتاأ حول تاريخ النصّ؛ فهو يُخبرنا فقط أن المخطوطة تنتمي إلى مجموعة 
غوليوس' '(601:,5). ويحتلٌُ النصٌء الخاصّ بمسألة السطوح ذات الإحاطات المتساوية 
والذي نحقيقه» هناء الأوراقَ /اظ ١‏ ١وء‏ والأوراق ٠5و-0٠5ظء‏ من مخطوطة كوبنهاغن. 
-؟ مساحة القطع المكافئ 

١ -7-!‏ خاصة اللامتناهيات في الصغر أو الخاصّة المخروطيّة 


توجّد دراسة مساحة القطع المكافئ لابن هود ضمن فصل من كتاب "الاستكمال" يعالج 
قطوع الأسطوانة وقطوع المخروط الدوراني. ينقسم هذا الفصل إلى قسمين؛ عنوان القسم 
الأول هو: "في وجود القطوع وخواصها الأول من غير إضافة بعضها إلى بعض"؟؛ أمّا 
عنوان القسم الثاني فهو: "في خواصّ خطوط وزوايا وسطوح القطوع بإضافة بعضها إلى 
بعض"". يُشير هذان العنوانان» وحدهماء بشكل تام إلى السياق الذي يجري فيه عرض ابن 
هود. فهذا الأخير لا يريد بالتأكيد أن يُحدّد مساحة قطعة من القطع المكافئ لذاتهاء بل لأجل 
التعرّف على خاصة للقطع المخروطي. وهذا يعني أنّ الدراسة في الهندسة اللامتناهية في 
الصغر لا تبدو في المقام الأوّل» بل إِنْ دراسة القطوع المخروطيّة تأخذ الأهمّيّة الأولى. 
ولنذكّرء لكي نقدّر أهمّيّة هذه النقطة الأخيرة» بأنتها تثميّز بين منظور ابن هود ومنظور الذي 
استوحى منه ابن هود كثيراً وهو ابن سنان. كان هذا الأخيرء كما رأيناء يهتمٌء كالماهاني 


"' انظر أيضاء ص. 4197 من: عزن ترجه «طاطآ 18 جا كاصات كسجماط عأطم رار ره لك امجد] ,11! ناص كتعاط بعبعوبطجرمم18 بجر 
زلمع “2 ,1980 رضهلهما/صمكم8/عدودنا عطكا رممجعامعطع/! عله جز م«مفعع اام «عطنه هه بع ماعط زه بوتوس عفدل 
'' سيكون مُهِمَأً أن نعرف إذا كانث المخطوطة فد نسخت في الشرقء أو في هولنداء كما حصل لمجموعات أخرى من المخطوطات في عصر 


غوليوس. 
“" انظر مخطوطة كوبنهاغن المكتبة الملكيّة» (82 .ع0): الورقة ١9ظ.‏ 
وّب؟ 


وكَجَدُه ثابت بن قرّة» بمسألة مساحة القطع المكافئ المتريّة لذاتها. ويصبح هذا الاختلاف» من 
جهة» والاقتباسُ المكّف من كتاب "المخروطات": من جهة أخرىء صفة مميّزة لأسلوبُ 
ابن هود ولطبيعة مساره. فيجب عليناء لأجل فهم هذين الأخيرين أن نتوقّف قليلاً عند عرضه 
لمساحة القطع المكافئ. 


يجري عرض ابن هود على الشكل التالي: يقتبس ابن هودء بعد أن يُذكَرَ ببعض تعاريف 
القطوع الثلاثة وعناصرهاء عدداً من القضايا من كتاب "المخروطات" لأبلونيوس» حرفيّاً على 
التقريب في بعض الأحيان» وبكتابة جديدة في أحيان أخرىء قبل أن يتوصل إلى تحديد مساحة 
قطعة من قطع مكافئ - القضايا ١‏ إلى "١‏ - مقتبساً هذه المرّة عن إبراهيم بن سنان. فليس 
الاقتباس من كتاب "المخروطات" مكتفأء فحسبء بل هو يتبع» إجمالآء ترتيب أبلونيوس. 


ويجب عليناء لأجل توضيح سياق هذه الدراسة؛ أن نرجع إلى القضايا التي وردت قبل 
القضايا التي سنحقّقها هنا - ١8‏ إلى >١‏ - وإلى تلك التي ترد بعدها. نلاحظء عندئذء أن ابن 
هود بستعير قضاياه من المقالة السادسة من كتاب "المخروطات", حسب الترتيبء قبل أن 
يرجع إلى إبراهيم بن سنان. 

وليست القضيّة العاشرة (وفقاً لترقيم المخطوطة) سوى استعادة للقضيّتين الأوليَيْن من هذه 
المقالة السادسة'". وذلك أنّ ابن هود يُبرهن فيها ما يلي: 


"القطوع المكافئة إذا كانت أضلاعها القائمة متساوية وزوايا خطوط ترتيبها متساوية» فإن القطوع 
متساوية متشابهة؛ وإن كانت القطوع متساوية متشابهة» كان أضلاعها القائمة متساوية؛ وإن كانت القطوع 
غير مكافئة وكانت أشكالها التي تعمل على أقطارها المجانبة متساوية متشابهة .فإن القطوع متساوية 
متشابهة؛ وإن كانت القطوع متساوية متشابهة» فإن الاشكال التي تعمل على أقطارها المجانبة متساوية 
ووضعها متشابه". 

ولكنتنا نلاحظ أن ابن هودء في حالة القطع المكافئ» يتناول الأضلاع القائمة الخاصّة 


بأقطار اختياريّة» بينما يتناول أبلونيوس فقط الأضلاع الخاصة بالمحاور؛ ولهذا السبب يُدخل 


'' انظر المرجع السابق: الورقة 15ظ. 
4 


ابن هود زوايا الترتيب. ولنلاحظ أيضاء أنّ ابن هودء في حالة قطع ذي مركزء يميّزء 
بخلاف ما فعله في حالة القطع المكافئ» بين حالة القطر الرئيسيّ وحالة القطر الاختياري 
التي يدرسها في القضيّة ١5‏ الموافقة للفضيّة ١7‏ عند أبلونيوس. 

القضيّة التالية من كتاب "الاستكمال" هي استعادة للقضيّة السادسة من كتاب 
"المخروطات" نفسه 

" إذا كان جزء من قطع يقع على جزء من قطع؛ فينطبق عليه كان القطع مساويًا للقطع"". 

والقضية :١7'‏ من هذا الفصل من كتاب "الاستكمال"» هي استعادة للقضيّة ١١‏ من كتاب 
"المخروطات": كل القطوع المكافتة متشابهة. والقضيّة التالية من كتاب "الاستكمال" هي 
القضيّة ١١‏ من كتاب "المخروطات”". ويكتب ابن هود ما يلي: 

" القطوع غير المكافئة» التي أشكالها التي تعمل على سهامها متشابهة» ذ فهي أيضاً متشابهة؛ وإن كانت 
القطوع متشابهة:؛ فإِنَّ أشكالها التي تعمل على سهامها متشابهة متساوية»:4" 

بُبِيّن ابن هودء بعد ذلك» نتيجة يحتاج إليها في مساحة القطع المكافئ - القضيّة م١.‏ وهي: 

ليكن معنا قطعان مخروطيّان من نفس النوعء وليكن قطراهما على التوالي 5 وَ 60؛ 
ولتكن © وَ 7 نقطتين على 8هرء ولتكن 0 و ى نقطتين على 0)©» بحيث يكون: 


926 _ 84 + 96 _ 4 00) 

47 9 لمر 60 * 
3 95 85 اا . 7 5 0 10 01 
ولتكن #رء 77» 07 577 خطوط الترثيب لهذه النقاط فيكون ن: 2 ب . 


1 
1 5 0 


""انظر المرجع السابقء الورقكة ا3و. 
*" انظر المرجع السابق: الورقة 0؟ظ. ولنلاحظ أن هذه الأشكال غير متساوية؛ خلافا لما يقوله ابن هود؛ ولذلك وضعنا العبارة بين قوسين 
هذ 


يكون معنا: 7 _ عندكة _ ولد قد كك _ | 17.42 4 )كك 
8 7 


3 3 3 ]1 
71 87.2417 (417 +8فم )21 8 ( 8ه 


أيضاًء “1_0 5965© ,| 90/1190 ف النتيجة بواسطة 
ويكون أيضا: بريم لاع لد فنحصل على النتيجة بو 


.)١( العلاقتين‎ 

والقضيّة الخامسة عشرةء من هذا الفصل من "الاستكمال"» هي القضبيّة ١١‏ من المقالة 
السادسة من كتاب "المخروطات": 

" إذا كانت أشكال القطوع غير المكافئة المعمولة على أقطار غير السهام متشابهة وكانت زوايا خطوط 
ترتيبها متساوية؛ فإن القطوع متشابهة. "' '. 

يرجع ابن هودء أخيرأء إلى عكس هذه القضيّة. ثم ينتقل إلى القضيّة السادسة عشرة التي 
هي استعادة للقضيتين "7 773 من نفس مقالة "المخروطات": 


"' إذا قطعت سطوح متوازية مخروطاء فإن القطوع الحادثة فيها متشابهة. "' '. 


والقضيّة :»١١/‏ من "الاستكمال"» مستوحاة من القضيتين 5 و لا ومن القضيّة / خاصة. 
من نفس كتاب أبلونيوس؛ وتعاد كتابتها كما يلي: "ليكن معنا قطمٌّ مخروطيء فيقسم سهمه 
ومشابهة لها. كلّ قطر من أقطار القطع الناقص يفصل سطحه إلى نصفين ويفصل محيطه 
أيضاً إلى : فيرن". 

تتبع هذه القضاياء عندئذء القضاياء المرّقمة من ١8‏ إلى ١1»ء‏ التي سنتناولها في التفصيل. 
وهذه القضايا متبوعة» بدورهاء بالقضيتين التاليتين: 

" نريد أن نبيّن كيف نعمل قطعاً مساوياً لقطع معلوم شبيهاً بقطع معلوم آخر "؛ 
وهي القضيّة الثانية والعشرون. ثمٌ يُثبت: 
'' انظر المرجع السابقء: الورقة 44ظ. 


'" انظر المرجع السابق: الورقة 15ظ. 
تك 


" كل قطعتين متشابهتين من قطعين متجانسين فإن نسبة الخط المحيط بإحداهما من القطم إلى الخط 
لمحيط بالأخرى من القطع كنسبة قطرها إلى قطرها. " . 
يُظهر هذا الموجّز السياق” الذي يجري فيه تحديد قطعة من القطع المكافئ في كتاب 


"الاستكمال"؛ مما يدل على أن دراسة خواص القطوع المخروطيّة مقتبسة في القسم الأعظم 
منها من كتاب أبلونيوس. ويلقي هذا الموجَز » أيضأء الضوءً على نهج ابن هود الذي تنطبق 
عليه صفة العرض أكثر من صفة الاكتشاف. وسنلقى ثانية هذا النهج في دراسة مساحة 
القطع المكافئ؛ أي في القضايا الأربع التي نحقّقها هنا والتي سنحللها فيما يلي. 


7-7-7 الشرح الرياضي للقضايا ١‏ إلى ١؟‏ 
يبدأ ابن هود بصيغة تخص القطر والقطر المجانب. 
تتحدد كلّ قطعة؛ من قطع مكافئ أو ناقص أو زائدء بقوس ووتر. 


لتكن ”يرم قطعة مثل هذه القطع؛ تمر في 0: وسط القطر /8وء قطرٌ 7م للقطعء يقطع 
القوسَ :8 على نفطة ير تنسمّى رأس القطعة؛ فتسمّى القطعة 420 قطر القطعة ذات القاعدة 
“88 يكون القطر 7يرء في حالة القطع المكافئ» موازياً للمحور؛ ويمرٌ ار في حالة القطع 
الناقص أو القطع الزائدء بمركز القطع >زء فيكون 7إر قطراأً مجانباً. 


8 
8 1 قر 
م 
1 8 
ا 8 


والأقسام المدروسة في القضيّتين 4 ١١‏ ليست قِطعأء بل أقساماً من قطعء مثل 280؛ 
وبالرغم من ذلك يتم الاحتفاظ بالعبارات: الرأس بر القطر عير قاعدة هذا القسم » 
والقطر المجانب. 


'" انظر المرجع السايق» الأوراق ؟١١اظ- ١7‏ اشم 
يذ لق 


القضيّة -١4‏ لنأخذء في قطعين مكافثين أو ناقصين أو زائدين» القطعتين 480 و 250. 
القطعة الأولى محدودة بالقطر الذي يمر بالنقطة 4 وخط الترتيب 0( الخاص بهذا القطر؛ 
القطعة الثانية محدودة بالقطر الذي يمر بالنقطة (ر وبخط الترتيب 70 الخاص بهذا القطر. 


3 
2 
5 
م 
17 1لا 


)١‏ إذا كانت 490 و 750 قطعتين من قطعين مكافئين» 


نث. أ" 
لبون أنة. 


أو 
ب) إذا كانت 90إر و 750 قطعتين من قطعين ناقصين أو زائدين» وإذا كان 4 وَ '4 
القطرين اللذين يمرّان على التوالي بالنقطتين 4 وَ 2ر» نفرض أنّ: 2 ع فيكون معنا: 


مساحة قطعة (480) _ مساحة متلث(86م) 
مساحة قطعة (8619) 2 مساحة مثلّث(8 6 0)* 


306 مساحة قطعة (480) _ مساحة مثلث(480) 
)١‏ لنفرض 0 0 لد 


حيث تكون 7 مساحة أصغر من مساحة القطعة 80م . 
ليكن :, وسط #ر(, وليكن 7 قطر القطع؛ 
'" يجب أن نفترض أنّْ: مساحة قطعة (2619) > 77 > مساحة مثلث(70619)؛ لأنّ المتساوبة (*) تصبح مستحيلة إذا كان: 


77 < مساحة مثلث( يع 2) 
م 4 


) إذا كان القطع مكافتأء يكون 6م /ر > ؛ ب) إذا كان القطع ناقصاً أو زائدأء» يتقاطع 
7 مع 70 على مركز القطع. 


نحن نعلم أن مساحة مثآّث(26) > مساحة قطعة (26/7)» وأنٌ: 
مساحة مثأث(5/71) > 3 مساحة قطعة (16؟8/1)"؟ 


وإذا أخذنا وسطي الوترين 2 و #ركء وقمنا بالعمل بنفس الطريقة» نحصل على سطح 
مضلّع أعظم من ##. فليكن 750 المضلّع الذي نحصل عليه. وليكن م خطّ الترتيب 
للنقطة ير ولتكن 34 نقطة على 40 بحيث يكون: 


00 كلك _ لط 
قار 007 


"" وردت هاتان المتبلينتان بدون تعليل. 
1) مسلحة مثلّث(265) > مساحة قطمة (:262): 


إذا أكملنا رصم متوازي الأضلاع 05067 77ء مهما كان نوع القطع المعنيّ يالأمرء يكون 770/2 مماساً للقطع: ويكون معنا: 
2.مسلحة مشّث(7685) > مساحة متوازي الأضلاع(”276116) > مساحة قطعة (27065): فنحصل على النتيجة. 
ب) مسلحة مث (061) > . مسلحة قلمة (065): 


إذا كان القطع مكافتاء يكون 7 قطرأء ويكون خط التماسن في النقطة 2 موازيا للخط كرد ويقطع كم على النقطة ير إذا أكملنا رسم 
متوازي الأضلاع 2225: يكون '77207 مماسّا القطعء يكون معنا: 

2 .مساحة مثلّث(0530) - مساحة متوازي الاضلاع(0111,15) > مساحة قطمة (:121)8): 
فنحصل على النتيجة. 
ولللاحظ أنْ ابن سنان» في مقّمة القضيْة ؟؛ يعطي برهانا لمتبايئة ب) عندما يكون القطع مكافنا. ويصلح برهائه في حالة القطع الناقص أو 
زائد. 


+3 


فنحصل على 


6 107 
؟ اكسضنة ل أسسا 
6 الك 672 7 


)١‏ إذا كان القطعان مكافئين» يكون معنا وفقاً للقضيّة 7٠١‏ من المقالة الأولى لكتاب 


2 2 0 
"المخروطات" لأبلوذ 3 ع23_ ك4 ب اط _ 206 ن معناء وفقا ل :)"5١‏ 
لمخرو بلونيوس 0 و 2د خسء ويكون وفقا ل (") 


ب( إذا كان القطعان ناقصين أو زائدين: يكون معناء وفقأ للقضيّة ١؟‏ من المقالة الأولى 
من كتاب "المخروطات": 


“80 _ 40 حمنم د “56 _ ومطعددتط, 
1077 (للف دذااطته - 2ل (آط طاطم 


(حيث يكون "+" للقطع الزائد ويكون "-" للقطع الناقص. 


ويكون لديناء وفقأ للفرضيّات: 
ها 'هم 
١1‏ 
00 4 706* 
و كما ع . مد لكهوا ءد 
000 0 720 
يمكننا أن نكتب 00 الك 4 ل و ؛ ويكون معناء 
4 من 8 عن 
وفقا ل (3)5 (5): 
ع8 76 
3 الفسفسة 1 لفسا 
ف 07 


2 2 تتضمّن:- 46 2 3 2 5 06 3 | . 
ولكن )١(‏ 6220 وَ (4) تتضمّن 27 ا 000 على 


مساحة مثلث(265) _ مساحة مثلث(486) 


( )0 ساحةمضاع (86]) . مساحةمضطع (8) ' 


لكع ‏ 86 ©4 _ 26.26, فتنحصل على: 


4 الك هلظ 1 


5 مساحة مثلث(826) _ مساحة مثلّث(486) ١:‏ 
0( مساحة مثلث (81) .6 مساحةمك( ) © 


0., ا.07 مساحة مثلّث(826) مساحة مثلث(48)6) 
ان سح مساحة اك مه فتحصل على: 


مساحة مثلث(486) _ مساحة مضطع (448/80) _ مساحة قطعة (486), 
مساحة مثلّث(826) 2 مساحة مضلع (816806) 2 2 


5 مساحة مضلّع (47780) _ مساحة مضلع (016806). مده / المتنائنة: 
فنحصل على: اسسامة قطعة ر6 9ع" 2322-8359 1 ؛ روهذا مستحيل لأنْ المتباينة: 
مساحة مضلّع(42/86) > مساحة قطعة (486)» تعطينا المتباينة: مساحة مضلّع (2/1)16) >7]» 
في حين أنتنا فرضنا أنّْ مساحة مضلّع (87>)811:6. 


م مساحة مثث(480) _ مساحة قطعة (48)0) 


0 ضننا باتك 
) إذا افتر 9 0 : 


» مع مساحة قطعة (87<)2/76» فإِنٌ 


مساحة مظلّث(8206) 5 مساحة قطعة (806) 


هذا يعادل الافتراضَ 0 11 »مع مساحة قطعة (:)1<)48!. 


يبِيّن الاستدلال السابق أن هذا مستحيل» فنحصل على النتيجة. 


ملاحظة :١‏ يقوم ابن هود بالبرهان مستخدماً رباعيّي الأضلاع ©2775 وَ 471/80 الحاصليْن 
من القسمة الأولى للقوسين 28 و 8 في النقطتين 5 وَ37» على التوالي» إذا فرضناء من 
بداية هذه المرحلة» أن مساحة (2176) > 87. 


'' تعليل العلاقتين (5) و (1): إذا وضعنا 2079 - © و 768 -م » يكون معنا: 
مساحة مثلّث (210) - ع عزون يرق 1 مساحة مضلّع (//861) - »هذ لل (3/14 + 80) + : 
مساحة مثلث (868) - / هذه 2620 ١‏ مساحة مضلّع (1:1186) - 6 هأة80+11(.61) 2 » فنحصل على (5). 
ويكون معنا أيضاً: مساحة مثلّث (243/14) - > هذه للة. 21401 رّ مساحة مثلث (14.آ21) - © هله بيك 2 فنحصل على .)١(‏ 


؟به١‎ 


يُبيّن أنّ نفس الاستدلال قابل للتطبيق؛ إذا كان ضروريّأ أن تتقسّم القوسان25 و هله 
إلى 2 جزءاً للحصول على مضلّع ,زء بحيث يكون: مساحة (,8) > 8. 


ونترفؤق» في المرحلة التالية» بالنقطة ,,ء وسط 7*#ء نقطة التقاطع ,52 بين الخط؛ المارٌ 
بالنقطة ,7 والموازي للخط 70» وبين القوس 29؛ ولتكن ,5 نقطة على 70 بحيث يكون 
6 وكذلك نتثرؤق بالنقطة ,"مء وسطٍ #ركء نقطة التقاطع ,© بين الخطٌ المارٌ 
بالنقطة ,7 والموازي للخط 76» وبين القوس 52 ؛ ولتكن ,/7 نقطة على 70 بحيث يكون 
6م ونترفق بالنقطتين ,, و '7 النقطتين ,334 ,34 » بحيث يكون: 


46 _ أظك _ قطك يكون معنا: 46 _ رفقك _ قالرلة قللة _ )2 ثقة 


0 اط 21 26 اطلل2 لط إططة 6'ظ2 
أي أنّ القسمتين» على القطعتين 706 وَ 40» متشابهتان. 
ونثرفق بالنقطتين ,34 3 +342 النقطتين ,7 و ,"بر على القوس 9رمّ» بحيث يكون: 


م ؛ 


بل “قشر را 
وإذا استخدمنا معادلتئ القطعين المخروطيّين» نبيّنَء كما فعلنا بالنسبة إلى النقطتين #ر و 
ب 9 


26 ار د الك 10 60 ققلرة _ قر 3 
0ك 4 1 : : م6 فيكون معناء ١‏ : 
قفا مك 3١‏ مط كل 06 17 2 


يتألف كلّ مضلّع من المضلّعين ,5 وّ ؛5» الحاصلين من قسمة القوسين 28 و8 إلى 22 
من الأجزاء المتساوية» من مثلّث وثلاثة مربّعات منحرقة. فإذا رمزنا ب ريآرء وا وي و #4 


وهب 


إلى الارتفاعات الخاصٌة؛ على التواليء بالمثلثك ,#ر,:27 وبالمربّعات المنحرفة (2,2)» 
لك) و (50) وإذا رمزنا ب نيل نق» ام فى ,'يّر إلى الارتفاعات المماثئة الخاصة 


لقاع معنا: _ 6 صضلة 40 _ م سله / 
بالشكل الثانيء يكون و1 لكل ؛ د (1,2,3,4] . 


فتكون خواص المضلعين رط وّ ,0 المعرّفين بهذه الطريقة» مطابقة لخواصّ المضلّعين 4, 
و 8 اللذين درسهما ابن سنان في القضيّة (١)[انظر‏ أعلاهء ابن سنان» الشرح الريّاضيء 
صفحة 487 وما يليها]. 

وتكون النتيجة مشابهة» بالنسبة إلى المضلعين ,”رو ,© الحاصلين من القوسين 278 و هله 
إلى ”2 من الأجزاء المتساوية» بالطريقة المشار إليها؛ نبيّنء عندئذء أنّ: 


سلعةة)_ __ صلخ000» .0 [انظر ابن سنان» الشرح الريّاضيّ] 


مساحة مثلث(©8527)- مساحة متلث(ع8هم) 

") توجد القطعتان 480 و 750 ضمن القطعتين '848 و “5725 الحاصلتين من رسم 
الوترين /88 و "55 اللذين لهما الوسطين © و © حسب الترتيب. ويكون للمثلثين 480 و 
“408 نفس المساحة وتكون مساحتا المثلثين ©2775 و "705 متساويتين. 

إنته من الواضح أنّ النتيجة» المبرهنة في القضيّة ١‏ لقطعتين موجودتين ضمن قطعين 
مختلفين من نفس النوع؛ صالحة أيضاً لقطعتين موجودتين ضمن نفس القطع. يكون معناء إذأً: 


مسلحة مث (م8م) مساحة قطعة(ع8م) 


مساحة مشّث (/4) 0 مساحة قطعة(وع)* » فيكون» بالتالي : : مساحة قطعة (480)- مساحة قطعة ('2468). 


ويكون» أيضأء مساحة قطعة (876)ح مساحة قطعة ('26). 


فتكون مساحة كل من القطعتين 486 و 765 مساوية لنصف مساحة كل من القطعتين 
'قف8 و "1زم 
القضيّة -١9‏ لتكن القطعتان المدروستان على نفس القطع؛ ولتكن 40 وَ 87 هاتين القطعتين. 


) إذا كان القطع المخروطيُ مكافئأء وإذا كان القطرٌ 2ر الذي يحدٌ القطعة الأولى مساوياً 
للقطر 80 الذي يحدٌ القطعة الثانية» تكون القطعتان 40 وَ 885 متساويتين. 


ب) إذا كان القطع المخروطيٌ ناقصاً أو زائدأء وإذا كان 4 وَ “2 القطرين المجانبين 


الخارجين من 4 و 8ء وإذا كان ع تكون القطعتان (467 و 276عرء عندئذء 


ليكن 477 خط الترتيب للنقطة 4 بالنسبة إلى 8©0» وليكن 834 خط الترتيب للنقطة 8 
بالنسبة إلى 2هرء وليكن ,47 خط التماس في النقطة 4 الذي يقطع 0( على النقطة . 


)١‏ إذا كان القطع مكافئء يكون معنا 877 -85ء وفقأ للقضيّة 75 من المقالة الأولى من 
كتاب "المخروطات". يكون معناء إذأء 82-83-34» وبالتالي تكون مساحتا المثلثين 
4 و 1877 متساويتين. 

ب) إذا كان القطع ناقصاً أو زائدأء يكون معنا /مر-,9ء وفقأ للقضيّة 5"” من المقالة 
الأولى من كتاب "المخروطات": 

0 00 


8 جع" 


07 لطا ة: ل على /8 _ _ مآثاء+ لاغ يث يكون ع -2 إذا 
0 


تستخر جر ماه ١١‏ #لنتشيف 
رج من )١(‏ أن: 81 77 زوع + بز 
كان القطع زائدأ» ويكون ع - 7.» إذا كان القطع ناقصاً. 
ليكن م7 موازياً ل 7ز4ر؛ والنقطة # مركز التناظر للقطعين المخروطيّينء فيكون معنا إذأً: 


87 - 75. فيكون معنا عندئذ: 2 لظ لك علك, فيكون الك _ علك. ولكن 


7ه صرح ب بار رص ري بره عم" 
لظ مق : 29 كر 3 
,دير موازياً ل يء فنحصل على » فيكون معنا 2ك _ نمك ولكن 
لقره 18 لز ل عر هف 


مساحة مثلّث (4814) الك . مساحة مثلث (4880) 11 فتكون مساحتا | 55 


معناء وفقاً ضيّات: 2ك أو كك معنا أيضاً لك _ غ1 
يكون وفقاً للفر هه 87 ” عله ويكون كردا 


. معناء إذاً: طش _ 80 
فيكون 74م تس * 


تتحقّق هذه المتساوية الأخيرة في القطوع المخروطيّة الثلاثة. 

ونستخر ج من ذلكء مثلما حصل في القضيّة ١‏ - أي باستخدام معادلة القطع المخروطيٌ 

المعنيّ بالا حالة ‏ أنّْ: 22 26. يكون معناء بالتالي. 2 22 _ 98 56 
مرء في كل اد. يكون معناء بالتالي لا 811 817 7زم 

١ "7‏ على . مساحة مثلّث(4672) 5 مساحة مثلّث (768) 1 


مساحة مثْلّث(4884) مساحة مثلّث(1/8م) " 


ولكنٌ مساحة مثلّث (/[48) ح مساحة مثلّث(/48[1)» 


موب 


فيكون» نتيجة لذلك» مساحة مثلث(462) ح مساحة مثلّث(868)» ولكنٌ معناء وفقأ للقضيّة 2١+‏ 


مسلحة مكلث 3 قطعة 

مساحة مثلث(460) _ مساحة قطعة ل400), ركو ر. مساحتا القطعتن- 2077 متساو يتد: 

00 فتكون لقطعتين (401 و :807 متساويتين. 
لنتناول القضية العكسية ‏ إذا كانت مساحتا القطعتين 2607 و 2077 متساويتين» حيث 

يكون الخطان»ء 47 وَ ©9ء القطرين 4 وَ / الخارجين من 4 وَ 8» ويكون 7© 3 76 

خطًا الترتيب للنقطتين © و 5 بالنسبة إلى هذين القطرينء يكون معناء عندئذ: 


* إذا كان القطع مكافئآء يكون معنا 80 - 42 


* إذا كان القطع زائداً أو ناقصأء يكون معنا: كلد 
ملاحظة - تخص القضيّتان ١4‏ و »١9‏ المدروستان هناء القطعتين التابعتين لقطعين مكافئين 
أو لقطعين ناقصين أو لقطعين زائدين أو لقطع واحد؛ وتساوي مساحة كل قطعة من القطعتين 
المدروستين» نصف مساحة القطعة المرفقة بها (انظر الملاحظة ", القضيّة .)١4‏ 


لنذكر بأنّ ابن سنان يهتمٌ فقط بالقطع المكافئ ويدرس في قضيّته الثانية نسبة مساحتي 
قطعتين من القطع المكافئ مستخدماً قضيّته الأولى كمقدّمة. 


ولنلاحظ أن ابن هود يستخدم في القضيّة 4١؛‏ دون تعليل» متباينتين خاصّتين بمساحتي 
قطعتين وبمساحتي المثلثين المرفقين بالقطعتين (انظر الحاشية ”")؛ كما أنه يستخدم؛ في 
القضيّتين »١9 3 ١4‏ دون ذكر القضايا التي برهنها أبلونيوسء» متساويات حاصلة من تطبيق 
مباشر لهذه القضايا أو ناتجة عنها. 


ولكنٌ دراسة العلاقة التضمينيّة ©4 _ 26 22 2©6, المستخدمة في القضيّة 2١4‏ 
لكل ط( 1‏ كثلظ1 لظ 


كانت - في حالة القطع الناقص أو الزائد - موضوع القسم الأخير من القضيّة 5 ١‏ التي لا 
نوردها في هذا الفصل. 


القضبّة ٠٠‏ لتكن 90هر قطعة من قتطع مكافئ ذي الرأس # والقاعدة عم ر؛ يكون معنا: 


مساحة القطعة (80م) 5 . مساحة المثلث (480). 


ليكن 82 القطر المزاوج للقطر 46. نخرج من وسط © الخط الموازي للخط (رهرء 
وليكن 57# 2» ولنخرج من © خط الترتيب ,6277. يكون معنا: فا - 288 طد - م2 ؛ 


ىِ 0 2 
ولكنٌ 2 - 1©»: فنحصل على صل - 267: | دب فنحصل على 


802 ح ز8ي4. ويكون معناء عندئذ: مساحة المثلث (801) -. مساحة المثلث (82م). ويكون معنا 


أيضاً: -]38 و 2 - 18 2 - 1ؤ2» فيكون 05 - 81 فنحصل على: 
مساحة المثلّث (862) -_ . مساحة المثلث (66) د 1 مساحة المكلّث (68م)ء 
فيكون مساحة المثلث (467) - , . مساحة المثلث (2هم). ويكون معنا كذلك : 


مساحة المكلّث (820) - , . مساحة المثلّث (0طه)ء فيكون مجموع مساحتي المثلثين 1و 


8 مساوياً لربع مساحة المثلث 90هرء فيكون مجموع مساحتي القطعتين 81.0 و 24068 


بات به 


مساوياً لربع مساحة القطعة 90إهير؛ ولكنٌ الفرق بين مساحة القطعة )9ار ومجموع مساحتي 
القطعتين 81,0 وَ 40678 مساو لمساحة المثلّث 80 إرء فيكون: 


.مساحة القطعة (90رم) - مساحة المثلث (480)» 


أو مساحة القطعة (80/) - د مساحة المثلث (180). 


ملاحظة ١‏ يكاد البرهان أن لا يختلف عن برهان ابن سنان في القفضيّة ”7. ونحصل هنا 
على المقارنة بين مساحتي المثلثين ذوي نفس القاعدة» وهما 806,4 و 82 من المتساويتين: 
81-7- 80 دون إدخال الارتفاعات. أمّا ابن سنان؛ فهو يُبيّن أنّ النسبة بين ارتفاعي 
المثلثين المعنيّين بالأمر تساوي 1 فتكون النسبة بين المساحتين مساوية ل > أيضاً. 
ملاحظة ؟ - إن تطبيقّ الخاصّة:» المدروسة في القضيّة ٠١‏ ممكنٌ على قطع القطوع 
المكافئة فقط في حين أنّْ الخواصٌ المدروسة في القفضيّتين ١4‏ و 5١ء‏ قابلة للتطبيق على 
قطع القطوع المكافئة والناقصة والزائدة. 

ذا قمنا فعا في قطع ناقص ذي قطر إره بالعمل المشار إليه في القطع المكافئ» نحصل 


_ (ق-خ)طة 2 
ل » فلا 
بوضوح على: . _- (871)8-287 يكون 


فلا يمكن» إذأء تطبيق بقيّة الاستدلال على حالة القطع الناقص. 


القضيّة ١؟‏ - كيف نفصلء» من قطع مكافئ 49 ذي رأس معلوم 8ء قطعة بحيث تساوي 
مساحتها لمساحة معلومة (. 
لنخرج من # القطر #رر وخط التمانَ 2©6» ولنرسم على 86» متوازياً للأضلاع 827 6» 


بحيث تكون مساحته مساوية ل د . 


نرسم قطعاً زاتدأ يمر بالنقطة م بحيث يكون 86 وَ 85 خطيه المقارّبين؛ وهو يقطع 
القطع المكافئ على النقطة ,. يقطع خط الترتيب 72 القطمَ المكافئ على النقطة ©» ويقطع 
القطرَ على النقطة ؛ ونرسم الخطّ 72 الموازي للخط 8#. وتكون مساحتا متوازيي 
الأضلاع (87) و (89) متساويتين (خاصّة القطع الزائد؛ القضيّة ؟١‏ من المقالة الثانية 
لأبلونيوس)؛ يكون معنا: 


مساحة ((87)- مساحة (82) - ' مساحة المكّث (7890)- مساحة (87) - - 


ولكنٌ مساحة المثلّث()78)- ,مساحة القطعة (780) » وفقاً للقضيّة :7٠‏ فتكون مساحة القطعة 


(7860) مساوية للمساحة زر 


1 


بط1-# ‏ م؟ نص من «(كتاب الاستكمال) لابن هود 
حول مساحة الفطع المكافى 


م ُ 215 2 . 5 
- بح - كل قطعتين من قطعين مكافئين. أو قطعتين من قطعين زائدين أو ناقصين تكون . 


نسبة يجانب إحداهما إلى قطرها كنسبة مجانب الأخرى إلى قطرهاء فإن تسبة سطح إحدى 
القطعتين إلى سطح القطعة الأخرى كنسبة المثلث الذي قاعدته قاعدة القطعة وراسه رأسها إلى 
المثلث الذي ق القطعة الأخرى الدى قاعدته قاعدتها ورأسه راسها. 

مثال ذلك : أن قطعتي ١‏ ب وه د من قطعين متجانسين. وقطر قطعة اب خط اج ونخظٌ 
ترتيبها خط ب ج ١‏ وقطر قطعة داه خط د روخ ترتيبها خط ه ز؛ وإن كانتا بين قطعتين غير 
مكافئتين؛ فنسبة يجانب قطعة ! ب إلى / 1 ج كنسبة مجانب قطعة د ه إلى خط د ز. ونصل ا ب 
ده 


فأقول : إن نسبة سطح قطعة ١‏ بج إلى سطح قطعة د ه زكنبة مثلث 1 ب ج إلى مثلث 


د شان 


0 


ؤ 8 اع 
ظ 
ظ 


برهانه : أنه لا يمكن غيره. فإن امكن . فلتكن نسبة مثلث ١ب‏ ج إلى مثلث داه زكنسية 
2 الستشسييمم 0 ١‏ مال - ده 5 1 ةا 

| تطعتين: قد تئر دتطمين» تطمين (الثانية)»: رسطها مطلوس / تكون: مطسومة ‏ - 3 رأسه: أليتا ي الهامئى - تكب الام 
الخروف الهتدسية كيا بنسق يباء فكتب ز : زاتي وآ الى . وهكذاء مم ناخط يبذه الككتاءة حتى لا بطول المص دون أبة عائدة 8-6 تأكلت 
ورفة الغطوحة ل عدة مراضع ومعها يعض حروف الككوت . وأعدنا ترميمها. 


ا 


لودو 


نقطة ط قطرط > يلق القطع على نقطة ك + ونصل ه > > د. فلأن سطح مثلث داه زأعظم 
من نصف قطعة داه زومثلث دك اه أعظم من نصف قطعة داه ك. فإذا فعلنا مثل ذلك 
دائمًا. فقد ينتبى إلى سطح كثير الأضلاع هو اعظم من سطح ح . وليكن ذلك سطح 
دكا ه ز. ونخرج من نقطة كك خط ك ل عل الترتيب. ونقسم خط 1ج عل نقطة م حتى تكون 
نسبة ام إلى م ج كنسبة دل إلى ل ز. وتخرج من نقطة م خط م ن عل الترتيب» ونصل أن 
نذب. فلأن نسبة المجالب إلى ١ج‏ كنسبة المجالب إلى د زونسية اج إلى جاع كنسبة د ز إلى 
زلء: تكون نسبة ب اج إلى ن م كنسبة ه زإلى ك ل. فنسبة ١ج‏ إلى جام مثناة بنسبة ب اج 
إلى باج ون م مجموعين كخط واحد - التي هي كسبة مثلث ابح إلى سطح م ن باج 
ذي الأربعة الأضلاع - كنسبة د ز إلى زل مثناة بنسبة ه ز إلى ه زوك ل مجموعين كخط 
واحد - التي هي كنسبة مثلث داه زإلى سطح لك ه زذي الأربعة الأضلاع. ونسبة ١ج‏ إلى 
ام مثناة بنسبة ب ج إلى ن م - التي هي كنسبة مثلث ! ب ج إلى مثلث أن م - كنسبة داز 
إلى د ل مثناة بنسبة ه زإلى ك ل التي هي كنسبة مثلث د ه زإلى مثلث د ل ك : فنسبة مثلث 
اب ج إلى جميع سطح ١ن‏ ب ج الكثير الزوايا كنسبة مثلث داه ز إلى سطح دك ه زالكثير 
الزوايا. وإذا بدلناء كانت نسية مثلث اب ج إلى مثلث ده ز- الي هي كنسبة سطح قطعة 
اب ج إلى سطح ح - كنسبة سطح ١ن‏ ب ج الكثير الزوايا إلى سطيح دك ه ز الكثير الزوايا. 
فنسبة سطح ان ب ج الكثير الزوايا إلى سطح دك ه زكنسبة سطح قطعة 1ب ج إلى سطح 


اح وإذا بدلنا. فنسبة سطح ان ب ج الكثير الزوايا إلى قطعة اب ج كنسبة سطح دك هاز 


الكثير الزوايا إلى سطح حم. وسطح أن ب جح الكثير الزوايا أصغر من سطح قطعة اب ج. 
فسطح دك ه ز الكثير الزوايا أصغر من سطح ح . وقد كان فرض اعظم منه. هذا خلف لا 
وليست نسبة مثلث 1ب ج إلى مثلث داه زكنسبة قطعة ١‏ ب ج إلى سطح هو أصغر من 


#كنة نجد في الشامشي دتين ذلك في الشكل اثرابه عش في هذ' المصل د 9 الى هى: تمد اق البصض أكسة عسرعين» التي هرب 


علييا اللاسح بالقلي واثيت الصيسيع لي اشامشش 3 دل رائي لام شم صرب بالق قل ني واست ذال في الفاعشن دداك: قاما ناي م 
شوب ت لقباير عل دلي فاتك ؤم كاف ل شام 65 ان ساس عي 00 8 دة شرارة اكاب اف 3 زاي 
نا ةم ا ا ان 


1 


وأقول أيضًا: ولا إلى ما هو أعظم منه. لأنه لوكان كذلك» لكانت نسبة مثلث داه زإلى 
أن ذلك خلف؛ فنسبة مثلث / 1 ب بج إلى مثلث داه زكنسبة سطح قطعة أب ج إلى سطح 


قطعة ده رْءٍ وذلك ما أردنا أن لين , 


يط - كل قطعتين من قطم واحد. إن كان القطع مكافنًا وكان قطراهما متساويين. فإن 
القطعتين عتساويتان. وإن كان غير مكافيْ وكانت تسبة يجاب إحداهما إلى قطرها كنسية يجانب 
الأخرى إلى قطرهاء فإن القطعتين متساويتان. 
منال ذلك: أن قطمّ 1ب «المكافئ» قطر قطعة ١ج‏ منه وهوا د مساو لقطر قطعة باه 
الذي هوب زء وإن كان غير مكافئ . فليكن قطر قطعة ١ج‏ المجانب خط اح وقطر قطعة باه 
اجانب أيضنًا خط ب ط والمركز نقطة ك : ولتكن نسبة اح 1 إلى ١‏ د كنسبة ط ب إلى بان 
فاقول: إن قطعة أ جح ماوية لقطعة باه, 
برهان ذلك: أنا نخرج من نقطة ١‏ على قطرب زط آن على الترتيب: ومن نقطة ب على 
قطرا د خط ب م على الترتيب؛ ونصل 1 ب 1ج ب هء ونخرج من نقطة 1 خط ال مماسًا يلق 
قطرب ط على نقطة ل . فإن كان القطم مكافئاء كان خط ب ل مساويًا لخط ب ن. ويكون 
خط بال مساويًا لخط ١‏ م؛ فيكون لذلك مثلث 1م ب مساويًا لثلث !ب ن. وإن لم يكن 
القطع مكافئًا. كانت نسبة ط ن إلى ن ب كنسبة ط ل إلى ل ب. فإذا ركبناء كانت نسبة ط ان 
وناب إلى ناس كنسبة ط ل (و)ب ل إلى ب ل؛ وأنصاف المقدمات تكون أبضسًا متناسية: 
فنسبة ك ن إلى ن ب كنسبة كد ب إلى ب ل. وإذا فصلنا. كانت نسبة ك ب إلى ب ن كنسية 
ك ل إلى ل ب. التي هي كنسبة 5 1 إلى ! م: التي هي كنسبة مثلث ! بك إلى كل واحد من 
مثلثي أ بان ب ام. فثلثا ؟ بان ب ام متساويان. ولآن نسبة دا إلى 1ح كنسبة زب إلى 
ب ط ونسبة ح ١‏ إلى ١ك‏ كنسبة ط ب إلى باك ونسبة ك | إلى ١م‏ كنسية ك5 ب إلى ب ان. 
فبالمساواة تكون نسبة د ! إلى ١م‏ كنسبة زب إلى ب ن؛ فتكون لذلك في جميع القطوع نسبة 
ج د إلى ب مكنسبة ه زإلى ا ن. فنخط ج د إلى خط ب م مثناة بنسبة د ! إلى !م - الي هي 
كنسبة مثلث ! ج د إلى مثلث ب 1م - كتسبة ه زإلى ان مئناة بنسبة زب إلى ب ن التي هي 


17 ط ل: ط . والصاف: الفاء بطموية ‏ شل2كية: نجدفي الحامشى دتبين ذلك في الشككل الرابع عشرقي هذا الفصر ...ء ؛ تسبة: 


اكتية 


كن 


تعر لظ 


10 


نسبة مثلث زه ب إلى مثلث أن بء ومثلثا ١ب‏ مانب متساويان. فثلثا اج د باهز 
متساويان. فقطعتا | ج ب ه متساويتان. 

وهئالك استبان: إذا كانت قطعتان متساويتين»: تكون نسبة مجاتب إحداتهما إلى قطرها 
كنسبة مجانب الأخرى إلى قطرهاء / أوزيد في إحداهما قطعة أو نقص من إحداهما قطعة. كيف 
تزيد في إحداهها مثل القطعة المزيدة أو نتقص ملبها مئلهاء وذلك ما أردنا أن نبيّن. 


- 5 - كل قطعة من قطم مكافئ فإن سطحها مثل وثلث سطح المثلث الذي قاعدته 
قاعدتبا وراسه رأسها. 
مثال ذلك : قطعة اب ج رأسها نقطة ب وقاعدتها خط اج. ونصل اب سا ج. 


فأقول: إن سطح قطعة أب ج مثل وثلث سطح مثلث اب ج. 

برهانه : ليكن خط ب د قطر القطعة؛ ونقسم خط ١‏ ب بنصفين على نقطة ها ١‏ وتخرج منبا 
قطر زه ح يلق القطع على نقطة ز وخط ١ج‏ على نقطة ح. ونخرج من نقطة ز خط زط كال 
على الترتيب بلق قطرب د على نقطة ط والقطم على نقطة ل ؛ ونصل ١‏ ززب ب ل ل ج. فلأن 
ب ١‏ ضعفض ب ها . يكون ! د ضعض دح المساوي ل زط ؛ ونسبة مريع <١‏ إلى مربع زط كنسبة 


40 ه : البتها في الهامش 22 13 كتة: تمد في الحامنى عتين ذلك في الشكل الادس في الفصن الذي قبل هذاه 


5 


؟:. 


10 


د ب إلى ب ط؛ ومريع ١‏ د أربعة أمئال مربع زطء ف د ب أربعة أمثال ب طء فثلث زب ط 
تمن مثلث 1 ب د؛ ومثلث زب ط مساو لمثلث زب هء ومثلث ١‏ زب ضعف مثلث زب هاء 
فك أوي ريع علثا أي 7 زفالك حطخ ب لسع ويم مطلث بن جتة فنا أب 
اب ج مثل وثلث سطح مثلث آ ب ج ؛ وذلك ها أردنا أن نبيّن. 


- كا - نريد أن نبيّن كيف نفصل من قطع مكافئ قطعة يكون سطحها مساويًا لسطح 
معلوم مستقيم الخطوط ويكون رأسها نقطة معلومة. 

فليكن القطع قطع 1 باج والسطح العلوم سطح <. ونريد أن نفصل من قطع 1ب 
قطعة يكون سطحها مساويًا لسطح د (و)يكون رأسها نقطة ب . 


فلنخرج من نقطة ب قطر ب هاء ونحرج من نقطة ب خط ب زيماسها ونضيف إلى خط 
ب ز سطحًا مساويًا لثلاثة أرباع سطح د؛ ونرسم سطح ب زح متوازي الأضلاع زاوبته ح 
مساوية ازاوية ب ونجيز على نقطة ح / قطمًا زائدا يكون الخطان اللذان لا يقعان عليه خطي ؟.٠  -‏ 
زب ب هه يلق قطع ب على نقطة ط ء ولنخرج من نقطة ط خطي ط ك ط ل موازيين لخطي 


1ب 


زب ب هء فيكون سطح باط مساويًا لسطح ح ب المساوي لثلاثة أرباع سطح دء وتخرج 
ط ك حتى يلت القطع على نقطة ج . ونصل ط ب ب ج. فثلث ط ب ج مساو لثلاثة أرباع 
سطح د . وهو ثلاثة أرباع قطعة ط ب جء فقطعة ط ب ج مساوية لسطح د. 
ومن هنالك يستبين: إذا كانت قطعة مفروضة في قطع مكافئ . كيف نفصل من القطع قطعة 
5 تكون نسيتها إلى الفطعة المفروضة كنسبة مفروضة + وذلك ما أردنا أن نبين. 


اماوبٌ: بحد لي الحاملى «تبين من ذللك في الشكل الناسع عشر في الفصل الذي قل هداء, 


كك 


7-” مسألة السطوح ذات الإحاطات المتساوية 
١-7‏ الخاصة الأقصويّة أو الخاصة الهندسيّة 


توجّد مسألة السطوح ذات الإحاطات المستوية ضمن فصل من كتاب "الاستكمال" حول 
خواص الدوائر بالنسبة إلى الزوايا والسطوح المحاطة بها [انظر: 4-0 4ظ]. وهذا يعني أن 
ما يهم المؤلف. هذه المرّة أيضاء ليست خواصن الدوائر الأقصويّة لذاتهاء بل تلك التي تتعلق 
بالهندسة الابتدائية. ونلاحظهء بالتالي» وحدة منهج ابن هود. فهوء هناء مثلما فعل في دراسة 
مساحة القطع المكافئ» لا يهتمٌّ بالخواص المتعلّقة بالهندسة اللامتناهية في الصغر لذاتهاء بل 
لتحسين المعرفة بالأشكال الهندسية. ولقد اعتمد» هنا كما فعل هناك» على الاقتباس المُكدّف؛ 
ولكنٌّ هذا الاقتباس كان منظّماً. وكان قد استعان» في كتابة "مساحة القطع المكافئ", بأعمال 
أبلونيوس وابن سنان؛ أمّا هناء في مسألة السطوح ذات الإحاطات المتساوية» فقد استعان على 
الأخصّ بأعمال أرشميدس وبطلميوس وابن الهيثم. 


ولكنتنا إذا توقفنا عند عرض هذه الاقتباسات فقط لن نلمس العنصر المُوّحّد في عرض 
"الاستكمال"2 ولن نفهم الإسهام الخاصضٌ لابن هود. وهذا العنصر يظهر بجلاء عندما يتتضح 
في هذه الحالة هدف ابن هودء وهو دراسة»؛ بواسطة المضلّعات المحاطة في الدائرة أو 
المحيطة بهاء للعلاقات بين الأوتار أو بين الأوتار والأقواسء أي للعلاقات التي ترجع غالبا 
إلى علاقات مثلثاتيّة. ولنتابع بإيجازء لكي نفهم مسار ابن هود على أحسن وجهء تداول 
عرضه. وخاصة من بداية إدخاله للمضلّعاتء أي بدءاً من القضيّة .١١‏ أمّا مسألة الإحاطات 
المتساوية فهي مدروسة في القضيّتين السادسة عشرة والتاسعة عشرة اللتين نحققهما لاحقاً. 

تلصاغ القضيّة »١١‏ المقتبّسة من كتاب "الكرة والأسطوانة" لأرشميدس - القضيّة 7" من 
المقالة الأولى - كما يلي : ليكن معنا مقداران ودائرة» بَيّنْ كيف نرسم مضلعاً محاطأً 
ومضلّعاً محيطأ بالدائرة» بحيث يكونا متشابهين» وبحيث تكون نسبة ضلع المضلّعم المحيط 
إلى ضلع المضلّع المحاط ٠‏ أصغر من نسبة أعظم مقدار من المقدارين المعلومين إلى 
أصغرهما [انظر: 8-0 5و- ظ ,1 ”7 و- ظ]. يتعلّق الأمرء إذأء برسم مضلع متساوي 


اكب 


الأضلاع م ذي ضلعء محاط بالدائرة ومضلّع متساوي الأضلاع /ر ذي ضلع 'م محيط 


بالدائرة بحيث يكون + > .>1 (حيث تكون النسبة م معلومة مع م > [). 
06 


. .و * اه عن 5 5- 8 5 
يرجع البرهان إلى أخذ زاوية حادة م بحيث يكون >2 ونريد أن يكون > 52م . 


: د‎ ١ 
20 ولكن يوجد 3 مع م > /ر» بحيث يكون --02 »؛ فنحصل على 005-27 5 :9 005 فيكون‎ 


القوسن التي يكون وترها مساوياً للضلع المطلوب م. إن لدينا بالفعل م-منوم2» 


52 500 1 
وَ '- يج 2» فتحصل على > - 3و0 > به وم أو 1 > 5 
6 


2 05 "م 

يكون للمضلّعين 2 ضلعاً. ويخصٌ القسم الثاني» من هذه القضيّة ١١‏ نفسهاء نسبة 
مساحتي المضلعين اللذين نحصل عليهما كما جرى في القسم الأوّل؛ وهذا مُقتبَس من القضيّة 
ت من المقالة الأولى من كتاب "الكرة والأسطوانة" لأرشميدس. 

والقضية ١‏ [انظر: © 44؛ظ ‏ 45و» ,1 -4و-5و] مقتبّسة هي أيضأ عن أرشميدس 
[القضيّة 7١‏ والقضيّة .]7١١‏ ولنلاحظ مع ذلك أنّ أرشميدس يتناول في القضية 7١‏ من المقالة 
الأولى مضلْعاً متوازي الأضلاع ذي عدد مزدوج من الأضلاع دون أن يكون مضاعفاً للعدد 
#» كما يفرض ذلك ابن هود. ولا يستخدم برهان ابن هودء من جهة أخرىء هذه الفرضيّة ولا 
يختلف عن برهان أرشميدس. ولقد أثبت أرشميدس النتيجة الواردة في الفقرة الأخيرة من 
قضيّة ابن هود التي تخصٌُ المعادلة »)١(‏ ضمن القضية 7١‏ من المقالة الأولى من نفس 
الكتاب (انظر أيضاً القضيّة ١١‏ لبني موسى). 

ويمكن إعادة كتابة هذه القضيّة على الشكل التالي: 


ليكن معنا مضلّعٌ متوازي الأضلاع ذو 4# من الأضلاع وهي ومرلء رارك'...: 
[ جيرج أمبرج ك 6...؟ ‏ تبره لوك والخطٌ 0 هو خط للتناظرء والخطوط نماك ( 28-1 > : >[ ) 


' يتعآق الأمر بتطبيق لازمة ضمنيّة للقضيّة الأولى من المقالة العاشرة لكتاب "الأصول" لأقليدس» وهي اللازمة الضمنية التي ناقشها ابن الهيثم 
(انظر المجلد الثاني ص. 577 وما يليها). 
مب 


عموديّة على مكرك في النقاط ,ل»...»ء رررء حيث تكون النقطة .5 وسط م4برك؛ يكون 
صعثا: 


ج 0 1 جر بجة بع 
0 8 1 ا سن ادم 5 ماربا : ونأك + معيكيك 2 ' 
4 مم رك ولك 
وا 


2 
ولنلاحظ أن هذه المساواة تعطي» عندما يكون م - ر؛ المتطابقة: 2ج :مه - 2 
71 


والقضيّة الثالثة عشرة [ - 45؛ظء ,1 - هو - ظ] مُقتبسة من المجسطي [هايبرغ 
(جسوذزء27)؛ القضيّة العاشرة من المقالة الأولى؛ ترجمة هالما (:7زم2) إلى الفرنسيّة 
المجلّد الأول ص. 75]؛ وهذه صيغتها: " يكون» في كلّ رباعيّ للأضلاع محاط بدائرة؛ 
مجموعٌ مضروبئ كلّ ضلع بالضلع المماثل والمقابل له مساوياً لمضروب القطرين أحدهما 
بالآخر". والقضيّة التالية هي مقدّمة يُبرهن فيها أن نسبة زاويتين مركزيّتين(أو زاويتين 
محاطتين) في دائرة واحدة أو في دائرتين متساويتين» مساوية لنسبة القوسين الموتئرتين 


9 


بهما. والقضيّة الخامسة عشرة [انظر: © -3:ظ -٠5وء‏ ,1 - كظ - لاظ] مُقتببسة من 
المجسطي [هايبرغ (جء5:ع2).؛ القضيّة العاشرة من المقالة الأولى» ص. 45-47؛ ترجمة 
هالما (ه:17ه27) إلى الفرنسيّة» المجلّد الأول ص. 7"5]؛ وهي ترجع إلى تبيين أنته إذا كانت 
قوسان 28 و 26 في دائرة مع 26+48 < 7805 ومع 80 > 9رلء يكون معنا 


2 26 ؛ وهذا ما تمكن كتابته على الشكل التالي» إذا وضعنا 24 -28 وَ 28-76 مع 


6 +ج > 5 - و7 > 12 مة .| 
2 2 51110 


وتلكتّب القضيّة 7 ٠ثانية‏ [انظر: ع-0٠هظ‏ -.؛ 1 هو - 3و]: إذا كان معناء في مثلّث 


)هك 8< 3< وَ 8ل > 40؛ يكون معناء عندئن 289052 > أو 888 2 . 
2 2 0 ععامه 2 


وهذا يعني أنّ نسبة مسقطي الضلعين 46 وَ 49م على الضلع 80ء أعظم من نسبة 
الزاوية© إلى الزاوية8. 

وتلكتب القضية 6 آثانية [انظر: 6 ١‏ عظ -» ر[- 5و | ١٠'ظ]ء‏ وهي المقتيّسة من 
المجسطي [هايبرغ (جرءؤزع6)؛ المجلّد الثاني» القضيّة الأولى من المقالة الثانية عشرة» ص. 
458-455؛ ترجمة هالما (#,مزج) إلى الفرنسيّة» المجلد الثاني» ص. :]7١7‏ ليكن معنا 


مثلّث 4890 مع 0< 90ء يكون معناء عندئذ:» 4 2 جه 8 قعق _ . 
ها تكرية 0 )6 لتتزو-ك صتة 


القضيّتين .١93 ١5‏ 
07-"7->” الشرح الرياضي للقضيتين ١5‏ و ١19‏ 


القضيّة -١5‏ إذا كان معناء في مثلث عي 8ا > 26 وَ 80 421 ٠‏ يكون معناء 


م80 طاظه 
6 02/06 


لكا 


يفترض ابن هود أن 7 موجودة بين 8روّ 0 (انظر الملاحظة). 


تقطع الدائرة (©4 ,/ر) الخطٌ (هر على النقطة #رء وتقطع الخطٌ 8هر على النقطة #ر. يكون 
معنا» مساحة المثلث (4816ر) > مساحة القطاع (2ا))» 


مساحة المثلث ((77كر)<مساحة القطاع (1:477)» 


فشك ٠.‏ مساحة القطاع(481) مسلحة المثلث( 8 هاف , 
9 مساحة القطاع(2 ج) مسلحة المقلث (9 5ه * 


المثلث ع 
فنحصل على ساد ةتطوزقهع) ى سل تطخلئكك)؛ فيكون, بالتالي, 20 لك ولكن 


مساحة القطاع (1:.411) مسلحة المثلث(52ر) 170 


مع - صن و ضوع - 32 » فنحصل على 22 > للك . [انظر الشكل ص. 17/6/ا] 
ملاحظة ‏ ور > ع4 > 2<8. وإذا كانت 7 بين 8 © + تكون الزاويتان 3 و 2 
حادّتين. 

ولكن القضيّة تبقى صحيحة إذا كانت الزاوية © منفرجة؛ لأنتنا إذا وضعنا: 


فط - 846 - ع و قاط - قي 


و ملي 80 - 20 - هجهل ٠»‏ 728 - ع ج47.1ء فتكتب النتيجة 
5 

كما يلي: 2 2 مع © وم د ]10,5[ وهذه مقدُمة معروفة ومنتشرة باليونانيّة وبالعربيّة 

(انظر موف الخازن). 

" انظر: و. ر. كنون ( «بمجة .1 ,77) ص + 4-77" : رجر ووجها أمء انه جه لهم بلعءم2 و إن «منرائيوم تمعنهء؟ ه11 » 


.(985 3/31 اندع ا رصطء مدع دى] 17 «عذء متجماع] أعحاطو مار مك عاجاء طعوع 2 «يكر ةل اوكااصعة 
بوب 


القضيّة ١4‏ ليكن معنا مضلعان متساويا الأضلاع؛ هما , ذو ,م ضلعاً وكل ضلع له طوله 
رن» وَّ روط ذو رم ضلعاً وكل ضلع له طوله رم» بحيث يكون رمرم ح- بورع مع روم < ر71)» فيكون 
وح < ر0. 

يستخدم ابن هودء للمقارنة بين الدائرتين المحاطتين و0 و ,0» دائرة» تن» مساوية ل ب,0. نأخذ 


على خط التمامنّ لهذه الدائرة» في النقطة مرء النقطة 0 بحيث يكون 00م - عل؛ ونخرج من 


هذه النقطة خطّ التماس الآخر 02. يكون معناء عندئذ» 22-7227 و 3-50 
4 4 


[انظر الشكل ص. 776]» لأنّ الشكل 2702 مساو للشكل المرفق بالرأس 4ر للمضلّع 
ر. ونأخذ على خط التماسنء في النقطة مء النقطة ى ونخرج منها خط التماس الآخر عزى» 
بحيث يكون الشكل 253:7 مشابهاً للشكل المرفق بالرأس 7 للمضلّع رم. يكفي أن نأخذ 


سيل 3 و # ع لام 1 5 عسل للا 
2-5 ؛ وهذا ما يُحذد النقطة ى. ويكون معنا: يم > ,م« - ورم < 520 - لم > وص. 
1 


يحقّق المثلث 0ى فرضيّات القضيّة 206 فيكون 144 1ل2, فنحصل على 252 . 2ك 
5 تل و22 7م 


فيكون معنا ا لذ ل فنحصل على 6 ف ع 
22 و2 00 


وإذا كان رم وّ رم محيطي الدائرتين المحاطتين ي0 و ,0 على التوالي» يكون معنا: 
كن مي ؛ ولكنٌ رمه - مم» فتحصل على وثر > رضرء يكون معناء إذأ كان وخ و بم نصفي 


2 2 


قطري الدائرتين المحاطتين ي0 و ,0 على التوالي» ,> ,. 


ولكنٌ ضعفئْ مساحة ,مر يساوي بعمء كما أن ضعفيّ مساحة رط يساوي 7167 » فتكون 
مساحة وم أعظم من مساحة 57 


فف 


المقارنة مع القضيّة ' من مؤلف ابن الهيثم في الإحاطات المتساوية للأشكال المستوية 
وللأشكال المجسمة 

تعلق المر» بالرغم من الاختلاف في الصيفة بنس القضرة[انظر أيضاً الخازن» القضية 
]| 


ويستخدم البرهانان نفس الخواص» دون أن يكونا متطابقين. 


نترفق بكلّ ضلع» في كلّ مضلّع من المضلعين ,5 و ,5ء مثلثاً منساوي الساقين مقسوماً 
إلى مثلثين قائمئ الزاوية. تساوي زاوية الرأس في كلّ مثلّث من المثلثات المتساوية الساقين 
تك 0 على التوالي؛ وتكون زاوية الرأس في كل مثلث قائم الزاوية مرفق بكلّ مثلث 
متساوي الساقين» حادّة ومساوية ل 5 و ” 


+ وَ 5 على التوالي. 
5 


<2 


يتناول المؤلفان شكلاً متضمّناً لمثلث قائم الزاوية مساوياً لمثلث مرفق بالمضلّع ,ص 


ولمثلث قائم الزاوية مساو لمثلث مرفق بالمضلّع ,مء ويكون لهذين المثلثين ضلع مشترَكٌ 
وهو ضلع للزاويتين القائمتين وعامدُ ,م. يكون معنا: 


1 

1 ضعي 5م 

2 - 1 - - 

صعر د وم د وا صر دروو 22د -2, 
0 42 رص إم 


وبدبو 


يُدخْل ابن هود الدائرتين المحاطتين بالمضلعين» وهما ذواتا نصفئ القطرين ,”م وّ ," 
اللذين هما أيضاً عامدا المضلعين رج و ,ع » على التوالي. ويُطبّق القضيّة ١١‏ فيبيّن 
أن 02 > رنا. 

ويُبِيّن ابن الهيثم مستخدماً - كما فعل ابن هود في القضيّة -١7‏ المتباينات بين مساحتي 


المثلثين ومساحتي القطاعينء أن 5< 2 [انظر المجلّد الثاني» ص. 917"]: فيحصل على 
يت كر 
5 < يه . ولكنٌ صر - ريىء فيكون العامد رع» المُرفق ب ,ع محققاً للمتباينة يه > رع» 


فنحصل على النتيجة. 


إن من الواضح أن ابن هود يتناول ثانية برهان ابن الهيثم مع بعض التغييرات البسيطة. 
ويبقى البرهان الذي قدّمه ابن الهيثم أكثر رشاقة. أمّا إدخال الدائرتين المحاطتين» عند ابن 
هودء فليس ضرورياً. 


وقد نتساءل لماذا يتوقف ابن هودء هناء دون أن يتناول المضلّعينء ذوّيْ الإحاطتين 
المتساويتين» اللذين لهما عددٌ من الأضلاع يتعاظم شيئاً فشيتأء حتتى يتم التوصّل إلى النتيجة 
الخاصّة بالقرصء كما فعل ابن الهيثم والخازن اللذان استوحى منهما كما رأينا. فهل قام بهذه 
الدراسة في أحد الأقسام المفقودة من كتابه؟ أم هل وجد أنّ هذه المسألة» التي تتطلّب السعي 
إلى النهاية» ذات مستوى غير ملاثم لكتابه الجامع؟ لو كان الأمر كذلك لاستخرجء من نظريّة 
السطوح ذات الإحاطات المتساوية المعروضة جيّداً في كتاب ابن الهيثم» هذه المقدّمة التي 
يعالجها كخاصة للهندسة الابتدائية» وفقأً للأسلوب الذي حرّر به كتابه الجامع. 


ذقف 


0 


15 


/ط-*7-7 نص من (كتاب الاستكمال) 
حول مسألة السطوح ذات الإحاطات المتساوية 


- بو كل مثلث مختلف الضلعين يخرج من زاويته التي يحيط بها الضلعان اللحتلفان عمود ل -+-ط 
إلى قاعدته. فإن نسبة القسم الأطول من قاعدته إلى القسم الأصغر أعظمٌ من نسبة قسم الزاوية - 007 
التي يخرج منها العمود - التي يوترها القسم الأطول إلى القسم الآخخر منها. 

مثال ذلك: مثلث اب جء ضلع !ب أطول من ضلع ١‏ ج . وخرج من زاوية ! منه على 
ضلع ب جح عمود ١‏ د. 


فاقول: إن نسبة ب د إلى داج أعظم من نسبة زاوية ب ١د‏ إلى زاوية داج. 


برهان ذلك: أنا نتخذ نقطة ١‏ مركراء وندير ببعد ١ج‏ الأقصر دائرة ج حه ز تقطع خط 
ب د على نقطة ه واب على زء ويلقاها عمود أ د على نقطة ح . فلأن مثلث ١‏ ب ه أعظم من 
قطاع 1 زه . تكون نسبته إليه أعظم من نسبة مثلث ! ه د إلى قطاع اه ح. (الأن مثلث | ه د 
أصغر من قطاع 1ه ح». فإذا بدلنا. كانت نسبة مثلث ١‏ ب ه إلى مثلث اه د أعظم من نسبة 
قطاع ١‏ زه إلى قطاع ١ه‏ ح. وإذا ركبناء كانت نسبة مثلث ! ب د إلى مثلث ! ه د أعظم من 
نسبة قطاع أ زح إلى قطاع 1ه ح. ونسبة مثلث ١ب‏ د إلى مثلث / ! ه د كنسبة خط ب د إلى ل ه-و 
خط ده المساوي لخط داجء. ونسبة قطاع ١‏ زح إلى قطاع اه ح كنسبة زاوية زا ح إلى زاوية 
ه ! د المساوية لزاوية د ا ج ؛ فنسبة خط ب د إلى خط داج أعظم من نسبة زاوية ب ١‏ د إلى 


زاوية / داج ؛ وذلك ما أردنا أن نبيّن. اهدق 


ابو: يه زح] - 4اباح: الفا حم وين نشير إليها فيا بعد [حد] - 7 تقطع : بغطع [ح]. 


م ابا 


- يط - كل شكلين كثيري الزوايا متساولي الإحاطة والأضلاع في دائرة فإن الذي عدد ل ,-1١‏ 
أضلاعه أكثر تكون الدائرة المعمولة فيه أعظمَ من الدائرة المعمولة في الذي عدد أضلاعه أقل. 
مثال ذلك : شكلا ا باج وده زحء (و)الدخط الحيط يشكل ا باج مساو للخط 
المغيط بشكل ده زح. وكل واحد منها متساوي الأضلاع في دائرة؛ وشكل ده زح عدد 
و أضلاعه أكثر. 
فأقول : إن الدائرة المعمولة فيه أعظم من المعمولة في سطح اب ج. 


برهان ذلك : أنا نعمل في شكل ١‏ ب ج دائرة يحيط بهاء وهي دائرة ط ك ل؛ وفي شكل 

ده زح دائرة م ن ص ع يحيط بهاء وتعمل دائرة ذف ش مساوية لدائرة ط كك ل. ونخرج من 

نقطة ف خطًا مايا لها وهو ق قاسء ونجمل خط فق مساويًا لخط اط وخط قاس 

0 نصف ضلع الشكل المعمول عليها الشبيه بشكل ده زح. وتخرج من نقطبي فق س خطي ق د 
س ش مماسين للدائرة + وليكن مركزها تقطة ي . ونصل اي ي ق /اي س. فلأن شكل دزال-١-ظ‏ 

أكثر أضلاعًاء يكون خط ف س أقصر من خط فاق: فنسية خط ق ف إلى خط قاس 


أعظم من نسبة زاوية فى بي ف إلى زاوية ناي سء التي هي كنسبة نصف قوس ذاف إلى 
نصف قوس قا ش. فنسبة ا خطي اذاق ق ف إلى قوس ذاف أعظم من نسبة خطي ناس 
15 م ش إلى قوس ف ش. ونسبة خخطي ذ اق ف ف إلى قوس ذف كنسية خطي ط ١‏ ال إلى 
قوس ط ل. ونسية خطي فب س س ش إلى قوس ف ش كنسبة خطي م د دع إلى قوس مع. 
فنسبة ط !١ل‏ إلى قوس ط ل. التي هي كنسبة محيط شكل ١‏ ب ج إلى مميط دائرة طك ل 
أعظم من نسبة م د دع إلى قوس مع؛ التي هي كنسبة محيط شكل ده زح إلى حيط دائرة 


#ذناش: ذفاس [ل] ‏ المركزها: كرا (ل] ري: ب [ل] - 14ماش: اس [ل]” دلى: ذ فلع ا كافاش: 
قاس ولع ذى: ذذالل) 8 دهزحع. ده زحه [ل]. 


ابا 


من صرح. لكن حيط آب ج فرض مساويًا حيط شكل 3ه رح: فدائرة 25ل أصفر من 
دائرة م ن ص ع؛ فنصف قطر دائرة ط كك ل أقصر من نصف قطردائرة م ن ص ع. قسطحه في 
نصف / محبط آ ب ج المساوي لسطح ١ب‏ ج أصغرٌ من مسطح نصف قطر دائرة م ص في ل-16-, 
نصف محيط داه زح الذي هو مساو لسطح ده زح. 

وهئالك استيان أنه : إذا مام دائرة خطان محيطان بزاوية. وماسّها أيضمًا خخطان أقصر منها 
يحيطان بزاوية . فإن نسبة الأطولين إلى القوس التي فصلا من الدائرة أعظم من نسبة الأصغرين 
إلى القوس الني فصلا ملياء وذلك ما أردنا أن نبيّن, 


بابقبا 


م ابابا 


ايب 


تعليقات إضافيّة 


[47: 5]: نجد على هامش المخطوطات [[أ] ٠‏ [ب]» [د]» [ه]» [ش]ء [ص]» التعليق 
التالي: 
يظهر من هذا الشكل ومن الشكل الأوّل أنّ الدائرة أوسع الأشكال التي تساوي إحاطتها 
لإحاطتهاء إذ عند ذلك لا تحيط الدائرة بالشكل ولا الشكل بهاء وإلا يلزم عدم تساوي إحاطتهاء 
فيقع بالضرورة بعض الشكل خارج الدائرة - كزواياه مثلاً - وبعضه داخلها وهو طائفة من 
أضلاعه وتكون مساحة الدائرة التي هي من ضرب نصف القطر في نصف المحيط أكثر من 
مساحة الشكل التي هي من ضرب عموده في نصف أضلاعهء لتساوي النصفين وكون نصف 
القطر أعظم من العمود. وهذا البرهان شامل للأشكال المتساوية الأضلاع والزوايا مثلثة كانت أو 
مربّعة أو غير ذلك دون مختلفتها. وهذا يظهر أن الكرة أوسع الأجرام المساوي إحاطتها لإحاطة 
الكرة لأنّ نصف قطر الكرة المساوي إحاطته لإحاطة المجمسّم يكون أعظم من نصف قطر الكرة 
المعمولة في المجمّم؛ الذي هو في سطح ثلث المجسّم بكثير. وتتمة البرهان ظاهرة. 
1 يظهر: ربظهر [هع / الأشكال : لأشكال [ص) - 2 لأحاطتها: ناقصة [هع / لا (الأوى): التي [1] / وإلا: ولا [1]) - 3 وبعضه: 
وبعفها [هع - 4في: ناقسة [ا؛ ب شع - 5التي: الذي [هع - 6البرهان: البرهان [هع / شامل؛ اقصة [هع) - 


7 مختلفنبا: مستلفهيا [آء با دع شع ممختلفها [مى] مختلقة الأضلاع والزوايا زع - 8 أعظم : عظم [0 3 اق تكبيره [1: 


بو د؛ ش 4+ صن + ه] / وبثمة: ونم [1]. 
صيغة إيرن الإسكندراني وفقأ لثابت بن قَرَة 
]١5 »44[‏ يتساءل ثابت بن قرّة» وهو مساعد بني موسىء بعد أن يُذكّر بالصيغة» عن 
أصلها. ويبدوء على أثر قراءة هذا النصء» أن هذه الصيغة كانت منتشرة بكثرة» وأنّ 
الريّاضيّين لم ينسبوها بصراحة إلى إيرن. وهذاء فيما يلي ما كتبه ثابت بن قرة: 


"باب يعم أصناف المثلّئات كلهاء وقد نسبه قوم إلى الهند وذكر آخرون أنثه للروم. صفته: أن تجمع أضلاع 
المثلث؛ ثلاثتهاء ويؤخّذ نصف ذلكء؛ وتؤخذ زيادة ذلك النصف على كل واحد من الأضلاع؛ ثمٌّ يُضْرّب 
ذلك النصف في الزيادة على ضلع من أضلاع المثلث؛ وبُضرَّب ما اجتمع في الزيادة على ضلع ثان منهاء 


' الرقم الأزل هو رقم الصفحة: بينما يدل الرقم الثاني على رقم السطر, 
باب 


وما اجتمع في الزيادة على الضلع الثالث منهاء وما اجتمع أخذ جذره؛ وهو مساحة ذلك المثلّث. " 
(الورقة ١4ظ)‏ 


تعليق أبي جرّادة حول "في قطوع الأسطوانة" لثابت بن قرّة 
[2"814 8] تتطابق هذه النتيجة مع نتيجة القضيّة 4 الخاصة بالأسطوانة القائمة؛ وهي 
مذكورة هنا كمحصلة للنتيجة الخاصة بالأسطوانة المائلة. وإذا كانت الأسطوانة قائمة» يكون 


كل مستو يمر بالمحور 029 مستوي تناظر للأسطوانة ويلعب دور 6777»؛ مسثتوي التناظر 
الوحيد للأسطوانة المائلة. 


]١5 »4٠1[‏ يدرس ابن جرادة» في هذا التحرير الثاني للنصء الحالة التي تتستبدّل فيها 
الدائرة 80 بقطع ناقصء بحيث يكون 8 قطرأ له ويكون 70 خط ترتيب. ويفرضء في 
هذه الحالة» أنّ الخطّ بترت مواز للخطّ 70 ؛ ويتابع البرهان ليُثبت أن المثآثين 12/7 وَ 67 


9 له 51 17 تلم 72728ل - 2#ترر 702 . 228 لال 47228 
متشابهان ويبرهن أن - وََ - » فيحصل - 1 
وار م 2620 يو جر على ور 27262 


يكتب ابن أبي جرّادة» عندئذ: " وهذا برهان يشمل الدائرة أيضأ وهو أحسن. فنجعل الدعوى 
عامّة ونبرهن بهذا؛ ولو لم يكن د مركزاً لتمّ البرهان ". 

لقد عمّم ابن جرّادة» إذأء القضيّة ٠١‏ دارساأً الإسقاط الأسطوائيّ للقطع الناقص. وهذا ما سمح 
لهء في القضيّة 2١١‏ بدراسة القطع المستوي لأسطوانة ذات قاعدة على شكل قطع ناقص. هذا 
هو نصه [مخطوطة القاهرةء دار الكتب »5١‏ الورقة ٠2و]:‏ 

"قلت وكذلك يتبيّن هذا المطلوب لو كان اب ج قطعاً ناقصاً" بهذا البرهان: بأن نتخرج دج على 
الترتيب ونجعل هح موازياً له» ثمّ نسلك البرهان حتتى يتبيّن تشابه مثلّثي و ح هد ز دج, وتكون نسبة 
ضرب ١ح‏ في ح ب إلى مربّع هح كنسبة ضرب اد في د ب إلى مربّع دج » كما يتبيّن في 7١‏ اخ". 
ونسبة مربّع ه ح إلى ح و كنسبة مربّع دج إلى مربّع د زء فبالمساواة: نسبة ضرب ١‏ ح في ح ب إلى 


' ١؟/ ١‏ خ: يعني الشكل الواحد والعشرين من المقالة الأولى من كتاب "المخروطات” لأبلونيوس. 
وملا 


مربّع ح و كنسبة ضرب اد في د ب إلى مربّع د ز؛ فيتمٌ المطلوب. وهذا برهان يشمل الدائرة أيضاً وهو 
أحسن. فنجعل الدعوى عامّة ونبرهن بهذا؛ ولو لم يكن د مركزاً لتم البرهان. 

»2٠1[‏ ١"]يورد‏ ابن أبي جرّادة هذه القضيّة بمقد بمقذمة[انظر الورقة ة ٠؛ظ‏ .]ظ] ليثبت أنّْ: 
21 50 - الا وَ 05037 - 7 2-140/5. 
"مقدّمة: خطا | ب ج د متوازيان» وقد وقع بينهما خطًا ! ج ب د المستقيمان» فكانا متساويين» فأقول: إن 


زاويتي ١‏ وَ ب إما متساويتان أو مجموعهما كقائمتين. 


برهان ذلك: إن كان ١‏ ج ب د متلاقيين» فليلتقيا على هه فمثلّث ١‏ ب ه خرج فيه ج د على موازاة قاعدة 
اب. فنسبة ها إلى اج كنسبة هب إلى بد؛ واج بد متساويان» فخطًا ها هب متساويان؛ 


فزاويتا! وَ ب متساويتان. 


وإن كان ١ج‏ ب د متوازيين» فزاويتا! وَّب كقائمتين. " 


[4 040 58] يلفت ابن أبي جرّادة النظر إلى أنه ليس من الضروريّ أن نرسم 7#» إذ يكون 
معنا بالفعل ,41( - 110؛ فنحصل على 1707-10 فنحصل على 775-2857 يمر بالخط 
إذأء مستو مخالف الوضع بالنسبة إلى مستوي القاعدة. وتبقى نهاية البرهان دون 
تغيير.[الورقة ١4؛و-١4ظ].‏ 


"قلت لا تحتاج إلى إخراج طرء بل تقول إنّ الفصل المشترّك للدائرتين» الخطّ منه بين تقاطعها وبين نقطة 
م؛ نصف قطر لكلّ واحدة منهماء فهو يساوي م ق»نصف قطر الدائرة الموازية للقاعدتين» ويساوي م ل؛ 
نصف قطر دائرة طكل. فخطًا م ل م ق؛ متساويان؛ فزاويتا م قل مل ق متساويتان» وزاوية د هل 


كزاوية م ق لء فزاويتا د هل طل ه متساويتان» فخطً طل. يمرّ به قطع مخالف. وتمامه كما مد " 


]١5 »4 ٠0 5[‏ يبرهن ابن أبي جرّادة مقدّمة في البداية بثلاث طرائق.[الورقتان١‏ ؛ظ -؟ 4 و]. 


اما 


)١‏ إذا كان لقطعين ناقصين القطران الأعظمان 45 وَ 020 والقطران الأصغران 78 وَ 
87 والمركزان © وَ 0» حسب الترتيب» وإذا كان 2 يكون القطعان الناقصان» 


عندئدء متشادٍ بهدين. 


2 تم 
يكون لدينا: الى 88 0قلى 2 - ؛ ويكون معناء إذأء وفقأ للقضيّة 
0 #ثلر 8 0000 لل مك 20 


1 من المقالة الأولى من كتاب "المخروطات": سد - لست 


والبرهان يبقى بدون تغيير إذا كان يمء 87ء 020 و 77 أقطاراً مزاوجة بدلا من أن 
تكون محاور للقطعين. 
)١‏ لتكن إرء 8 © و 2 محاور قطعين ناقصين مع 4--6» وليكن 8 وَ © الضلعين 


القائمين الخاصّين ب 4 وَ © حسب الترتيب. يكون معناء وفقأ للقضيّة ١©‏ من المقالة الأولى 


2 
من كتاب "المخروطات",» 42 - يرم 3 ) -ح رريحج. فيكون 2 : 


8 292 فتحصل فنحصل على 2 3 - > فيكون القطعان الناقصان متشابهين» وفقاً للقضيّة 


م 22 22 
من المقالة السادسة من كتاب "المخروطات" 
*") يكون معناء وفقاً للقضيّة ١5‏ من المقالة الأولى من كتاب "المخروطات". 2 و 
7 - 5» كما يكون معنا وفقأ للفرضيّات 4 - >ء فيكون 3 5-4 ؛ فيكون القطعان الناقصان 
2 


متشابهين» وفقاً للقضصيّة ١7‏ من المقالة السادسة من كتاب "المخروطات”". 


]١5 »408[‏ إذا كان المستوي القاطعء المعنيّ بالأمرء موازياً لمستويئئ القاعدة أو مخالف 
الوضع بالنسبة إلى مستويئ القاعدة» يكون قطع كل أسطوانة دائرة مساوية لدائرة القاعدة. 
وهذا ما يُذكر به ثابت بن قرّة خلال البرهان. 


كما 


]١١ :401[‏ يرجع ابن أبي جرّادة في جملته "وأطول أقطار كل قطع هو سهمه الأطول» 
وأقصر أقطاره هو سهمه الأقصر"؛ بحقٌ إلى القضيّة ١١‏ من المقالة الخامسة من كتاب 
"المخروطات". 

[4017ء ]١5‏ يبيّن أبلونيوسء في القضيّة ١١‏ من المقالة السادسة من كتاب "المخروطات": 
أن كل قطعين ناقصين ذويْ المحورين 2# وَ '26 والضلعين القائمين الخاصّين بهما +3 'ع 
بحيث يكون 5-2 ن؟ والعكس بالعكس. 


وإذا كان 25 وَ ”23 المحورين الآخرين للقطعين الناقصينء يكون معناء وفقأ للتعريف 
الثالث من التعريفات الثانية لأبلونيوس» ثيه - م.ج2 ؛ فتحصل على - لتنا كر وعلى 
يض 


هذا هو الشرط الذي يستخدمه ثابت بن قرّة. وهو لا يُدخل الضلعين القائمين م و '- في 
برهانه؛ ولكنته يستخدمء في القضيّة 4 7. الخاصّة 24-26 . 


م6 'ج 
[4١٠5ء‏ 3] يورد ابن أبي جرادة» خلال تحريره لنصن ثابت بن قرّة وقبل القضية 4 »١‏ 
مقدمتين [الورقة 47و]. 
المقكمة الأولى: ليكن 8,47 نصف قطع ناقص مركزه ير ومحوره الأعظم 82 ورأسه مء 
ونصفا قطريه 70 و 734 اللذان يمرّان ب 5 وّ © وسطي الوترين 2م وّ 8م؛ فيكون 014 
عموديّاً على ,41 


يكون البرهان مباشرأء إذا استخدمنا القضيّة الثامنة من المقالة السادسة من كتاب 
"المخروطات". 


نكا 


المقتمة الثانية: إذا كان 480 وَ 50717 رباعيّي أضلاع محدّبين وموجودين بين خطين 
متوازيين 47 و 80»: بحيث يكون 17 على 1 و 770 على 280 يكون عندئذ: 


مساحة(1806111) _ 21-08 
ساحة( )48072‏ © + هرا 


والبرهان مباشرء أيضاء إذ إن 4802 وَ 50777 مربّعان منحرفان أو متوازيا أضلاع 

لهما نفس الارتفاع. 
ماع ام 
١‏ ىآ م 
الا 2 1 

[404: 5] يأخذ ثابت بن قرّة؛» لأجل مضاعفة عدد الأضلاعء؛ الأقطارَ التي تمر بأوساط 
الأوتار. وهكذا يقطع 70 القطعّ الناقص على النقطة كقء حيث تكون 0 وسط 48 وخط 
التمامن في 24 مواز ل 8يرء وهو يقطع خط التمامن في 4 وَ 8 على النقطتين ‏ وَا» بحيث 
يكون :زل < 9رار؛ فيكون اير مربّعاً منحرفاً. ويكون معنا 


و 8 


م 


مساحة المثلّث (78)بل) > - مساحة المنحرف (4877)» 


فنحصل على مساحة المثلّث (قثانا) > - ,مساحة القطعة (4872). 


5م؟ 


ونستخرج من ذلك أنّ الفرقٌ بين مساحة القطعة (8م) ومساحة المثلّث (4348) أصغرٌ من 
مساحة القطعة (8رم)؛ وتبقى هذه النتيجة صالحة إذا كانت القومن ورم قوسأ من قطع ناقص 
أو قوسأ من دائرة على السواء. 

[؟41ء ؟] إذا كان 26 و 28 محوري القطعين الناقصين» وإذا كان م نصف قطر الدائرة 
التي تعادل مساحتها مساحة القطع الناقصء يكون معنا تم - 5ج» فنحصل على 4-” و 
م 08 


4 ب فتكون مساحة القطع الناقص مساوية للمتوسّط المتناسب بين مساحة دائرته 


العظمى ومساحة دائرته الصغرى. 


»41١[‏ "] يُقَدّم ابن أبي جرّادة» أيضأء مقدّمتين قبل القضيّة © ١[الورقة‏ 4 4ظ]. 


-3 


المقئمة الأولى - تكون القوسان 46 و 5 من دائرتين ذواتئ القطرين ,4 وَ رم حسب 


الترتيبء متشابهتين إذا وفقط إذا كان: علكيدن 
1 2 


المقدمة الثانية - ليكن 40 و 5 وترين نوي وسطين 2 و 4 حسب الترتيب من 
دائرثين مختلفتين» وليكن 872 و 67 القطرين اللذين يمرّان ب © وّ 34 حسب الترئيب؛ فتكون 


القوسان 26 و 9 متشابهتين إذا وفقط إذا كان 58 _ 446 
00007 


58 ف 
0 
8 0 
1 
ونحصل على البراهين مباشرة إذا استخدمنا تعريف الأقواس المتشابهة التي تكون الزوايا 


القابلة لها متساوية والعكس بالعكس. 


حكن 


[14؟4» ؟] يُعرّف أبلونيوس في القضيّة ١©‏ من المقالة الأولى من كتاب "المخروطات"» 
القطر المزاوج لقطر معلوم. ويصبح القطران المزاوّجان محوري القطعء إذا كانا متعامدين» 
وفقأ للتعريف الثامن من التعريفات الأولى لأبلونيوس. 


[4707ء ]٠١‏ يورد ابن أبي جرّادة مقدّمة قبل القضيّة ٠‏ ويورد بعد هذه القضيّة برهاناً 


يختلف عن برهان ثابت بن قرّة [الورقة؟ و]. 


مقدمة: ليكن ,25 وَ رم مستوييّن متوازييْن ولتكن 0 نقطة في ,7 ولتكن 7 نقطة في رطء بحيث 
يكون 67 عموديّاً على ,م. وليكن ,61 خطأ في ,م وَ 770 خطأ في رم بحيث يكون 
0 / 2 و تكون النقطة م خارج 20. فتكون النقطة 7؛ مسقط 7 العمودي على ,رمء 
خارج الخط 270. يقام البرهان باستخدام استدلال بالختئف. 


يقدّم ابن جرّادة البرهان المُبسّط التالي للقضيّة ١٠[الورقة‏ ٠«ظ].‏ 


)١‏ المعلومات لدينا هي: المستوي 2ء النقطة 0 الموجودة خارج 2ء والنقاط 8» (2, و 4م 
الموجودة في المستوي مر بحيث يكون الخطٌّ 90 عموديّاً على مر وتكون النقاط 8» 2 وّ 4 
متسامتة وفقاً لهذا الترتيب. يكون معناء عندئذء لكل نقطة 0 في المستوي 5- 


ناللك > ناللني) > )810 . 


تقطع الدائرة (7 ,2) الخطّ 2ورعلى النقطتين 4 وّ كر ويكون معنا يرو > 86 > روء في 
الحالات الثلاث للشكل؛: وفقأ للقضيّتين السابعة والثامنة من المقالة الثالثة من كتاب 


كربا 


"الأصول" لأقليدس. فنستخرج من ذلك بن > ع2 > جح > وح. ولكنٌ لدينا فى المثلّثات إرمح» 
دج في 
6 و 027: 24 - 760 - #78؟ فتحصل على 26ل > 06276 > 826 . 


: 2 
ما 

مااع لمم اع : 1 

سس ممم مال امم 


؟) إذا كان متوازيا الأضلاع هدم و 52ج يُحققان هد - 600 - مع - 21 وَ 
م > 2110 > 750 و 6 5 2 على أن تكون مساحتاهما متساويتين» تكونء عندئذء 
القطعة المستقيمة ©4, أعظم القطع التي يكون أحد طرفيها على 8 ويكون طرفها الآخر 
على 02: أو أن يكون أحد طرفيها على 50 ويكون طرفها الآخر على 127 


١ 
مسالل ايالمه‎ 1 


يكون ارتفاعا متوازيي الأضلاع متساويين» لأنّ القاعدتان متساويتان» والمساحتان 
متساويتان أيضا. يكون معنا: دك © عطر» ممق قو 2 6م » وضع و 46 > ضير 


سم سال 


و 2777 > 7777 ع 877 > 16 و 8717 > 81 


وليكن .5 د [00] و 34 د [84] بحيث يكون ,37 // ف فيكون معنا 14 > ,81 و 
246 > 4ب لأنّ 1 > 2 
يُمكن أن نثرفق بكلّ قطعة مستقيمة يكون أحد طرفيها على 8م ويكون طرفها الآخر على 
0» قطعة مساوية لهاء بحيث يكون أحد طرفيها على 8 أو © ويكون طرفها الآخر على 
2 أو على 8ل. فتكون 40 أعظم هذه القطع. وكذلك تكون #رير أعظم قطعة بين كل القطع 
التي يكون أحد طرفيها علي 0 ويكون طرفها الآخر على هرة. 
ويكون معناء من جهة أخرى» 126 > 19117 -> طلا > 81 . 


إذا كان 6صمم - 79 » يكون معنا 7م -27 ء ففحصل على 46 - وزل 
بريه 


إذا كان ع 0 > 8117 ١7‏ يكون معنا 42 > 7ي . لتكن #/ر بحيث يكون ©2زر - (رإر ء؛ 


فيكون © > 71 ولكنَ +277 > #ريل لأنَّ +77 > [ثزء فيكون 46 > 577. فتكون 160 أعظم 
القطع التي تناولناها في صيغة المقدّمة. 


8 م م‎ 6 ١ 
يكون معناء 22/8 > 5 وفقاً للفرضيّات»‎ .٠١ ؟) لنرجع الآن إلى شكل ابن ثابت» الشكل‎ 


ويكون 298 > #وج > ووورجء مهما كانت النقطة بر على الدائرة ذات القطر ور 

يكون #رير» قطر متوازي الأضلاع وير أعظم من القطر رم في متوازي الأضلاع 
4. فتكون 2/5 أعظم قطعة تصل بين نقطة من خط مولّد إلى نقطة من الخط المولد 
المقابل. 

ويتمٌ البرهان» بعد ذلك؛ بطريقة مماثلة لبرهان ثابت بن قرّة. 
[*"4: ل] يعرض ابن أبي جرّادة [الورقة 57*ظ]ء ضمن تحريره لنص ثابت بن قرّةء 
طريقة أخرى تستخدم الدائرة ذات نفس المساحة لكل من القطعين الناقصين؛ فيحصل على» 


هذ عه - عثء لأنّ ,م حبرخ - نصف قطر قاعدة. 


يرك وري يت 
]١8 4 ""[‏ يعرض ابن أبي جرّادة» قبل القضيّة ©1. المقدّمة التالية [الورقة 5"7و]: 

ليكن معنا ثلاث نقاط متسامتة سس 9ورو©2؛ إذا كانت ور وسط ©2ز وإذا كان 8م > 0م» 
يكون» عندئذ» 246 > قاط . 


إن لدينا بالفعل» 9ل > 46 وّ 28 - 260 8( - 6م >< 


خرا ا 


ليكن م < [68] بحيث يكو 0 - كك فيكون 20 > 50, ولكنّ الخط 77 منصّف 


الزاوية 246 » فيكون 546 - وري ء فنستخرج من ذلك النتيجة. 


- المقدمتين التاليتين [الورقتان لادظ‎ »”١ يعرض ابن أبي جرّادة» قبل القضيّة‎ ]١ 8 .»45١[ 


.] 67 


عر مه ان - 9 5 1 
المقذمه الأولى: لتكن 8), قطعة من خط مستقيم» ولتكن ع و # مساحتين بحيث يكون ٠‏ < ي» 
ولتكن ع وَ ج قطعتين بحيث يكون + < ج؛ توجدّء عندئذء نقطة» /» على 8م بحيث يكون 


2 م2 82ر 


6 
الى 
70 3 17 4 


المقدّمة الثائية: إذا كان م > 4 وَّع > ء » توجدّء عندئذء نقطة؛. بم» على الامتداد المستقيم ل 


يستند برهان ابن أبي جرّادة على وجود نقطة , بحيث يكون -- شك 2-3 على أن تكون ب وَ ع/ 
قطعتين مُحدّدتين ب #رز دع و م[ دن 


ولكنته لا يْتمُ استدلاله الذي قد يتطلّب إدخال نقطة ‏ بحا ث يكون 26 2-0 


ولنلاحظ أن نقاطً ابن أبي جرّادة» 4رء 8 و77 موافقة لنقاط ثابت بن قرّةء /رء ‏ و /3؛ كما 
أنَّ النقطتين ,, و © موافقة للنقطتين ,34 و ,/3 اللتين ستدخلان في التعليق التالي. 


[4855: "] تحديد النقطة 34 في هذا القسم من البرهان. 


1 
7 7 
يكون معنا < م فنحصل على 1<2ء ويكون معنا أيضأ 2 <1 . وإذا حققت 
ديم عكى 
النقطتان ,34 و ,34 المعادلتين 2د و كلظ 2 يمكن أن يكون معنا حالتان: 


8م؟ 


م > فد > رماع ؟ نأخذ في هذه الحالة 34 بين ,34 وَ 4 


م > رمع > مرج ؛ نأخذ في هذه الحالة 34 بين 347 وَ 4 


1 
7--ى 
وتبقى الطريقة نفسها صالحة في الحالة التي يكون فيها 7 >1 و 2 >1» والتي سترد 
لاحقاً. 
]١6 »481/[‏ يعرض ابن أبي جرّادة» قبل القضيّة 7”, المقدّمة التالية [الورقة 5٠١‏ و- ظ]ء 
كما يورد بعدها ثلاث ملاحظات[الورقة ١١‏ ولظ]. 


مقدّمة ‏ لتكن ج» م ٠ع‏ و7 أعداداً موجبة بحيث يكون 22 و < م فيكون 6 < 4. 


يوجّدء بالفعل» عدد م بحيث يكون 2 فيكون م < 7 و 5< 5» وهذا ما يؤذي إلى 
6 6 

م > قء وبالتالي إلى 8 < 4. 
ملاحظات 

)١‏ يُمكن أن نتتّرهن بطريقة الخُلئف أنئه من غير الممكن أن تكون لدينا المتباينة 
5> (107+ 0111م . 

)١‏ يُمكِن أن نيرهن بطريقة الخُلف أنه إذا كانت 7,5 أعظم قطعة لمولد بين القطعين 
47 و وقمدى» فلا يمكن أن يكون لهذين القطعين نقطة مشتركة غير النقطة 5. 

(/ ننترهن: أيضأً بطريقة الخُلكفء أن المضلَّمَ؛ الذي نحصل عليه في المستوي 74775 
بواسطة الإسقاط الأسطوانيّ للمضلّع المحيط بالقطع ,727 والذي ليس له نقطة مشترّكة مع 
القطع 2072 محاطٌ هو نفسهء بالقطع 347/5 وليس له نقطة مشترّكة مع القطع ورلى.ط'0. 


أنظر» لأجل الرموزء النصّ والشكلّ م للقضيّة ؟". 


وها 


]١ »454[‏ يلاحظ ابن أبي جرادة أن لدينا نفس النتيجة إذا كان القطعان دائرتين مخالفتين في 
الوضع بالنسبة إلى القاعدة [الورقة 57 ظ]. 


ليست هذه الملاحظة ضروريّة لأنّ النتيجة التي برهنها ثابت بن قرّة صالحة مهما كان 
القطعان المعنيّان بالأمر. 


]]٠١ »4"4[‏ يُقدّم ابن أبي جرّادة» هناء نفس الملاحظة السابقة. وهيء هنا أيضأء ليست 


ضروريّة لنفس السبب الذي أشرنا إليه[الورقة ١5‏ و]. 


[41» ؟] يُبِيّن ابن أبي جرادة[الورقة 55 و]ء أنْ أصغر القطوعء؛ في حالة الأسطوانة 
القائمة ذات القاعدة الدائريّة» هي دائرة القاعدة» ويؤكّد دون تعليل أن أعظم قطع ناقص هو 
ذلك الذي يكون قطره الأعظم مطابقاً لقطر المستطيل الذي يمرٌ مستويه بالمحور. 


يُمكن بالفعل؛ أن نبيّن» كما جرى في القضيّة ,٠١‏ أنّْ مثل هذا القطر هو أعظم قطعة 
يكون طرفاها على خطين مولدين متقابلين. فإذا أرفقناء بكلُ مستو يمر بالمحورء المستويين 
العموديين عليه واللذين يمرّان بالقطرين» يكون تقاطعٌ كلّ منهما مع الأسطوانة مطابقا للقطع 


والخلاصة هي أنَّ كل مستو عموديّ على المحورء في حالة الأسطوانة القائمة أو 
الأسطوانة المائلة» يعطي قطعاً أصغريّاً؛ ولكن بينما يكون القطع الأعظمىّ في الأسطوانة 
المائلة وحيداً» فإِنٌ عدد القطوع الأعظميّة في الأسطوانة المائلة غير منته. 


,55٠8[‏ الحاشية ؛] إِنّْ سيرة حياة القوهي التي يوردها البيهقي» كاتب السْيّرء هي غير 
واقعيّة» بشكل مثير للدهشة. فما هو أصل هذه الأسطورة؟ وهل نشأت بسبب الميل العلمي 
والتقنيّ للقوهي وبسبب اهتمامه بصناعة الأدوات العلميّة؟ ليس من المستبعد أن تكون هذه 
السّمة في شخصيّته قد شجّعت ملفتقي الأكاذيب. لقد رأينا جوانب من هذه السمة عند مساهمته 
في بناء المرصد والأدوات اللازمة له» وفي عمله في البركار التامّ وفي بعض جوانب عمله 
في ميكانيكا السكون. ويظهر هذا الميل أيضاً من خلال المعلومات التي نقلها أبو حيّان 
التوحيديّ. ونرى ذلك أيضا في محاولاته لدحض المبادئ الأرسطيّة للحركة. فهوء لأجل 


5ب؟ 


رفض النظريّة القائلة بعدم إمكان حركة غير منتهية في زمن منته؛ يعمل جهازاً لاستخدام 
صفات الضوء. وهو يقوم؛ لأجل رفض الفكرة التي مفادها ضرورة وجود السكون بين 
حركتين مضاذتين؛ ببناء تركيب آليّ؛ وهذا ما يُخبرنا به خليفته الطبيب البغدادي ابن بطلان 


[انظر: 


برورعنت0 00721 أمء 1[ورمدم!8[1-مع437ء81] :11 إمطءء نوا[ حدما أء ابأع م30 ب[ورعدومل 
ر02170) 0 1141211 1577 21 7004و0 8 زه تتعااياظ 81[ 1(عء ج56 


(القاهرة 197 »)١517‏ ص. 55 للنصّ العربيّ »ء ص. ٠١١-٠٠١‏ للنص الإنكليزي]؛ انظر أيضاً 
مقالناء "القوهي ضدٌ أرسطو: حول الحركة": 


9.1 برأومده]211] 0:14 دع 3017 4741 ,< 7201101 :7 ٠‏ 47151011 كناى ع7 41-0111 » 
199 


.١ 5-7 ص.‎ 


؟ب؟ 


ملاحظات حول النصووص 


أ '"كتاب معرفة مساحة الأشكال البسيطة والكريّة لبني موسى'"' 
١‏ ص. 487» س. 5: لقد اقتضب الطوسي نص المقدّمة» فحذف منها ما بدا له بعيداً عن 
الرياضيّاتء؛ أي كل القسم التاريخيّ والنظريّ الذي شرح فيه بنو موسى الأسباب التي دفعتهم 
إلى تأليف كتابهم. وهذا القسم المحذوف يتضمّن ما يقرب من ثلاثين سطرأ في ترجمة 
جيرارد دي كريمون اللاتينيّة التي حققها م. كلاجيت. انظر السطور 74-4 ص. 
558 58, وهذه هي» فيما يلي» ترجمة هذا النصّ اللاتيني: 

"لقد تحققنا من ضرورة ذاتيّة لوجود علم مساحة الأشكال المستوية ومقادير الأجسام؛ كما 
رأينا ضرورة أن تُدرَس بعض المسائل» من بين مسائتل أخرىء علميّا وفقاً لهذا النوع من 
العلم الذي لم يصل أحدٌ إلى معرفته؛ كما يبدوء حتّى أيَامنا هذه. ولقد سَبّقتنا بعض القدماء في 
البحث في عدد من هذه المسائل التي قمنا بالبحث فيهاء ولكنٌ أبحاثهم لم تصل إلينا؛ بينما لم 
يفهم هذه الأبحاث أحدٌ ممّن رجعنا إليهم. وقد يكون بعض هؤلاء العلماء السابقين قد تمكّنوا 
من هذا العلم ووضعوا فيه ككتبأء ولكنٌ عِلمهم هذا لم ينتشر جيّدأ بين أهل زماننا. وهكذا 
ارتأيناء لهذه الأسباب» أن نؤلف كتابأ نئبيّنُ فيه ما كان ضروريّاً لهذا العلم من ضمن ما 
اكتشفناه فيه. وإذا تناولنا مسألة من المسائل التي درسها القدماء والتي انتشر علمهم فيها خلال 
زماننا هذا والتي قد نكون بحاجة إليها لبرهنة قضية من القضايا التي نعرضها في هذا 
الكتاب» فإِنّنا سنكتفي بالإشارة إليها ولن يكون من الضروريّ أن نعرضها في كتابنا هذا لأن 
عِلمها منتشرء وذلك على سبيل الاختصار. ولكن إذا تناولنا مسألة» وضعها القدماء من بين 
المسائل التي لم تكن مشهورة ولا معروفة» وكنا بحاجة إلي عرضها في كتابناء سنعرضها 
في كتابنا وسننسبها إلى مؤلفها. وسيكون ضروريّأء بشكل بديهيّ وفقاأ لما سنعرضه حول 
تركيب هذا الكتاب» لمن يريد أن يقرأ هذا الكتاب وأن يفهمه أن يكون مطُلِعاً على كتب 
الهندسة المعروفة بين الناس في زماننا هذا. 


الخاصّة المشتركة بين السطوح هي أن لكل سطح طولاً وعرضاً. ولكنٌ خاصّة الشكل 
المجدّم هي أن يكون له طول وعرض وارتفاع. والطول والعرض والارتفاع هي المقادير 
التي تَحدّد عِظْمَ أي جسم. 


١‏ ص. /87» س. 5: قد تكون هناك قفزة من سطر إلى سطر بسبب تشابه الكلمات؛ أي قد 
يجب أن نقرأ "... وهو ما امتدٌ على استقامة في الجهتين جميعاً< وما امتدٌ على استقامة في 
الجهتين جميعاً> فإنّه لا يكون...". وقد يكون هذا التحرير مختصّرأ ولكنه مُلتبنَ» حيث 
يكو نْ الضمير في '"فإنه" ر اجعاً إلى '"'ما", 


7 5؟ 


"-ص. 88, س. :١‏ نقرأ في الترجمة اللاتينيّة» بعد الجملة الأولى في هذا السطر ما معناه: 
"فقد تبيّن إذأ ما الطول وما العرض وما السّمك". وهذا ما يدل على أنّ الطوسي قد اختصر 
هذه الفقرة. 

#:-ص. 38 س. :3-١‏ يوجد في الترجمة اللاتينية» بعد الجملة "وهذه...المجدّم" جملة؛ قد 
يكون الطوسي قد أضافها على هذه الفقرة»؛ مفادها أنه ليس هناك حاجة لمقدار رابع لتحديد 
المجمّم. 


.-<ص. 88 س. 1١‏ يوجد في الترجمة اللاتينية» بعد " باقياً", فقرة لا توجّد في العربيّة. 


"- ص. 841» س. :١‏ كلمة "الأشكال" ناقصة في النص اللاتيني. 

“ا ص. 84, س. "”: يُفترَض ضمنيّاً في هذا النص أنّ المضلّعَ متساويٌ الأضلاع. ولن نشير 
إلى هذا في بقية النص. 

6-ص. 84, س. 5: نجد في أوَّل هذا السطر في الترجمة اللاتينية» وفقأ للطريقة الاعتياديّة 
للعرض الرياضيء ما ترجمته "مثال ذلك". ولقد حذف الطوسي كل العبارات المشايهة لهذه 
العبارة في كلّ النص. ولن نشير إلى هذا في ب بقية بقيّة النص. 


4 ص. 85, س. 5: نجد في الترجمة اللاتينية بعد عبارة ه ح. ما ترجمته: 

فأقول: إن سطح خط هح في نصف جميع أضلاع مضلّع | ب ج هو مساحة شكل | ب ج. برهان ذلك: 
أ 

نا... 


ولقد حذف الطوسي في تحريره هذا النوع من الجمل. ولن ننلشير إلى مثل هذا الحذف فيما 
بعد. 


٠‏ ا ص. 8 س. 5: يبدو أن الجملة السابقة مُلخُصة من < جملة أكثر طولاء فقد أورد 
جيرارد دي كريمون باللاتينية ما ترجمته: 

"ونعلم من مثل ذلك أنّ سطح همح في نصف اب هو مساحة مثلث اهب وأنّ سطح همح في نصف 
از هو مساحة مِثْلْثْ ب هاز "1 

١‏ ص. 84, س. 1: نجد في الترجمة اللاتينية كلمة "جسم" بدلأ من كلمة "كرة". كما نجد 
في نهاية هذه الفقرة ما معناه باللاتينية: "وهذا ما أردنا أن ننبيّن": وهي العبارة التي حذفها 
الطوسي. ولن نئشير إلى مثلها فيما بعد. 

5“ دص ١85.ء)س :5-1١‏ : المقصود هو أن حجم المجسّم يساوي مجموع أحجام تلك الأهرام. 
وهذه الفقرة التي تبدأ بكلمة "أقول" هي شرح طويل من شروح الطوسي. 


ل 


١‏ ص. .35١‏ س. 8: الجملة "وهو اقل...هبج " غير موجودة في النص اللاتيني. 
ونلاحظ أيضاً أن الأحرف المستخدمة في الأشكال ضمن النص اللاتيني تختلف عن الأحرف 
المستخدّمة في النصّ العربي. 
4 ص. .»4١‏ س. 1: نقرأ في النصّ اللاتيني ما معناه: 
"وبمثله نابيّن أنّ سطح نصف قطر دائرة اب ج في نصف جميع أضلاع اج بج اب أقلَّ من مساحة 
دائرة اب ج . فقد تبيّن أن سطح نصف قطر دائرة اب ج في نصف جميع أضلاع المضلع الذي تثحيط به 
الدائرة أقلّ من مساحة الدائرة”. 

وإنْ من المحتمل 9 الطوسي قد وجد هذه الفقرة طويلة جدّأء فاختصرها بجملة واحدة. 
تارك الشرح على مسؤولية القارئ. 
5 ص. »4١‏ س. 8: يكون هذا باستخدام القضيّة ١5‏ من المقالة الثانية عشرة من "أصول" 
أقليدس. 
5 ص. »5١‏ س. 9: نقرأ في النصن اللاتيني ما معناه: 

" لكنٌ خط دز مساو لخط ح,ء وقد تبيّن أنّه يُمكن أن يعمل في دائرة اب مضلّع ويكون جميع 
أضلاعه أطول من خط عرء وذلك ما أردنا أن نابيّن". 
١7‏ بدص ”"95.)س "5. انظر الشرح الرياضي. 
_- ص. 357:. س. 5: نجد في النصّ اللاتينيّ ما معنأه "وهذه صورة الشكل"»2 وهذا ما حذفه 
الطوسي. 
418- ص ”17 س. ١"‏ هذا شرح قام به الطوسي. 
٠ص‏ 47 س. ": وفقاً للقضيّة ". 
"١‏ ص "47, س. ”4 : وفقأ للقضيّة 7. 
"١‏ ص. 47. س. 7: نقرأ في النصٌ اللاتينيّ» بعد كلمة "دائرة"؛ ما معناه: 
"فيكون خط هج في خط ح و مساوياً لدائرة ابج " 
>" ص. 34 س. :١‏ نجد في النص اللاتينيّء بعد عبارة "أقول..." التي حذفها الطوسيء ما 
معناد» "فإن لم تكن النسبتان واحدة» ف..."., 
7-4 ص. 44. س. 54: نجد في النصّ اللاتيني ما معناه "ولأنٌ خط حك مساو لنصف خط دم 
وخط حط أصغر من نصف خط د زه يكون سطح كط أصغر من مساحة دائرة د هاز ". 
5" ص. 44» س. 3: وفقأ للقضيّة الثانية من المقالة الثانية عشرة من "أصول" أقليدس. 


هب 


7" ص. 5 3» س. ل: نورد فيما يلي بعبارات ممائلة المسار الذي اتّبع في القسم الأوّل: 
ليكن ب خط تماسّ الدائرة في النقطة ب؛ إذا انطلقنا من الزاوية المركزية بم - 2ر5 
وأخذنا بالتتابع نصفها وربعها وثمنها ونصف الثمن؛ يكون معنا: بجح - 50,2 - 45 ير5 ؛ 
فيكون بح نصف ضلع المضلع المتساوي الأضلاع المحيط بالدائرة والذي له 15 ضلعاً: 
بج - وض ٍ . يكون معنا في المثلث جبد» بدت مد و #جب - #جددٌ . ولكن إذا 
كانت + نقطة تقاطع منصّف الزاوية بج: مع خط التمامن» يمكن أن نكتب: 


هد جاد هذ هاب جد جاب جد+جاب جاب 


هاب جاب هب جاب باد هب 


لنضع جه - 4306 بد - 153: فنحصل على جب - 265,0037736 > 4265 فيكون 265 عددأ 
يقارب جِيّداً جالباء اجب. يكون من ذلك: جب جاب + جد >571 6 فيكون» وفقاً لِ(١),‏ عد ث -- لمك ) 


153 
يقوم بنو موسىء بعد ذلكء بمقابلة القطع المستقيمة مع الأعداد: 


إذا كان وب - 1531» حيث تكون بن وحدة الطول (التي يكون معناء وفقا لهاء دب - 153)» 
يكون عندئذ: جب > 571 و + جب + # هب - 2 جماء فنحصل على جم > 59142. 


ويكون معنا بطريقة مماثلة في المثلث مب : 


116241 


6 جمرجيت را اجن خاي > ال ؛ فإذا كان وب -1531» حيث تكون 1 وحدة 


هاب واب ونه 


الطول (التي يكون معناء وفقاً لهاء وب - 153)» يكون عندئذ: جب > 1+ 1162 وجو > 4+ 1172. 


ويكون معنا بطريقة مماثلة في المثلث جوب : 


فق جبنجه د اعدى عد كينت ؛ فإذا كان زب - 153ء يكون عندئذ: 


وب زاب زب 


جب > 2 + 2234 و جز> + 2339. 


الاتطاة 2 .تت 1 

4 - 5- 3-5 جز طادك‎ 3 ًً ١ 

وكذلك يكون معنا في المثلث جرب: +20 عد جه > تم 
زب عب 


حب 153 


ولكنٌ القطعة +ب هي نصف القطر وّ زب هي نصف أحد الأضلاع ررض. وهكذا تحقّق 
نسبة محيط المضلّع ,رم إلى القطر ء المتباينة 86 < :ككتة < و+<. 


ف +4673 7 


7" ص. 315 س. " : نجد في الترجمة اللاتينية .ه١١‏ وربع. 


5ه 


7 ص. 345» س. :١7‏ نجد في الترجمة اللاتينية ١١75351557‏ وربع. 


ص. 47 س. 7: إِنّ من البديهيّ أنْ النصن العربيّ الوارد هنا غير كامل. ولكنّ ورد 
على هذا الشكل في كل المخطوطات؛ دون استثناء؛ لذلك تركناه كما هو. ويبدو لنا أن الجملة 
الناقصة التي تجب إضافتها هي: 

"...عند ١47584‏ < فقدر جميع أضلاع ذي ستة وتسعين ضلعاً يحيط بالدائرة عند القطر أقلُ من قدر 
١4‏ عند 47177 ونصف >» وهو...". 


1 
فنحصل على: ع2 - 03181848526 > 2 - 0.3181818181 . 


4 ص. /57» س. 8: لنتناول ثانية برهان القسم الثاني. لتكن النقطة ط على الدائرة بحيث 
يكون باط - 522 ؛ وإذا أخذنا بالتتابع نصف وربع وثمن ونصف الثمن لهذه الزاوية» يكون 
معنا النقاط : ي» ى» ن» م » ويكون الوتر بم ضلع المضلّعء المحاط بالدائرة» وذي 45 
ضلعاً. يقطع اا منصّف الزاوية ب١ط»‏ الخط طب على النقطة ع؛ يكون معنا: 


لأنّ المثلثين عطاوَ عيب متشابهان. 


لنضع اب - 1560 وَ بط - 2780 فنستخرج اط < 21351 وهذا العدد يقترب جيّداً من 


اط ويكون معنا: 
60 اسباط د امام ام 2 2911 
بط يب يب 7200 


إذا وضعنا يب - 7801 حيث تكون نس وحدة الطول (التي يكون معناء وفقا لهاء يب - 
0»؛ يكون عندئذ: اي < 2911 و 2اب - 2اي + 2يب < 9082321 و اب < 301343. 


ويكون معنا بطريقة مماثلة في المثلث ايب ٠‏ حيث يكون ١ك‏ منصّف الزاوية: 
0( ايباب ‏ الى _ اى قد 15 
مه ارح وب ' 4 
: أ آل بض أ اك هك 
(حيث يتمّ الاختزال بضرب الطرفين ب -). 
ونحصل هنا على كب - 240 فيكون: 


١ك‏ < 1423 و 2 اب - 2 أى + 2 كب < 3380929 و اب < شلو183. 


5 ؟ 


ويكون معنا بطريقة مماثلة في المثلث ١كب‏ » حيث يكون !ل منصّف الزاوية: 


9 
66 240 


1 ال 
فق حطادمة - لك > بك << 
(حيث 5 ث يتمٌ الاختزال بضرب الطرفين ب 5 


ونحصل هنا على 2 - 66 فيكون :27 حرو وام د 2 ج22 013409 وََ 
اب < 100945, 
ويكون معنا أيضأً بطريقة يقة مماثلة في أ لمثلث لاب » حيث يكون ام منصف الزاوية: 


آذ 1 
ا --2016 
ل الاب ١ ١‏ 1057 
لب ماب ماب 66 3096 


ونحصل على مب - 66؛ فيكون : ام < 2 + 2016 23 اب - 2ام + 2 مب < 4069284 
8 ك0 1 # لد . لاه 
ونحصل على اب < 2د201,. ولكن مب هو الضلع رضء فنحصل على المحيط: 


وم - 9666 - 6336؟ كما أن اب هوق قطر الدائرة؛ فنحصل على: كو ب _36قه > و 20, 
قََ 


ج2017 71 

إذا كان م محيط الدائرة» يكون معناء إِذأء ,م < م < 
0 6-6 10 
فيكون: +3 ٍِ 3 رجه 


٠‏ ص. 14. س. :١1‏ انظر التعليق الإضافيّ الخاصّ بصيغة إيرن. 

"١‏ ص. :٠٠١‏ س. 9-": لقد بُرهنت هذه المتساويات» في الترجمة اللاتينية. ويبدو أن 
الطوسي قد اعتبر برهان هذه المتساويات سهلاً إلى درجة بحيث لا يستحققّ التوققف عنده. 
غير أنّ الطوسي قام بتحرير أكثر اقتضابأء مع أنّ الأفكار الواردة هنا وفي النصّ اللاتيني 
متطابقة؛ لنتناول هذا التحرير بسرعة: 

يكن 7 محيط المثلث 180 ذي الأضلاع مء ة و ء؛ يمكن أن نبرهن أن 5» مساحة هذا 


مشدصك ‏ ([مي[. يده 
2 2 212 

ليكن ‏ مركز الدائرة المحاطة بالمثلّث؛ وليكن م نصف قطرها؛ ولتكن 2ء / وّ 6 نقاط 
تماسنّ الدائرة مع أضلاع المثلّث 9يمء 46 وَ 86. ولتكن 77 على 8 و 8 على ©4» بحيث 


يكون 06 - يرم 3 #ح دجم ؛ فيكون قا - عزو - 218456 2 يكون #رلرء» منصّف 


٠ 07‏ 96 بي كي وول 
فنحصل على: و 


3 
06 قَ قّ 


54؟ 


الزاوية» محور التناظر للمثلّث 4#ير؛ لنأخذ العمود في 77 على 87 والعمود في .77 على 
#رإ؛ يتقاطع هذان العمودان على نقطة 7 من القطعة 4 ؛ويكون معنا 1 - 177 . 


إذا ‏ كان ©06-سهقّدعوهء يكون | عندئذ: | 02-68-02 ويكون 
7زم - 812 - #+ز0 - 8272 - 2ن - 872 ؟؛ فيكون 77 متعامدا مع :)8» ويكون معنا: 1 - 11 - ,11 
وَ 252 - 7787 وفقاً لتساوي المثلثين القائما الزاوية 7191 وَ 181. 


ويكون معناء من جهة أخرىء 586 - ١7577‏ فيكون 579 - 582 ويكون المثلثان الة 
227 “قط ططق هِ 
2 ولكن 


الزاوية 227 وَ 927 متشايهين. نستخرج من ذلك آنأ - 
لزاود و هتل. 6 من 2 0906 عاطم 277 


للة _ طنش فتنحصل على 2م :»62 112ل » 27177 ١‏ قلا »لم »6296 - ف > 2172 , 


قلق 2ك 
ولكن لديناء وفقأ للقضيّة 2١‏ 5 --م - يزم »م (لأنَّ م +- #ه). ويكون معناء من جهة 


أخرى: ‏ 5-م ل - عه - هه +-م لد ننهدمه و ه-م ط- (طظ+ لنق)-م لطي 


سد عه [-[-.17--7):- 


2 


أمَا طريقة بني موسى الأخرىء فهي ترجع إلى ما يلي: 


“لقه__ _ _أططظ_ _ قط لظ _ طط ,لظ _ مط 
1727 »18 8 8[ 1211 7 5ط 
7 2 7 
لكنٌّ لك _ للك, نيكون __ 2 _ _ للك ب ثم ننهي البرهان كما جرى سابقاً. 
و قلق 21 000106 211 َك لبر جر 


انظر أيضاً التعليق الإضافيّ الخاصَ بصيغة إيرن. 
9" ص. .٠١١‏ س. 5: المثلّث المقصود هو المثلّث ابج. 


*'” ص. ٠١7‏ س. 5: وذلك أنّ هذه الخطوط إذا كانت في سطح واحدء فإِنٌ النقاط الأربع 
ب6 اج د»ء هء ث ن في سطح واحدء وهذا ما يتناقض مع الفرضيّات. يمكن أن تكون ثلاثة 
خطوط في سطح واحد: زب» زج وازد» على سبيل المثال» إذا كانت النقطة ز ضمن السطح 
بجدء ولكنٌ الخط الرابع زم قد يقطع عندئذ هذا السطح. 

4" ص. 5 ١٠؛‏ س. 4: انظر لثاوذنوسيوسء القضيتين الأولى والثانية من "الكرويات" التي 
ترجمها قسطا بن لوقا: "كتاب الأكر"» تحرير نصير الدين الطوسي2» طبعة مكتب 
المنشورات الشرقية العثمانية (حيدرأباد» ١7١48‏ للهجرة)» ص. 2-7 لم ترد هذه الإشارة إلى 
ثاوذوسيوسء في الترجمة اللاتينية. فهل يكون الطوسي قد أضافها؟ 


أ 


ص. ٠١5‏ س. 7-": العبارة "وليمامن الدائرة على نقط ب ج د" غير موجودة في 
النصٌ اللاتيني. 

5”"”_ا ص-. ٠١5‏ س. 5 5: لقد ترجمت هذه الجملة إلى اللاتينية» بما معنأه: "فالخطوط 
الواصلة بين نقط ب زر : والمركز أعمدة على خطوط عط طك كح لأنها تماسّ الدائرة". وهكذا نرى 
أنّ الطوسي قرأ نفس الفكرة ولكن من وجهة نظر أكثر عمومية. 

/ا”'- ص. :٠١6©‏ س. 7: نجد في النص اللاتيني ما معناه "لأنّ أحدهما يحيط بالآخر"؛ ولقد 
حذف الطوسي هذه العبارة لأنّ هذا يظهر بالطبع من الشكل. 

”داص 23٠١6‏ س. :١5-١5‏ نجد في الترجمة اللاتينية ما معناه: "المجسّم الذي قاعدته الشكل 
ذو الأضلاع والزوايا المتساوية الذي تحيط به دائرة مل ورأسه نقطة ١‏ "» وهذا ما يُبِيْن مرة أخرى 
طريقة الطوسي في التحرير التي تتفق تمامأ مع أسلوب الرياضيين في ذلك العصر. 

8 ص. 17١٠؛‏ س. 7: يقفز الطوسي هنا بسرعة إلى النتيجة خلافاً لما يقوم به بنو موسى 
وفقاً للنص اللاتيني. 

٠:-ص.‏ لا١ »١‏ س. 5: نجد بعد هذا في النص اللاتيني ما معناه: "فهما متساويان لأنّ خط هدح 
يلقى خطي بد وز وهو عمود عليهما". 

١0-ص. ,٠١8‏ س. ": يعلّل بنو موسىء وفقاً للنص اللاتيني» بما معناه: "لأنَا نُبيّن أنّ الخط 
الخارج من نقطة ١‏ إلى نقطة حَ يمر بنقطة ه » فخط اح يخرج من رأس المخروط إلى 
مركز قاعدته عموداً على القاعدة. 

١‏ ص. :٠١8‏ س. 8: يبدو أن الطوسي قد أهمل عدّة مراحل من الحساب الذي نجده في 
النصّ اللاتيني. 

”5د -صس 5١٠ء)س,‏ 5: لقد حذف الطوسي هنا صيغة القضيّة التي هي موجودة في النصّ 
اللاتيني» واكتفى بإيراد المثل الذي حذف من أرَّلهء كعادته» عبارة "مثال ذلك". 

5 ص. ,٠١5‏ س. 5: نجد في النص اللاتينيّ تكملة لهذه الجملة بما معناه: "فهو ينصف 
قوس ا بج "؛ وهذا ما هو بديهيّ. وهذا ما يؤكّد مرة أخرى أسلوب الطوسي في "التحرير". 
6 -«ص. ٠‏ » س. 4: يختلف تحرير الطوسيء ابتداءً من هنا وحتّى آخر هذه الفقرة» قليلآ 
عن النص اللاتيني. 

5 -< ص 3١١‏ س. :: نجد في النص اللاتينيّ ما معناه: "فليقع أوَّلأ في نصف الكرة مجسيم 
مركب من قطع مخروطات مستديرة كم كانت على الوجه الذي وصفنا". 


-ص. ١١7‏ س. :١‏ انظر القضيّة ؟١.‏ 


4 ص. ١١7‏ س. ": انظر القضبيّة .١١‏ 

18 ص. 7١١؛:‏ س. 1: لقد اختصر الطوسي كثيراً هذه الفقرة» كما يظهر من الترجمة 
اللاتينية. 

ادص ؟١١اءس. :١‏ المقصود هو السطح الجانبي. 

١‏ ص ؟١١اء)س.‏ 1: يترك الطوسي للقارئ» كعادته, استخللاص النتيجة. وذلك أثنا نجد 
في النص اللاتيني ما معناه: "فقد تبيّن أنّ سطح مجسم أب جد أقل من ضعف سطح قاعدة 
<نصف> الكرة الذي يحيط به مجمتم اب جد ؛ وذلك ما أردنا أن نابيّن. وهذه صورته. 

١‏ ص. :١١4‏ س. 5: كلمة "ضعف" ناقصة في النصّ العربيء ولكنّها موجودة في النصّ 
اللاتيني. 

“5 ص. 4١١ء‏ س. 0-4: نحن نعتقد أنّ الفقرة "فسطح...خلف" هي من كلام الطوسي. 
وترجمتها اللاتينية غامضة قلياه. 

4“ ص. 5١١ء‏ س. 7: أي يلزم وفقاً للقضية .١‏ 

هه -ص. ١١١‏ س. 7: أي يلزم وفقاً للقضية .١‏ 

5 ص. ١١65‏ س. 9: انظر الشرح الرياضي. 

لا ص. 1 ءس,. 4: يكون اب قطر هذه الدائرة. 

4-ص. ١١7‏ س. ”: يقطع الخط 1ه القوس ١‏ جب على النقطة ط التي ترسم القوس ا جب. 
4 ص. »١١17‏ س. 4: يتعلّق الأمر بالخط المنحني الذي ترسمه نقطة التقاطع بين الدائرة 
احه والأسطوانة. 

٠‏ ص. ١١٠‏ س. 5: انظر الحاشية السابقة. 

8١‏ اص /ا١١اء)س.‏ 5-4 : الجملة: "ونخرج... حط " غير موجودة في النصّ اللاتيني. 

5 ص. ١1١7‏ س. :١١‏ وفقا للقضية الثامنة من المقالة السادسة من "الأصول" (المثلّث 
جلد). 

7 ص. 77١١ء‏ س. :171١1١‏ وفقا للقضية 5" من المقالة الثالثة من "الأصول"(قرَة النقطة 
ك). 

4 ص. 8١١ء‏ س. :١‏ لقد زيد المثّث اكل في النص اللاتيني. 


5 ص. »١17٠١‏ س. :١١‏ إِنّ المقطع التالي: من الخطّ ١١‏ من الصفحة ١٠١٠١‏ حتّى الخطّ 4 
من الصفحة 77١ء‏ ناقص في النصن اللاتيني. وليس هناك ما يجعلنا نشكٌ بأصالة هذا النصّ 
أو ما يجعلنا ننسبه إلى الطوسي. ويشير بنو موسى لاحقاً في النصّ إلى هذه الطريقة الآلية. 
5 ص. ١١١‏ س. 8: انظر الشرح الرياضي. 

ب "كتاب في مساحة قطع المخروط الذي يُسمتى المكافئن" 

١-ص.‏ 19417» س. :٠١‏ وفقاً للقضيّة .٠١‏ 

١‏ ص,. »7١١‏ س. :١7‏ المقصود ضمنياً هو أحد الأضعاف. 

"د ص. 7١١‏ س. ١‏ يكون معنا إذأً: ل - د - . 

4 ص. 7١”‏ س. 18: لم ترد هذه الفرضية في صيغة القضيّة ولكنٌ هذا ممكن. 

د-ص. :7١5‏ س. :١5‏ وفقاً للقضيّة .١7‏ 

5 ص. 75١١‏ س. !-8: لا يوجّد في المخطوطة سوى شكل واحد يجمع بين الحالتين» فهو 
/ا-ص. 4 71ء س. 0-54: هذا الشكل غير موجود في المخطوطة. 

-ص. 775 س. 15: انظر القضية ,١5‏ 

1 ص. »5١7‏ س. ؟-5: هذا الشكل غير موجود في المخطوطة. 

.١1/ باستخدام القضية‎ :١ س.‎ 75١8 .ص-٠‎ 

١‏ ص. :55١‏ الشكل غير موجود في المخطوطة. 

ج -" في مساحة المجسمات المكافنة" لثابت بن قرّة 

١-ص.‏ 559: س. 17: في الحالة التي يكون فيها القطرء المأخوذ كمحور للدوران» محوراً 
للقطع المكافئ. 

؟ص. 277٠١‏ س. :١‏ في الحالة التي يكون فيها القطر المأخوذ غير مطابق لمحور القطع. 
ص. 77٠١‏ س. 7: انظر الملاحظة السابقة. 

؟-ص. ١77ء‏ س. 31: المقصود هو مجموع المربّعين. 

ص. 77 س. 7: وفقا للقضيّة ؟. 


"-ص. 7175 س. 4: الأعداد التي هي أكبر من الوحدة. 


دم 


/ا-ص. 74 7» س. :٠١‏ انظر القضيتين 37 4. 
4-ص 77/4 س. 17 : وفقأ للقضية ”. 


4ص 776 س. ١:17‏ وفقأ للقضية ؛ . 


٠-ص.‏ 2775 س. 4: وفقأ للقضية 0. 

١-ص.‏ 2778 س. 5: وفقأ للقضية 5. 

ص 77/8 س. 8: وفقأ للقضية ل. 

١-ص.‏ 77/4 س. 5: وفقأ للقضية ". 

4 ص 78١‏ س. :١‏ وفقأ للقضية 5, 

65ص 78١‏ س. 5 :15-١‏ وفقأ للقضية 8. 

5ص 787 س. :181١7‏ وفقأ للقضية ,٠١‏ 

اص 5 س. 17: وفقاً للفرضية: ١‏ - -. 

ص. 7865ء س. 7 إلى ص.7/8"5,. س, ؛ : لقد أعدنا كتابة النصسّ الموجود بين < >. 
48 ص. 785 س. 1١‏ 13: لقد أعدنا كتابة النصّ الموجود بين < >. 

ص. 784. س, 7 - 4 :١‏ لقد أعدنا كتابة النصّ الموجود بين < >. 

.١ 5 وفقاً للقضية‎ :١ 4 س.‎ 79١ ص.‎ ١ 

5 ص. 737ء. س. 5: انظر التعريف الوارد ص.١77.‏ 

"٠‏ ص. 737 س. :٠١‏ ويكون معنا أيضاء وفقاً للتعريف الوارد ص.770: عد // زا. 
:>" ص. 7537 س. :١5‏ هذا يفترض أنّ حد // زاء وفقأ للتعريف الوارد ص.١77.‏ 
"-ص. 734. س. ل: انظر التعريف الوارد ص.١77.‏ 

7" ص. 73/8 س. :١5‏ "كهيئتها", أي دون أن يتغيّر شكلها. 

/ا"-ص. 7348 س. :١5‏ انظر التعريف الوارد ص. 7١‏ 7. 

- ص. 738 س. :١7‏ "كهيئتها", أي دون أن يتغيّر شكلها. 

48ص 7٠١1‏ س. :17-1١‏ وفقاً للقضية 76, 


:"ص "7١5‏ س. 19: وفقأ للقضية 748. 

١"-ص. 7١5‏ س. ” - 3: لقد أعدنا كتابة النصصّ الموجود بين < >. 
؟"<ص 5١”7ء)س. :17-1١١‏ وفقأ للقضية ."٠‏ 

ص. 7117» س. :7-١‏ لا يعطي المؤلف أيّ تعليل؛ انظر الشرح الرياضي. 


5" ص. 7١8‏ س. 17: يعالج المؤلّف أوَّلاً الحالة التي يكون فيها القطر بج محوراً للقطع 
المكافئ. 


5ه" ص. "0٠‏ س. ١7‏ - 78: لقد أعدنا كتابة النصّ الموجود بين < >. 


""”"_ ص. 777 س. 17: لأنّ بى - ب2ء وفقأ لخاصّة خط تحت التماسّ» ويكون 


اح خابط 

/ا"-ص. ؟7"77ء س. 5 :١‏ انظر الشرح الرياضي. 

"ص *7”ء س. ": وفقاً للقضية .7١‏ 

18"مص. 774 س. :١17-7‏ لقد أعدنا كتابة النصّ الموجود بين < >. 
٠‏ -ص. 774 س. :٠١‏ انظر الشرح الرياضي. 

١0ص‏ 74””ءس. :١5‏ وفقأ للقضيتين ١9‏ واه7, 

5 ص. 74”ءس. 18: انظر الملاحظة .4١‏ 

47 ص 74”ء س. 733-77: وفقاً للقضية ,١4‏ 

5؛-ص 6””ء س. "-4: وفقاً للقضية 75, 

ه؛-ص 7١7”ء‏ س. :750-1١9‏ وفقاً للقضية ,"1١‏ 

5 -ص. :”77 س. 5-7: لقد أعدنا كتابة النصٌّ الموجود بين < >. 
/ا؛-ص. 77١‏ س. 7: الأعمدة على المحور. 


4 ص. 7" س. 7: المقصود هو المجمّم الذي تكون قاعدته الدائرة ذات القطر اج ء 
والذي يكون ارتفاعه بد. 


4 ص. 7377 س. 7: يريد المؤلّف أن يقول إنّ الأسطوانة والمجسكمين و و ه هم في 
تنأاسب متّصا 2 


٠ه-ص.‏ 7737, س. 7: يكون عن في حالات الشكل الثلاث خطأ للترتيب. 


م 


١0-ص.‏ ”37» س. /7: المقصود هو مربّع النسبة. 


55 ص. 75*: س. :١‏ يجب تعليل كيف يُمكن أن نثرفق بالنقطة ع المضلّع افع بد 
المحدّد بالطريقة التي اتثبعت في القضيّة ؟"؛ انظر الشرح الرياضي. ونحن لا نعلم إذا كان 
الأمر يتعلق بنقص أو بسهو. 


د - " في قطوع الأسطوانة وبسيطها" لثابت بن قرٌة 


١-ص.‏ 87"ء س. :171١١‏ إذا افترضنا أنْ ع و د في جهة واحدة بالنسبة إلى عز؛ انظر 
القضية 7” من المقالة الأولى من "الأصول" لأقليدس. 


؟-ص. 84" س. 4-3 :١‏ القطعة ١د‏ هي قسم من خط التقاطع. 
"-ص. 89" س. :١8‏ هذه النقطة هي النقطة .١‏ 
؛-ص. 57" س. 17: هذا القطع ج كلو غير ممثل على الشكل الوارد في النص. 
5 ص. 597, س. :١‏ هذا هو السطح المدروس في القضيّة 5. 
1-ص. 54"؛ س. 8: انظر التعليق الإضافي. 
ا ص. 7517 س. 7: يتعلّق الأمر بقطر إحدى القاعدتين الدائريتين. 
4-ص. 4١١‏ س. :١1‏ انظر التعليق الإضافي. 
9 ص,. 4١١‏ س. :7١‏ أنظر التعليق الإضافي. 
ص. 0٠"‏ : : ليس هناك سوى شكل واحد في المخطوطة؛ ونحن نفصله إلى شكلين. 
١-ص. 4٠4‏ س. 5: انظر التعليق الإضافي. 
ص. ١5‏ 4» س. :١5‏ انظر التعليق الإضافي. 
١‏ ص. 4١5‏ س. :17-١7‏ انظر التعليق الإضافي. 
4 ص. لا١4»‏ س. ١١‏ 17: انظر التعليق الإضافي. 
5 ص. ١7‏ 4» س. :١5‏ انظر التعليق الإضافيٌ. 
57 ص. ١8‏ 4» س. :٠١‏ أنظر التعليق الإضافيٌ. 
7 ص. 4١5‏ س. 7: انظر التعليق الإضافي. 
ص. ؟١4»ء‏ س. :1-١‏ انظر التعليق الإضافي. 
48 ص. ١7‏ 4» س. ": انظر التعليق الإضافي. 
م 


ادص )ا س. 3٠‏ شك - الفالتك كك ظلدماء- 


١‏ ص. 415»: س. :171١‏ انظر الشرح الرياضيّ ص. م/ه-7505,. 

ص. 417: س. 4: انظر الشرح الرياضيّ ص. 7"50-989, 

7" ص. 474» س. 7: انظر التعليق الإضافي. 

4+" ص. 77 4» س. 4: هذه النقطة لا يمكن أن تكون سوى النقطة ط على اد أو النقطة ك 
على به 

ه"-ص. 477»: س. :7١‏ انظر التعليق الإضافي. 

1 ص. 474» س. 7: يتعلّق الأمرء بشكل واضح من خلال السياق» بمستويات القطوع. 
17" ص. 475» س. 3: تكون النقاط م » ن وّ ف متسامتة إذا كان مف // هدء وهي ليست 
متسامتة في الحالة العامّة. 

ص. 474» س. : انظر التعليق الإضافي. 

8ض ص. 475: س. ١١:وفقاً‏ للقضية ١7‏ من المقالة السادسة من كتاب "المخروطات" 
لأبلونيوس. 

٠‏ ص. 475. س. :1١١‏ يتعلق الأمر بالقضية 4 من نشرة هايبرغء أي لصياغة 
أوطوقيوس. 

"١‏ ص. 4755»: س. 17: انظر الشرح الرياضيّ 

"١‏ ص. 4705 س. 77: أنظر التعليق الإضافي. 

ص. :45٠‏ س. 17 : يُستبدل المربّعان المنحرفان بمثلثين لهما رأس مُشترّك وهو نقطة 
التماس. 

#"- ص. 5٠‏ 4»: س. 18: انظر التعليق الإضافي. 

ه"_-ص. 457 س. 77: انظر التعليق الإضافي. 

"١‏ ص. 55:: لا يوجد الشكلء الوارد على هذه الصفحة» في المخطوطة. 

/ا؟-ص. لاه 4 س. :١5‏ انظر التعليق الإضافي. 

7 ص. 457: لا يوجد الشكلء الوارد على هذه الصفحة» في المخطوطة. 

4 ص. 4728»: س. 7: انظر التعليق الإضافي. 


كأدم 


٠‏ -ص. 454»: س. :7١‏ انظر التعليق الإضافي. 

١0-ص. »547١‏ س. ”: انظر التعليق الإضافي. 

ه ‏ " في مساحة القطع المكافئ" لإبراهيم بن سنان 

١‏ ص. 4319: س. "”: نقرأ على هامش المخطوطة: كان أبو إسحاق إبراهيم بن سنان بن 
ثابت عمل هذا الكتاب قديمأء ثمّ ذكر أنه ضاع منهء فعمل كتابا آخر وذكر هذه النسخة في 
صدر المقالة التي أعادها." 

"-ص. 4 .»5٠‏ س. :١7‏ القضية ١7‏ من المقالة الأولى من "مخروطات" أبلونيوس. 

" ص. 5٠5‏ س. 9: لا يُبِيّن ابن سنان في هذه الكتابة أنَّ النقطتين ت مّ ث تتطابقان في 
نقطة واحدة هي وسط مل. وهو يُرفق بالنقطتين ت و ث النقطتين ش و ر على هح. وهو 
يفصل» عندئذ كل وأحد 2 المثلثين أباح وجددط وكلّ واحد من المضلّعين ابيحق و 
جدم طل إلى قسمين ليطبّق نتيجة القضية .١‏ 

ص. ,»65٠١٠65‏ س. :١5‏ القضية ٠‏ من المقالة الأولى من "مخروطات" أبلونيوس. 

-ص. 505: س. :١5‏ نحن نعلم أنَّ: دز - زج . 

"دص 5:05 س. ؟77: انظر الملاحظة السابقة. 


ص. 508» س. ©: الواضح من البناء هو أن للنقطتين مذوّ ح خطي ترتيب متساويين: 
2 وَت؛ فيكون لهما نفس الإحداثية الأولى» فيكون ش - ق. ويجب أن يكون معناء من 
جهة أخرىء ل - كء لأنّ ١‏ هي وسط الخط الذي تحت خط التماس. 

4 ص. 508»: س. 8: القضية ١7‏ من المقالة الأولى من "مخروطات" أبلونيوس(خط 
التماسَ في الرأس). 

14. ص. 508, س. :٠١‏ القضيتين *7” و0ه5” من المقالة الأولى من "مخروطات" 
أبلونيوس(الخطّ الذي يكون تحت خط التماسّ). 

٠‏ ص. 08 5: س. 8: القضية ٠١‏ من المقالة الأولى من "مخروطات" أبلونيوس. 

و" في مساحة قطع المخروط المكافئ" لإبراهيم بن سنان 


١‏ ص. ؟١١5:‏ س. :١54‏ نجد في المخطوطات الثلاث شكلاً مع قطعين مكافئين مختلفين؛ 
والاستدلال صالح لقطعتين من نفس القطع المكافئ. 


؟ص. »5١4‏ س. 5: هذه نتيجة للقضية ٠١‏ من المقالة الأولى من "مخروطات" أبلونيوس» 
وهي القضية التي يُذكٌر بصيغتها ابن سنان في الفقرة التالية. 

ص. .5١5‏ س. 5: القضية 7٠١‏ من المقالة الأولى من "مخروطات" أبلونيوس. 

؛-ص. 17١5؛‏ س. 7: يكون جط إذاً خط التمانَ في ج على القطع المكافئ. 

د-ص. 518 س. :١‏ يتعلّق الأمر بقطعتين ذواتي قاعدتين متوازيتين. 

ز - "من شرح للمقالة الأولى من المجسطي" لأبي جعفر الخازن 

١-ص. 51/١‏ س. :٠١‏ المقصود هو السطح الجانبي. 


١؟-ص.‏ الاهء س. :٠١‏ إِنّْ توالي الفقرات في النصّ غير منطقيّء إذ يجب أن توضع الفقرة 
التي تبدأ ب "ايان من ذلك أنْ..." قبل الفقرة التي تسبقها والتي تتكرّس لدراسة الحجم. 
والفقرة التي تبدأ ب "ومن أجل ذلك..." تفترض وجود فقرة أخرى مكرّسة للكرة المحاطة 
بهرم مثلثي» قبل المرور إلى حالة الهرم الاختياريّ (انظر المقدّمة 8» المثلّث والدائرة 
المحاطة» المضلّع المحيط بدائرة). 


“-ص. "الاهء س. :١١‏ هذا بفرض أنّ الأسطوانة قائمة. 


؛:- ص. ”لاه س. :17١١‏ هذا يفرض أنّ المسدّس المحيط ب اب جد هو داخل الدائرة 
ح طل. وإذا لم يُحقّق المسدُس هذا الشرطء نحن نعرف كيف نجد مضلْعاً مناسباً يُحقّق هذا 
الشرط. وذلك أثنا إذا استخدمنا القضية ١١‏ من المقالة الثانية عشرة من "أصول" أقليدس". 
نحصل على مضلّع ,م محاط بالدائرة حطل بحيث لا يكون له نقطة مشتركة مع الدائرة 
ابجد. ليكن ,ج الخطّ العامد لهذا المضلّع (أي العمود الذي يخرج من مركز المضلّع إلى 
أحد أضلاعه) وليكن م نصف قطر الدائرة ابجد. تكون عندئذ صورة المضلّع ,طء في 
التحاكي (2 2ه ) مضلعاً يحقق الشروط المطلوبة. 


-ص. هل/اه, س. :١7‏ إِنّه المنشور. 
1 ص ل/الاه.) س. :١‏ انظر القضية السابقة. 


ص. /الاه. س. 5: تبرهن القضيّة ١‏ من المقالة الثانية عشرة من "الأصول" أنّ 
المضلّعات المتشابهة المحاطة بالدوائر هي فيما بينها مثل مريّعات الأقطار. ويُمكن أن 
نثبر هن» بطريقة ة مشابهة لطريقة أقليدس» هذه الخاصة نفسها للمضلّعات المتشابهة المحيطة 
بالدوائر. 


6 ص. »58١‏ س. :٠١‏ هذان المثلثان هما: زع ب وَ سح ب. 


9-ص. 587», س. :١‏ "أصغر منه": أي أصغر من أربعة أمثال دائرة اب جد. 

٠ص‏ !8ه س. 4: : يبدو من الجملة الأولى في صيغة القضية؛ أنَ المؤلف يتناول» كما 
فعل في القضية السابقة» مجِسّماً مُوَلْدأْ انطلاقاً من مضع متساوي الأضلاع محيط بالدائرة 
لمن. ومحاط بالدائرة اب جد. مسألة وجود هذا المضلّع مطروحة. إذا كان نصف قطر لمن 
وَ# نصف قطر اب جهدء وإذا كان بم عدد أضلاع المضلّع يكون معنا )2005 دن إذا كان 


“و # معلومين؛ لا نحصل في الحالة العامّة على عدد م صحيح.(إذا كان م يكون 


م - 3؛ وإذا كان كلا-مء يكون ,, - 6). ولكن يكفي هنا أن يكون المضلع المحيط 
بالدائرة لمنء داخل الدائرة اب جد (انظر الملاحظة 4). يكون المجمدّم عندئذ مماسّأ للكرة 
لون» وهذا ما يقوله المؤلفء كما يكون داخل الكرة اب جد. 

١ص‏ ١8هءس.‏ 8: انظر الملاحظة 5. 


-ص. 587؛ س. 3: قد يكون هذا المجسّم إِمَا مماسّاً للكرة اب جد وداخل الكرة قشرش» 
وإِمَا محاطأ بالكرة قرش وبدون نقاط مشتركة مع الكرة اب جد. 


<-١٠١*‏ ص. 8١5‏ ه.ء س. :٠١-5‏ هذه الدوائر هي تلك التي تمر بالنقطتين ب و د مع استثتاء 


5 ص. 584» س. :١‏ هذه القواعد هي التي لها الرأس ب أو د 

5-ص. 584, س. ": انظر الشرح الرياضي. 

ح -" في استخراج مساحة المجملم المكافئ" لأبي سهل القوهي 

١‏ ص. 560 س. :٠١‏ تثشير المخطوطة [ب]ء بالإضافة إلى ذلك؛: إلى مركز الثقل لقطعة 
من قطع زائد. 


١‏ ص. ؟١١5.‏ س. :١‏ تحتوي الورقة 7171, للمخطوطة [ا]ء فقط على الأشكال الثلاثة 
لواردة على الصفحة 29١‏ 7 


"- ص. :.5١5‏ س. 7: تحتوي الورقة 277: للمخطوطة [ا]ء فقط على الأشكال الثلاثة 
الواردة على الصفحة .١١*‏ 


؟-ص. :5١75‏ س. :171١‏ أي المثلثات المنحنية. 


ط ‏ من كتاب الاستكمال 
١#-دص‏ ٠الاءعس ٠:5‏ انظر الشرح الرياضي. 
١‏ ص. ١6لا‏ س. 5: متجاتسين: من نفس النوع. 


- ص. ١آالاء‏ س. م/- انظر الشرح الرياضي: نحصل على هذه المتساوية للقطع المكافئٌ 
استناداً إلى القضية ٠١‏ من المقالة الأولى من كتاب "المخروطات" لأبلونيوس؛ وللقطع 
الناقص أو الزائد استناداً إلى القضية 7١‏ من المقالة الأولى من نفس الكتاب. 


؟-«ص. ١الاءس.‏ ؟١١:‏ مُثنأة- مضروبة. 


ده ص. ١"5لاء‏ س. :١4‏ انظر القضية 6" من المقالة الأولى من كتاب "المخروطات" 


لأبلونيوس. 
5 ص. 57لاء س. :١5‏ أنظر القضية 5" من المقالة الأولى من كتاب "المخروطات" 
لأبلونيوس. 


/ص. 57لاء س. 18: انظر الشرح الرياضي. 
/-ص. ”1ا: لا يوجّد في المخطوطة سوى شكل واحد. 
4-ص. 754 س. :7-١‏ انظر الشرح الرياضي. 
٠-ص.‏ 1لالاء س. 17: انظر الشرح. 


دكقم 


المراجع 


١‏ المخطوطات 
١-١‏ مخطوطات النصوص 


ابن أبي جرّادة 
"تحرير كتاب قطوع الأسطوانة وبسيطها لثابت بن قرّة" 
القاهرة؛ دار الكتثب» رياضة »4١‏ الأوراق "ظ_4 5 [0]. 
ابن السمح 
مقطع لابن الستّئح في الأسطوانة وقطوعها المستوية: 
11519 ضز211 1 
مخطوطة أكسفوردء مكتبة بودليان(96 :27 ,درم عاط «هوذء8021)» الأوراق: 
ا 
ابن سنان إبراهيم 
"في مساحة قطع المخروط المكافئ" 
لندن» المكتب الهندي 767(45١‏ ,م2)» الأوراق ١91/-١97‏ [,7] 
باريسء المكتبة الوطنية /اه4 7ء الأوراق: ١4‏ ظ-٠د[وم]‏ 
باتناء خودا بخش 5١59‏ 7.؛ الأوراق: 7 14-1 ف[:]. 


"في مساحة القطع المكافئ" 
١م‏ 


القاهرة» دار الككتثئب؛ رياضة »4٠‏ الأوراق 2185-2145 [0]. 


دمشقء الظاهريّة» /514ه, الأوراق ١15-١59‏ [2]. 
إسطنبول؛ أيا صوفيا 87 4» الأوراق 1/5ظ-4/ه زيم]. 
ابن هود 
"كتاب الاستكمال" 
كوبنهاغن: المكتبة الملكية» 2م ,0 الأوراق :.هد_. مظى, , و ظال, 0] 
لايد: ن-23 1 .07 ,علنرجر[ » الأوراق ١‏ 1 
بنو موسى 
"كتاب معرفة مساحة الأشكال البسيطة والكثريّة" (القضيّتان ١7‏ و8١).‏ الجامعة 
العثمانية حيدر أبادء 337.: الأوراق ١هو7‏ دظ 
بنو موسى (تحرير الطوسي) 
"كتاب معرفة مساحات الأشكال البسيطة والكثريّة" 
برلين: 1867/13 .274لاب +0 جأءا/امذاطةطومها3 ,ناور الأو راق 6515 ١ع‏ > اظ 
[8] 
كر اكوفيا: ماوموااءنوم1 مناءامف1ط81 بعنناوءوصن» الأوراق "4181و 1 ] 
إسطنبول» عاطف 7١14/117ء‏ الأوراق /وظع ١١‏ [يم] 
إسطنبول» بشير آغا »١ 4/44٠‏ الأوراق 1/1957( ربر] 
إسطنبول؛ جار الله 57 5/١‏ الأوراق ٠4-2١‏ (الأوراق غير مرقئمة) [7] 
إسطنبول؛ جار الله ١6٠57‏ الأوراق 47ظ/اغظ رم] 
إسطنبول» حاجي سليم آغا "5 لاء الأوراق ١لاظامرظ‏ (بر] 
إسطنبول» كوبرو لو (22[زسردرة#) 5/57١‏ 1ء الأوراق 71/397914 7(أو 016اظ - 778 وء 


وفقأ لترقيم آخر) [كر] 


م 


إسطنبول» كوبرو لو (ئرز تسرممة) 5/94١‏ ١ء‏ الأوراق ١35-179‏ [ص] 

إسطنبولء» السليمانية» أيا صوفيا 77٠‏ ؟, الأوراق /11/1د89 1 رمر] 

إسطنبول» السليمانية» أسعد أفندي (1/72707 22:24) 4 الأوراق #ظه وظ [5] 

إسطنبول» توبكابي سرايء أحمد الثالث 17/8457١ء‏ الأوراق ١67-2١48‏ [2] 

إسطنبول» توبكابي سرايء أحمد الثالث 5/4557 ١ء‏ الأوراق 539ظ4 + ر] 

القاهرة: دار الكتب؛: رياضة »4١‏ الأوراق 0875 [0] 

لندنء المكتب الهندي 4 7/47(رقم 547 ١٠)ء‏ الأوراق 5*-"ام , هد 8ه رمع 

نشر ت في: 50 نس 67ثآرط موأ سرعم كم نتمادراط امل ,رعاعع عع هاا 

مشتهدء أستان قدس (كلم,ب0 برع:وك) /59ت؛ الأوراق "7-١8‏ زيرا] 

نيويوركء جامعة كولومبياء بلمبتون 306/13(١7/٠٠١“‏ 0 #بم/ديسزاط)ء الأوراق 
| 

أكسفوردء مكتبة بودليان مارش 709/8(1/٠١5‏ بإكسهابا ,بره طنط جمهأ1هه8)»؛ 

الأوراق 0[284-217/8] 

باريسء المكتبة الوطنية 4117 ؟,: الأوراق 8 ه18-3”[/] 

طهران» مجلس شورى ,8/١١5‏ الأوراق ا" 4 77[5] 

طهران» مجلس شورى ,891١5‏ الأوراق 7ا؟-717514] 

طهران» دنيشكا 17/7477, الأوراق 117-17 (44 2١01-81‏ حسب ترقيم آخر) []] 

طهرانء ملتي ملك ,"١179‏ الأوراق 1ه لاف بت 11/74 ا زل], 

طهرانء سِبهسالار 3351 الأوراق 84-285 [8]. 

فينتا: 1209/13 أعذابز اعنام اطاطاو«متولق الأوراق 1517 8/ا درس 


ام 


ثابت بن قرّة 
"في مساحة قطع المخروط الذي يسمّى المكافئ" 
إسطنبول» أيا صوفيا 857 4» الأوراق 905-275 [م]. 
القاهرة» دار الكثتثئبء رياضة »4٠‏ الأوراق 0[0181-2158]. 
مشتهدء أستان قدس (وميي0 #«ع:دك) ”555, الأوراق "10[57-7]. 
باريسء المكتبة الوطنية »8/485١‏ الأوراق: 071١ظ_214‏ [8]. 
القاهرة» دار الكتئب؛ رياضة »5٠‏ الأوراق 181-8158 [0]. 
"في مساحة المجسمات المكافئة" 
باريسء المكتبة الوطنية لاه 7ء الأوراق: ١١٠15١د‏ 
"في قطوع الاسطوانة وبسيطها" 
إسطنبولء» أيا صوفيا 87 4» الأوراق 75-74”, 
الخازن أبو جعفر 
"من شرح للمقالة الأولى من المجسطي" 
باريسء المكتبة الوطنية »8/4807١‏ الأوراق. /اعظ_مم>ظ 
القوهي 
"في استخراج مساحة المجسّم المكافئ" 
القاهرة» دار الكتئب؛ رياضة ٠‏ 5» الأوراق 2١921417‏ [0]. 
دمشقء الظاهريّة» /5554, الأوراق 71١-7155‏ 1” [2]. 


إسطنبولء أيا صوفيا 4877», الأوراق 2179-2178 [م]. 


5م 


إسطنبول» أيا صوفيا 87١‏ 5» الأوراق 15681519 [لم]. 
"في مساحة المجسّم المكافئ" 


القاهرة» دار الككتثئبء. رياضة ,3/4١‏ الأوراق ه# اظ_ بام ا 


١-؟‏ مخطوطات أخرى تم الاطتلاع عليها من أجل التحليل والتعليقات الإضافيّة 


أبلونيوس 

"المخروطات"» طهرانء مللي مَلِك /8517. 
ابن هود 

"كتاب الاستكمال": 


كوبنهاغن: المكتبة الملكية» 82 .+0» ١١4‏ ورقة. 

لايد مكتبة الجامعة؛» ه-123 .07 ,ء4نرع] 6٠١ ٠‏ ورقة. 
ابن وحشيّة 

"الفلاحة النبطيّة"؛ إسطنبول» توبكابي سرايء أحمد الثالث .١545‏ 
أرشميدس 

"كتاب الكرة والاسطوانة"؛ إسطنبولء فاتح 4 "4١‏ الأوراق 9*-245. 

"كتاب في مساحة الدائرة". إسطنبولء فاتح 4 ,"4١‏ الأوراق 7ظ. 
بطلميوس 

"المجسطي",. لايدء مكتبة الجامعة» ,0 ,ءمبو, » 7٠١‏ ورقة. 
بو موسى 

"مقدّمة كتاب المخروطات": 


إسطنبول» أيا صوفيا 4855» الأوراق 30789771 ( 11/32 الع بخ 


هلم 


"قول في تثليث الزاوية المستقيمة الخطين" (المنسوب إلى أحمد)؛ 

أكسفوردء مكتبة بودليان مارش ٠١7‏ (207 #(ىجهاة ,ره +15 «مزه8021)» الورقة 
١‏ ؛ وأيضاً مارش 7٠١‏ الورقة .27٠‏ 

ثابت بن قرّة 

"كتاب في أنته إذا وقع خط مستقيم على خطين مستقيمين ...": 

إسطنبولء أيا صوفيا 4877»؛ الأوراق ,”57-”5١‏ 

إسطنبول» جار الله ١5٠.5‏ الأوراق *١ظع‏ ات 

باريسء المكتبة الوطنية لاه 7, الأوراق 5ه١1594-1١د,‏ 

"في مساحة الأشكال المسطحة والمجسّمة"؛ 

إسطنبول» أيا صوفيا 877 4, الأوراق ١4ظ_غعظ.,‏ 

مقطع يعالج الأعداد المتحابّة (ورد في مستهلٌ المخطوطة: نريد أن نجد عددين 

متحابّين): 

القاهرةء دار الكثقئبء رياضة ٠‏ 6» الأوراق 2817-75 ودمشقء الظاهريّة: /514ه 
(ذكره ابن هود في "الاستكمال"). 

حيدرأباد» الجامعة العثمانية 4197, الأوراق 57945-/791. 

(ذكره المؤلتف مجهول الهويّة استنادأ إلى من "كتاب الاستكمال"). 

الخازن 

"مختصر مستخرج من كتاب المخروطات". 

أكسفوردء مكتبة بودليان هونتنجتن 707" (237 107ع لالط ,نرصه«طاط «جهغه8041): 
الأوراق 47د ١4‏ اث 


كلم 


الجزائرء المكتبة الوطنية 555 ١»الأوراق‏ 55١ظ_‏ ماهد 
"تفسير صدر المقالة العاشرة من كتاب أقليدس". 
إسطنبول» فايز الله 8869/ر”, الأوراق 5716 767 
تونسء المكتبة الوطنية /5151١ء‏ الأوراق ٠ه‏ _ ؟/د, 
السجزي 
"في رسم القطوع المخروطيّة". لايد (©1.960) مكتبة الجامعة الأوراق » 
,7177١ 0+168)1(‏ 
السموأل 
"في كشف عوار المنجّمين". لايدء مكتبة الجامعة» 07.98 ,606آ. 
الكندي 
"في الصناعة العظمى". 
إسطنبولء أيا صوفيا ١٠5/485؟,‏ الأوراق 509-.مظ 
القوهي 
"رسالة في استخراج ضلع المسبّع المتساوي الأضلاع"؛ 
باريسء المكتبة الوطنية ١؟58»‏ الأوراق .6-١‏ 
إسطنبولء أيا صوفيا 857 4» الأوراق ه٠4‏ 9ظا/اع 1 
لندن؛ المكتب الهندي ١"4»؛‏ الأوراق: .185-١47‏ 
مؤلف مجهول الهويّة 


شرح "أصول" أقليدس» حيدرأباد» الجامعة العثمانية 2635 


اكلم 


" - كتب ومقالات 


أبلونيوس: 
ععاعع1] 71 3111 آ1 231 152011165 5ع تكتائل) ,عومء2 ع4 07:1115[أمصك' 4 0171101165 1.65 
.(1959 روعة2) 
.(1974 راأتقعات5) عاءط1ء1آ آ. ل .0غ ,عمعيوعج2 كرةآتره [آأمماكء 


ا 60105 ,6330101016 طأقتط أت 8215]0110116 211 أتاع ستتطامه ,007112165 1.65 
0110361 06 171731161 ,علعولا ه81 / متاوع8 ,لعطمقظ تلطوم] عدم عطوعة عاع1 بال 
0097 , 17[ نط1 :2.2 عحصهمة :2008 ,[ عسضع :3 ممما :2008 ,7 ع قز :1.1 عصسم]ا 

.010 ,للآااء لآ كع نط :2.1 عدتاما :2009 ,لآلا غه آل[ وء باز :4 عدده] 


أت 115]0110116 0113131181156 ,70220715 5ع :1م[ع5ى 04701165 465 :52601101 4ل[ 
أء لعطقق]1 0501 عتهم ع3525 121 1ال 20111105 أء 6016105 ,11260361011 
بعلت بوه81 / ستاءع8 ,2 .701 بقع اطوعخف-معءء7136) 516209 ,282110515 عونغ1[ة1]1 


.20009 ,لقنت ع0 17721162 
ابن الأبّار 
"التكملة لكتاب الصلة"» تحقيق السيّد عزّت العطار الحسيني (القاهرة» 155١).؛‏ المجلّد 
الأوّل؟ 
-1887 ,7460710) .آأودا 2 ,ترمد أ مع200) 1 .60 ,أ[ماتدودم 1671[ تنطاترعسيع اصدوه00 
.(1889 


"الحلتة السيّراء". تحقيق حسين مونس (القاهرة» دون تأريخ)» المجلد الثاني. 
ابن أبي أصيبعةء "عيون الأنباء في طبقات الأطبّاء", تحقيق أ. مولتر (©7011 .لم)ء: ” 
مجلدات (القاهرة / عرهطووندة؟1ء 854-1887)؛ تحقيق ن. رضا (بيروت؛ .)١115‏ 
ابن الأثيرء "الكامل في التاريخ"» حقتقه ك. ج. تومبرغ (عموطدمه7 .[.0) تحت عنوان 
517/11111571117 77/0115 01100 رمع ننه 17 أ«نج11 اوروز ١١‏ مجلتدأء 


(لايدن صعلاع.1 ٠‏ ١185-١7)؛‏ إعادة الطباعة ١7١‏ مجلتداً (بيروت؛: 17-19456). 


ملم 


ابن أكنين» "طب النفوس الأليمة"» حقتقه وترجمه إلى الألمانيّة م. غودمان 
(مسقدمء 000 .131)» 
ع2 ات لع وا طش 7ه -[ء115تومد 7ع تع 1277 71 كو نااك 1271167711 ©1571 زر 5ه (1 
طبعة أولى فينتا ١١17‏ طبعة ثانية ١554‏ ابن باجّة» "رسائل فلسفيّة لأبي بكر ابن 
باجّة"» تحقيق جمال الدين العلوي (بيروت» ؟138١)),‏ 

ابن تغري بردي»2 "النجوم الزاهرة في ملوك مصر والقاهرة".2 قذم له وشرحه محمّد 
حسين شمس الدينء المجلّد الرابع (بيروت» 15”7١).ابن‏ الجوزي. "المنتظم في 
تاريخ الملوك والأمم"؛ ٠١‏ مجددات (حيدر أبادء /اه١558/58-1١50-1).,‏ المجلد 
السادس. 

ابن جلجل,. "طبقات الأطباء والحكماء"» تحقيق ف. سيدء منشورات المعهد الفرنسي للآثار 
الشرقيّة في القاهرة. النتصوص والترجمات لمؤتفين شرقتيّين» ٠١‏ (القاهرةء» .)١166‏ 

أبن حيدور, "التمحيص في شرح التلخيص"2 حقققه وحللله ر. راشد ضمن: 

ءؤلالققة'1 ع0 أهء و5ع1[طدتدته و5ع#طتحدمه 5ع0 عكزاماوتط'1 كنامم عتسهاتغتد1/ل» 

و(1982) 1-2 .6 ركعء7ء1ع3 عأطعه 4 [0 :815101 111 07 01417101ل ,«ع 1م ام سماطمسمه 
ص 78-7١5‏ 7, 

ابن خثرداذبه» "المسالك والممالك". تحقيق م, ج. غوج (606 02 ,ل 34)» هء6طأه8111 
1/1 تصبدمءأطهمف صستسصمطمدعمعن (لايدن جرعلزع.1ء 889١؛‏ أعيد طبعه في بغدادء 


بدون تاريخ). 
ابن خلكان, "وفيات الأعيان"»: تحقيق إحسان عبّاسء: 8 مجكدات (بيروت؛: ,)١5178‏ المجليد 
تحفيق إحسان عباس بيرو ( 
الأوّل. 
ابن الخطيب 


"الإحاطة في أخبار غرناطة"»: تحقيق محمّد عبد الله عنان (القاهرةء .)١1565‏ 


"كتاب أعمال الأعلام" (2ببم:ج !ل كبدارة عاروهم:'1 0 1م71::1)» نص عربي منشور مع 
مقمة وملحق ل إ. ليفي- بروفنسال (1.1.691-2+07602[1) (بيروت»51552١).‏ 


65م 


ابن سنانء إبراهيم 
"رسائل ابن سنان"؛ نشرة مكتب المنشورات الشرقية العثمانية» ثلاثة 
مجلتدات:(حيدرأباد» .)١5144‏ انظر أيضأ ر. راشد وهيلين بالوستا 
ابن كثيرء "البداية والنهاية"» نشرة بولاق» 4 ١‏ مجلدداً (بيروت» .)١9174‏ 
ابن العبري» "تاريخ مختصر الدول"؛ تحقيق أ. صالحانيء الطبعة الأولى (بيروت؛ ٠85١؛‏ 
طبعة ثانية .)١554‏ 
"تاريخ الزمان"» ترجمه إلى العربيّة إسحق أرملة (بيروت؛: .)١1191١‏ 


ابن عراق» "تصحيح زيج الصفائح",. ضمن "رسائل متفرّقة في الهيئة" (حيدر أبادء 
4))). 


ابن العماد. "شذرات الذهب في أخبار من ذهب": نشرة بولاق» 8 مجللدات (القاهرة» 
١ه‏ للهجرة)؛ (أي سنة 11737-153372١‏ للميلاد)» المجلد الثاني. 
ابن وحشيّة» "الفلاحة النبطيّة". تحقيق توفيق فهدء المجكد الأوّل (دمشق»: .)١397‏ 
بابوس: 
ععاعع8 عع17 .2 .20خ ,116 1ه116عل8 «ملعء11م) ع ,01 مموعلمة 0 قنامرموط 
.(1933 ,وع812018 / وأعة2) 
أرشميدس: 
كع] أء د5ع01:010ت قع] يان / ع7متتآنن يال أء ع6 7[وى ع[ ع2[ ,علغتستطاء مم4 
5110010 
تحقيق وترجمة شارل موغلر (,ء1ع711 022165")) إلى الفرنسية» ضمن: 
.1 1 ,(1970 رققعة2) ععصقءط ع0 017725165نا 5ع دمناءعة0011) 
الأكفاني» "إرشاد القاصد إلى أسنى المقاصد". ضمن: 
.(1989 ب3قع10ع[) 31 علخ -لة د10 ذامخ عطء5 موعت 106 بتتقكل1 .ل 


كم 


أنبويا عادل ( الى وطسهطس4)؛ 


01 5لعأعططامع0) مععاممط 15110016 59 ممع تامع عوابوع 1 عط 01 دمتاع افده 0» 
2 ,516712 0/7081 :8151013 :171 07ثر [0147710ل ,«التلطدعن) (111[12) طلتتناه1 عطا 
352-34 .مم ,(1977) 


عل عماعة1و *4 جه وعطوعة3 165 32م 66 تلانو عدمع قامعط!1 ع0 ممتاء سمده0» 
-264 .مم ,(ة197) 2.2 ,ععتتعاء3 عأطه جل إه نم8151 ع112 017 201177101 ,«ء لعن "1 
.269 


6 6/ [:70147 ,«لة065مع ناوتءمذ :وه1ع6 زه *2 أن 135 عتدتة 32356 ع318851[)» 


66-0 .مم ,(1978) 2 بععتعاء5 عأطم نك [0 :111510 
أهلواردث و. : 


0 1 0 0000 || | [ [ | [ذ ز ‏ ز ذ الل 
.(1893 بقتامع8) ذ دع التعطءسلصقط عطءواطومم 


بنو موسىء "كتاب الحيل" (وعح1اج(7 77126711015 “/0 7001 2»)71:6 تحقيق أحمد ي. 
الحسن (حلب»١94١).‏ 
برغغرين ج. ل. : 


15550 ناطة 320 تطنتكا-21 لطدد تاطم 01 ععمدع20ممةع01» عط 1» معععع 1862 .لآ .ل 
له بوممادواط 18 مل [01477:4ل ,«17132165طتصدمه 1115 21105 [كسدن كذ :21-5861 
39-4 .وم .,(1983) 1-2. ا رء2 56167 1ع 1ل 


1147 11167[ تتعطء عاطم جه جعء4 عأاناء طعت © ,لاتق ساععاء 8:0 .0 
الطبعة الأولى (لايدن برعورعمء )١53717‏ ؛ الطبعة الثانية (لايدن» .)١35575‏ 
بيسل ‏ هاغن إ. وَ سبايس أ.: 


01 1867 4111471414712 01177215 .5 717:611» ,قع1م5 .0) روسعع مق1-اعووع8 .1 
م 5510162 قن 2ع1[ع )00‏ ,«صمع تزع 2 لن7ء2 11 :عع 1ك كس «اععء 101 
.186-11-8 .مم ,(1932,تقتاعع8) 1 .8 ,.وتتطظ 0صنا .طنهل8 ععل عغطءتطعوع 0 


م5١‎ 


البيهقي؛ "تاريخ حكماء الإسلام", تحقيق م. كرد علي (دمشق:557١).‏ 
البيروني 
"الأثار الباقية عن القرون الخالية" عرععز[ة] رع بء:خ[م 1ر01 ءنو1[0و:رم0» تحقيق 
ى إ. ساشو ييمر[عه3 .ل.1923(.0 ,واعماء.1) 
"الرسائل المتفرّقة في الهيئة للمتقدّمين ومعاصري البيروني"؛ نشرة مكتب المنشورات 
الشرقية العثمانية» (حيدرأباد» .)١9141/‏ 
"كتاب تحديد نهايات الأماكن لتصحيح مسافات المساكن"» حقتقه ب. بولغاكوف ( .م 
9عل3ع81) وراجعه إمام إبراهيم أحمدء في "مجلّة معهد المخطوطات", 8, الكرّاس -١‏ 
؟ (أيَار- تشرين الثاني). ترجمه إلى الإنكليزيّة جميل علي: 
كه تنمقاءء007) عا عتم كعددمشاةوه0 زه ك6 00070121 1786 0 :726167711161107 1716 
إنععبداءط وعن برع] كز (بيروت» ,)١1561/‏ 
"القانون المسعودي"؛ ثلاثة مجلتداتء» نشرة مكتب المنشورات الشرقية العثمانية؛ 
(حيدرأباد» .)١1555-1١965‏ 
بيورنبو أ.: 
71+ .113115961553165 عل 1561 علقء 17 5)[طقط1» ,مطدرةز8 .م 
(1924) 7 ,ملعل( عل 171:0 6( غ1 :1( 225 دكا مويه ةزعل 50/7111 2) 2107 
بوخنر ف.: 
010772 .5 1124814 101 :027251147 02 1186 ع5 ع721)» ,*1 13111111 .1 


0 عع 11132 12 أقاع 5021 صعطءة [1ساج1لعسصحطءة 1[ مكلت خطم ععل عتطع لماوع 0 رمااك 
.141-58 .مم .(1920/21) 52-53 


التوحيدي 
"مثالب الوزيرين الصاحب ابن عباد وابن العميد", تحقيق محمّد الطنجي (بيروت» 
,/))١0١‏ 


"كتاب الإمتاع والمؤائسة"» تحقيق أحمد أمين وأحمد الزين (أعيدت طباعته؛ بولاق» 


بدون تاريخ). 


م 


تيسامي ي. |. : 
 2©750715 ©1 076865 46 4‏ 7118711157115 465 علماع 0621210 ,711هدوه 1 .2 ,لآ 


267 7) 116و 8111:0116 ه[آ 06 كنم لمع :2:61 ,دده |(1420 نهل 1811101116011 
1[ .آمنا ,(1933 


الخطيب البغدادي» "تاريخ بغداد", تحقيق محمّد أمين الخانجيء؛ 4 ١‏ مجلدداً (القاهرة: 
0١‏ أعيدت طباعته مع نشر مجلدد للفهارس: "فهارس تاريخ بغداد للخطيب 
البغدادي" (بيروت: .)١1185‏ 

الخيّام» "أعمال الخيّام الجبرية" (بررترمره:1-1ه'0 عناوذرطنع1» مص '1)» تحقيق 
وترجمة وتحليل ر. راشد و أ. جبّار (حلب. .)١1148١‏ 

الدبّاغ ج.» "بنو موسى"» ضمن: 

ب(1970 بعاعولا بجعل8) 1 .701 ,لاطأموع1810 116 لمعاع5 1ه 121011000137 
ص. ”515-44 
الدباغ ج. و روزنفلد ب. (10ع5مء05خ1 .8)» طهاعلهما عاعاوعطء)#1هصع:115 (بالروسيّة)» 
.(011,1984ع8/105) 8 .1 ,هكاأقلع251ل8 ع1مصطء 1 نتدلظ .0011 
دولد ‏ سمبلونيوس: 
2010-1 .1 


,(1963) 4 ,30 ,115 7هل ,«واء 51682716 :722617551227 ك0 101715171111107 1216)» 
227-09 .تر 


021لا بجع81) ١711‏ .701 ,وتطأموعع810 16أصعاء5 01 تكتهه160اء101 ,«نجعة 1-1ل» 
و(1973 


ص )وم 
و(1975) 21 .701 ,نو[صم جع 810 ع1/7نك 51 زه «رجه :10211101 ,< 1-1177 لى» 


ص 751-78 


م 


الدمرداشس 1 س. » «ويجن رستم الكوهي وحجم المجسم المكافئ»» "رسالة العلم", 3 
.)١555(‏ ص, 196-1487, 
دوري أ. أ. : 
,(1960 بمعقاعآ) .64 “2 ,جماءة'! عل 016ل6صماءين :1 ,«لققطعه8)» ,10171 .4 .ار 
.921-66 .22 ,1 
الذهبي, 0 ريخ الإسلام'", (السنوات 5 _. 4/) تحقيق عمر عبد السلام تدمري 
(بيروت» الا لكر .)١‏ 
ر. راشد: 
عط 101 عبحكتطومطة ,أه: تمجه كدكده ‏ -ززه 7م 1- 1ه :71101/11677169 1171011611011 
1-21 .مم ,(1972) 1 ,9 رقعع3ة561 أع8:2 01 11151017 
أعيد نشره ضمن: 
05 ع ]115101‏ 'لاى ك6 127127 :2126876 1© 071111716110116 111176 


71-11 .مم ,(1984 رداعة) 472865 01165 77101116771411 


هذ ,«5012[2 501272 2[ 5مك 17/077165 001717165 465 :1107 71141/16721150 4ل 
) 46 417601101 14 50105 ,171/0777165 401717165 ك4©5 711011167710115011011 14 


73-005 بصع ,(1972 ,وأننآ) ودع[ 1 ألع 00 


مارآ ,«ع 11ل عاصوعهته'! :ءاع516 ك8[ ينك 726ار 27:11 1م10 عدرراه:ه'.1» 


193-222 .مم ,(1979) 32 ,وععمعاءة 5ع ععاماو 1طكل 
-00771 عكبره :2ه '[ ع أء 27711415 دع 7207717 كعك 1151017[ 70117 حلت 1141671 
9) 2 2 11 ,6 رع 1ك 51 ع[طم مار زه نورماوةط :11 017 [7716لاه0ل ,«ء 517161017 


لهك 26077161716 أ 4126876 :1165 71041/11677108110 ك6 7ناهاكل) ,21-1151 17([-1ت 5714727 » 
.(1986 رققة) .701 2 ردرءاء516 :7ل 
6 ,114111677141160 181510714 بدك 1ة/07جم ك7107187 ع1 21 «مطايره 21-18 51[» 


,343-52 .هم ,(1989) 


1ط 110 11/ج 11011 5016111112 عأء 07 /0 107157111551011 ©1711 0 كتجرء]وامء0[» 


5م 


(1989) 27 ,ععطعاء5 01 1151017 ,<اكع 0211 071 71211127716115 771مقر كام «معه 
199-209 .2م 
أعيد نشره ضمن: 
6 1248 06 1111510176 تلاى ‏ كمع 12727 :0914635 77121116171011 1 11911م0 
1 ,(1992 بأمطوطع 10خ ) 25388) تتتتااماعة 7" رع 0728 1 5612711171911 
2] أه عكترامتمط ١ل‏ .تمعطاررمه8-آت :57ل 7121167::611911 ©1110502/1جم 16 
31-17 .مم ,(1991) 20 ...1/1.10 ,«ع و [/711تزى 
'ع]ع01) ©1772 0 25147-67716111 7716 1726" * 117716065/ع:47/ 0171 00171771©7116700) 5 1217:01-[ر» 
.7-3 .مم ,(1993) 3.1 ,تإطمهؤ5ه1قط2 0مة ك5ععمعاء5 عاطوحق ,د« 
1-1-1 571[ أء 177ن)-له ,أطعذ 5[ .عاع16ى 8[ ينه ع11وآ"امم شك أ 1ن :دمغ 0 
لمعادمهلن) :1 8م010[ 27:4 « :06071 : طو1كاء7؟ طاقمتاعصط : (1993 ,مموط) 
5 بلقنا 1!-21 ,2002مآ] ,ع1 ك1 
9.1 توأومدم]21 :7ه كعع :زواع ع51ه47 ,7101101 :07 47151011٠‏ .15 11-011 
.74 .ص ,1999 
الرياضيات التحليلية» المجلّد الثاني» ابن الهيثم» (بيروت» .)25١١١‏ 
انظر أيضاً الخيّام. 
أ 071101165 ك4 06071681 :1 عسصتطله "١!‏ .:721ك-له: 4 71211611111 ء7نصال) 
رقعة101157332-1 ,3 ,مع110/]آ بحل وتعتطةن) وعنآا ,عأع516 ع2 ياه و 7:077187 05 1760716 
04 رسعاءء2 كدطهاتل]1 
© .01772 :187 7172811 ,(.0ع) 0عنامقظا .خآ صا , 'عتتاوعممط 15 عل غ0ة' 1 أء الطقط 1“ 


1 ,63 1أطو عط -71260) 3لمع1اع5 ,مممطعه8 بومستدعن)- 1/11 :زا نوج[ ورمده]81,1 27:0 
173-209 .مم ,2009 راع اونمت عل تع1[ة17لا ادهلا بجعل8 / ستاععظ ,4 


14 ©607:16171ع 1© 101011 .5171471 1871 1578/1171 ,8110513 .1 - 0عطامة ]1 .1 
,8111152000 ,ممعلاع.آ ,ءأع516 


لطا رقكة8 ,ا( 1ع 71261/11277111 نومره !4 بطاع220طقطة7 .8 - لعطمقظ .]1 
007147 :(5اعت1 عأاطدعث عطا 116011؟؟) 2م1وعك طقمتاعصط :1999 ,لتقطعمواط 


هلم 


يكلته0 لا بع[ ,40 فط وعتع5 عع8 11112 مقزوطء8 ,1421711©7:0611107 :171 .12110771 
.2000 رؤووع22 10وز2 13111011663 


11 7718111611141101165 065 1561271©671©711ك© أء 1أ0 212/67 ,وأعجتام8 .طن - #عطمقخ] .1 


126 6 


نل 5اعتطهن) وعرا ,تأكنتابة 15 :17" هلز ع4 2607161165 051170115جم 7ج 4 أأعن 1 .ل 
004 ,266115 1011105 رقأعة15312-2ا0 رآ ,2 ,م1106 


روزنفلد ب. أ. وَ غريغوريان أ. : 
/[0 10161207107 ,<«قعتنال) 151 11طقط1)) .2215021320 .1 .ذخ أء 10ء021هء1]05 .ذة .] 
2855-5 .جم ,(1976) 1لل .1701 ,نرواصه جعوه810 501712 
انظر أيضاً الديّاغ. 
روم أ: 
تلاى ©412:071471 4 :177607 46 91 كلاموهآ © كع 620771771671121 ,180202 .خم 


و72471ههء 4ق 7126602 :11 ,غ1أامصصة أ [[آطهاة عل<ء1 ,ءادمع ه1 1ل '! 


(1936 بممقعائكه 17) عأوعع 4110 '] عل 2 ناه [ عه د[ عه[ تلاى ©201771771©711217) 
سامسو ج. : 


+ ,(1978 ,اعأماع.1) 4ن 26 ,هأ ىآ عل 0ن ماعن 1 ,«رراعة طعا-لل» ,فكسرود .ل 
6--1215 .تج 1 


سايلي أُ: 
برماعقلط أمعدعء0 ع[ جز ععواظ كا 271 تتمأع1 ار بومتوحء ع0 111 ,[اآنزهة .ل 
.(1988 ,تتمعلصط) 60 *2 ,نمم ودعو( 0/116 


السجستاني» "منتخب صوان الحكمة"), نص عربي» تقديم وتعليقات ل. م. دنلوب: 
5 2321 000111011[ مضو -أه اتوسمه لماه داز[ 1116 


رعلة0لا بعل8 / معو / عناعوقط عط1) مم1صتنانآا .10.51 69 0160ء 
.(1979 


ككلم 


سزكين ف. : 
أت (1974 ,رمعلاعط) 17 .8 ,مويف جاء53 #عأءعاطه جه دعل 056/111 ,اتأوجء 5 .1ل 
(1978 رمعلاء1) 71 .8 
سعيدان أ. 
"رسائل البيروني وابن سنان" (27 مغك م15 4ه 7:ة1-87ع ره [:* ون 2)ء "الثقافة 
الإسلامية" (ععري[يرن) ع1ج751): 314 .)١955(‏ الصفحات ,١ 76-١09‏ 
"أعمال إبراهيم بن سنان"؛ (الكويت .)١11417‏ 
سوثر ه. : 
7 .211 
71طاعطل) ععاجءع!]! 117 10لا #عطس عل 47 :17071071©7كك :1ل 7ع1/421/11©77:611/1 101 
.(1900 
ع1 ,ججواقطء5 رط #كقل1 دعل عسآة؟ عع عتطعبومء 0 :01 © 1[8» 
.259-22 .مم ,(1902) 3 ,7140176771210 
ر«تمقسه21-11 مس1 .ط عتطقط1 م70 أءطهمدط 062 عتتاووعتسديتة عتل نوطنا» 
8 ,نرعع 7|471[ :1 اشاع!اع 50 انع أن 01217115 771سرأء د أاهعاأسوبرطظ «عل 311214712527116 
.65-6 .مم ,(1916) 
01 11261 21-1115 لطد5 0طم 120 متعتتا .5 غلتطقط]1: معع صدلسقططة عأالل» 
-أءكتامطاوواط ‏ 467 3117725867171  23236010106«,‏ 062 ع118نا1511655ال 
.ل 111556 .1220' . 186-227 .مم ,(1917) 49 ,عع 71ه]! 7ل 7 30111 ع[ 71601217115 
,157-96 .مج ,نطهن ]2 144167710111765 ,لاع ك1مء05] .8 أء باع ةط21-1036 


51233 .2 3ق7تطة:15 جه اءعطهعة2 062 3655111218 كناف 016 معطئا عقت لمقططقف» 
0 أزسمتآء كاأأءده 0 نعل رتعاء كوتم/تنطه/] جعك أ 7[أعددع 7ه زاء11671 ا ,«ااطقط 1" 
.214-228 .مم ,(1918) 63 رمصتطء5 قصقط 700 معطعععع158ته1ء11 ,ل21471 
سيرينوس أنطينوي: 
عقتكةا أ 180101 .مأالء عنام  47111:067:515‏ 35676711 ,206جلأاسث "0 كسرععءهد 


.(18596 ,612218لآ) 21615228 .ا .1 أو قتاهاء12161771 


اكلم 


ترجم هذا الكتاب إلى الفرنسية ب. فير إيك: 
أ 7076غأنن ناك «مذاعع5ى ع[ ع0 ع مخ[ ع1 :471777011 "10 51110715 رععاءءظ8 ع7 ,م 
. (1969 رقاعحة) 0716© 4ك 5611071 4[ 46 ع7[ 6[ 

سيسن ر..ء أ و إزغي ك. و جميل أكبينار : 
1 171 77147111571215 0/7 0212102116) ,[قتقتأملت لتمرع) راع[ .) ,معوءك .+1 


3 وع01615م) 320 أتذ ,11151017 عتلقتة151 101 عتطتاعن) طاعتوعوع ]ا ,نويه 1ط 101111 
.(1986 ملناطصهأة]) .701 


شاشت ج. و مايرهوف م. : 
بزى )20711707‏ أهء 1[جهده[!11ط-مع01ء14آ 176 ,آأمطءىءج7ه54 .11 أ اطاعقطء5 .ل 
1 لخر . 170هن) إن تتوسق :11 571[ 27:4 24مف7ع0 8 كه :81147 :7[ تتعع نعم 


3 لط قاتث 01 الدعد! ,عطمجكق 116 ع12012ك ع:1171جمع.ط ع[ع 07 /0 :0م8151 ع1 10 
1937 وعقتةن) عآ) 


شتاينشنايدر م. : 
ع .11 


قر أ 7[ع 22115 ,دطعقم/[ عزعءكاطصهجوه:816!1 .ع جما ررعط (”إ1زاطء1) 11طع11» 
331-6.بصم ,(1873) 4 ,للللالز وأأكوين87 نا ع[11ه :421 


ر(18587) 1 ,17©712114هل//] معء 8161101 سنؤاهطء5 2ع مكبتابز دع :56:1 ع2101» 
71-6 ,44-4 .زر 


كله اتع0ليال 016 710 كع لهاع ةا[ ك0 انعو ديعاء 1/5 1تعرأعواعمططء8 1016 


.(6 95 1 ,عه 0 .ممع :18593 ,ةا 8) ع [ءداع:170177 


/ تق زدع2114 .موه« :1902 باأجنتي[اته 1) ةيال ع4 17ت 1117 ع[ كآطته 21 1016 
(1986 عملا نبل[ / :[214110 


الشهرزوريء "تاريخ الحكماءء نزهة الأرواح وروضة الأفراح", تحقيق عبد الكريم أبو 
شويرب (طرابلس- ليبياء .)١54/‏ 


لمكم 


صاعد الأندلسي, "طبقات الأمم"» تحقيق ه. بو علوان (بيروت» .)١918©‏ ترجمة ر. 
بلاشير (عجغ(زعما8 .1)» كعدم 1م71 دع كمع 0216) ع0 عجنزةر1 (باريس» .)١575‏ 
الصفديء, "الوافي بالوفيات", 4 ١‏ مجلكداً (١957-137١)؛‏ المجلتد العاشرء تحقيق علي 
عمارة و جاكلين سوبليه (516 عصنآعدوعة1) (فيسبادن مءعل و77 .)١958٠١‏ 
صلييا ج.: 


7 /[-آت خأ 177ا0) :1ط 11611 :1ط :517:7 157 :187717 152124 : 521129 .> 
عل معقطه تك 414غا 3‏ ,«لا:1-7ه 176 ©ك5ه2:0ه1-[ه ‏ كر  15121:72[2/16‏ 211211 
قم ,21-0503 15050 .له ر,مقططف' هذة175 101 للتتطاعواوع ]1[ ,151671122 


.195-203 .مم ,(1981) تتساعظ8 1ه وااو تالآ 


01 12261 تونلا تزع2-/311711 هر :نرع 05711010ء ع77721ءأآمآ ع [0 111911 4721 نر[ 7ه عل1» 
,([517:0110190 ل إن ندره)ئ21] 1116 #مكر [ه :د نامل ,دركع © [عد [2 11د ءاعء 0/126 :71011011 ©1711 
115-11 .مح ,(1994) 25 


الطبري. "تاريخ الرسل والملوك"'. تحقيق محمد أبو الفضل إبراهيم (القاهرة. 51 10 
المجلد التاسع. 
العتبي 


"شرح اليميني المسمّى بالفتح الوهبي على تاريخ أبي نصر العتبي للشيخ المنيني" 
(القاهرة 785١/870١)؛‏ المجلد الأوّل. 


غاربرز ك. : 
507171711411711 9086716 11867 215 01177) .5 71876811 ج17 7 ,ؤلاع221) .خلا 
.(1936 ,010112856) / ع8كلاطتصقلط ) 1015562121105 
غرين ت,. م. : 


.(1992 بتاة0اع.آ) 004 :84001 0/17 010 7776 ,21:13 .11 .1 


5 لم 


فاجدا ج. : 


60 
8 2] 06 476565 7718171157115 06 005 ع1 7لاى 731015 121©5و0141))» 


.(1950) 25 المامء 071 اناد أأوعء0 مأاكا11 ,«روقععوظ ع4 71611061 
12 © 7111151117180715 - 0780565 - 717121711157115 ك0  260672[‏ 171:06 
ع الطتاكصآا'1 ع0 كصمتكدء1اطواظ ,كتجم8 ع4 ع1ه 2م7211 1981511011611 
(1953 ركاقة2) /ا1 وعاعا وع0 ع151015ط'0 أء علاء تعطاءع]1 
فايدمان |إ. : 
0 .ال 
-1911) 123 رمع 1ه معطتعارا وعء 811111 ,«اط ركه جه يرعك «زعطنة ا تب[ء35 ع71(1)» 
.21-39 .22 ,(12 


7ا2 616 5لتك طذ ,«رعط7171 1171:0 عطع1 اعد ,م 7ة0) نعط 7112811 ©8ل» 
1 .01 ,(1970 بمستعطوع11110) ع1زع 1ق 55-0آ/© 1[ كاز و1715 :676815[1©17 


فورهوف ب,. : 
70 14711571215[ عآطه تك زه 01151 ه82 .ل[11 1اومةتعكلةاتعالا ععء0001) ,عع 0071:0آ] ,2 


11 171 715مقلء 00112 0177 27:0 :121067  0[/‏ دو أعرع :7ل 116 /0 برجه 1167 116 
.(1980 ,108001 / 10و80 / عدمه8] عط1) .60 *2 ,كماع زاء/ز 


القفطيء "تاريخ الحكماء"», تحقيق جوليوس ليبّرت 10ءممزآ 5ائآنا1)» 
(218ماع[ء ,))١5١5‏ 
كراولسكي د. : 
-00/1150[1 100097 1716 :11182 ع0 أعأء1 72205 - 72 ,ها ولسججدس1 .12 
.(1978 ,رمعل تج طوع171") ع01/اى3 1151071517[ 
كرمودي ف. ج.: 
الإءاععارء8) مجويز) .5 172611 كه 17071 4517070711121 ©1171 ,607:0 .لق .1 
.(1960 رقعاعع8 شك 1-05 


كم 


كلاجيت م. : 


ا 


ط-وطه ك4 176 :1 .01؟ ,عوك 14041 11 1 4777171465 رااع1285) .11 
© 17 نز 0716© :1-7177 عه 0 :7 .701 :(1964 ,ده12015]) 172011107 
.(1984 يقتطماعلهلتطاط) بميطوعن) [نررعء 11111 


كنور و. ر. : 
ور 22004 ليك( 


فك[  0/ 176 71160121 176111011  0[/  711©/167105«,‏ 501671265 4711©711» 
561653 06113 510513 01 8111560 ه 061115116110 تلفصسصم 11اع2 منتعصوء1[مصتاك 
.(1982 رععدع1"102) 2 .ع5ةآ1 


كن التتطء مااع ,«771710ع1 7121771011221 ع[©276) 4 [0 :170011101 771601121 ©:17» 


.230-264 .2زم ,(1986) 3 بسع لقطمدعد15 ا تتعطءد نتصه لو طءة1[طوعة ععل عخطاءتطاعوع 0 


بأعقةق8 بداماوم8ظ) بوممعء تمع لأموسع لعل[ 0ننه أمع 4:1 17 كناك لمنطج 1 
-267 .مم ,(1989 يسمتارعظ 


كورتز م. : 
7 ,أأء !انتعلط أده 10 ,اع 5 11111 ,أوبزملر[ يسرم خ]11 ماع 17» ,117نان) .11 
05 165071 7©© 716271 ,07601161710 46 2171/11 17 17111771 11867 1067 .18705671 1© 
1ع هاعظ 10579! ,207111671127 20ل 71ل أ [171ا +0111 33 .11 .[ عوقنرعء1:كهظ8آ برعلون 


رعلله8) 49 .701 ,تعطء 15 1تتلةاآ عع ع تدع مكلف تاعطعداته12 .1معة)-.ممع.[ .51آ 
109-77 .مم ,(1885 


كولسون د.: 
656 8 كلا اواعنء2 .51) 701.1 ,5م71 اكاطهكذ 427 1412 17م كذ ©1016 ,:1:1015017) .102 
.(1965 ,تتتقلرءأكتتتك .1م12 


لانغرمان ت. : 


عط ,«كع 74217101110 07 17171117195 771617127141141 ©4417 131186111311115 .1 


.57-5 .مم ,(1984 197دال) 1 "ص ,لاتآ ,كع ع1 0113262159 طوابوءل 


م١‎ 


لو بارون دي سلان م. : 
12 46 476865 71107111507115 ك4 علاع )0212[0‏ ,516712 46 867011 6ط .4 


.(1883-1893 ,5و1و2 ) ع[ :172110 11و :18121101 


2 11 زه بوه تطآرطآ ©1176 :11 كآما تك كلهأ[ ءأطه :4 186 /[0 عنامع 21210 4 رتلاهآا .0 
(6020601,1877]) عع077 


لورش ر. : 
71 ©1776 0710 15027671711617 011 21-111832171 787 6ل 11ل ,تاء 0ط .خآ 
ع لقة151-طن 213515 ع0 عأاطعتطوءوء6) 105 أالقتطءمااعءة ‏ ,«1م111 4م11 
.150-229 .مم ,(1986) 3 رتنع لتمطعودصع 11155 
المراكشيء "المعجب في تلخيص أخبار المغرب"؛ تحقيق م. س. العريان و م. العربيء 
الطبعة السابعة (الدار البيضاء.ء 41/8 .)١‏ 
المسعو دي 
"التنبيه والإشراف". تحقيق م00 46 .لل مجه ج060 معءنامخ1اط81 
7 اجيسرمء1طهل (رء610 .1 ١83515‏ ). 
"مروج الذهب", تحقيق ك. باربييه دو ماينار (#م ه34 4 »851 0)) و ام. بافيه دو 
كورتاي (ء[1زء1:1م) ع4 عوط 34)»: أعاد القراءة وصحّح شارل بيلاً ( وأاجهط© 
2)) منشورات الجامعة اللبنانيّة » فرع الدراسات التاريخية 0 (بيروت» 55 210 
المجلدد الثاني. 
معاني أ. غ. ( :74462 .6 .4م) "فهرست كتب خطي كتابخانه أستان قدس" 
(0145 قامعا 18121 1124117 طننايطة 2111طة2) (مشهدء ,)١19115/1١55٠‏ المجلند 
الثامن. 
المقتري. "نفح الطيب من غصن الأندلس الرطيب". تحفيق إحسان عباس.» 6 مجلندات 
(بيروتء: .)١954‏ المجلد الأوّل. 


م 


مولوي عبد الحميد: 


6 270 ع7051ة4 17 /[0 علمع21210) ,لاتسفقظ لسلطم4 احجقلسد131 
الكلءا عمتدحاه؟ ,ء7مصع 80 أن دده ارا عتاطيو أمتوء 01 176 :17 كأص1 ته ك5ل:71هل 
.(1937 رقصة١)‏ ععمعاء5 (1/155 عاطوحة) 
33 11 1586016 7017 :1510261012 .1 
النديم» "كتاب الفهرست". تحقيق ر. تجدد (طهران» .)١91/١‏ 
177 [2 101[ 1711 ع4117171 :1115107 115 ,(1701007عك 4721271 ,مستتللواة .0 
.1911 رعمطمظآ) [عصمع ا موعة6 116واء كتمدخل 3 ع326 ع وععصع00162) | 
نصير عبد المجيد » "رسالة في مساحة المجسم المكافئ"» "مجلتة معهد المخطوطات 
العربية" (وء90708 710711157115 ك0 1711141 ع0 وميسع2)ء 3ك ١‏ (مفكخلم 
الصفحات 7١8-١41‏ 
النويريء "نهاية الأرب في فنون الأدب", ”١‏ مجلداً (القاهرةء ,.)35-١3571‏ المجلدد الثاني. 
لوقا فاليريو: 
(1661 ,عمعه1301) يء717 1.1871 50211007772 0721114135 ل تتووع) ع[ ,7121710 1.1426 
هايبرغ ج. ل. : 
5 أ[ .01717110 905104711 ©9144 0276704 2101761 1211011ن) ,116126285 .ل.ل 
.(18598 ,218ماع.ط) هع 71011771211 
هوجنديجك ج, ب, : 
1:41 ج110 .0ل 
0 7:21 1ك[ ©1717 :07712112110711 220771617161 ولع ع-111 1 1 :21 /[0 نوتعرامء15[» 
618:13 11150118 .<<« 5دمع5072 /0 117712 ,210 157 12771671 عاأل-]ت إناعطاطا 
.43-2 .مم ,(1986) 
11) 111104 1اداة :7ه :7ه" نتأا[-آت إناكناآ 0 15111911 11 /[0 70715 [2ع0771©11جج 17 


065 5ع تكتطععط ,«كلترعلجرمء [0 1281 [هء11نط ه22 :نا .(رلةاتعء 11 
207-01 .مم ,(1991) 41.127 رقععمعاءة 5ع عن[امأو1ط"ل 


7م 


رع 110طتمقهةن)) .701 3 ,كةنعتتعاط كامتهبط 0 8001 جنعء 17111 11 ,طاهء81 .171 
.(1956 ,1007 .00مع :1926 


ويبكه ف. : 


رجرع و1 ع4 160110470[ 06 كعع014010 كازلاء آ كلام الاى ك1[ 7:[ع12» رععأعمء170 .1 
301-24 .مم ,(1861) 14 ,رأععصاا الامنال1 اكلم 
ياقوت, اكد نه إرشاد الأريب إلى معرفة الأديب (معجم الأدباء)", حققه مرغوليوث 


د. س. [4يام:[وجءرن1ة .2.5» المجلتد السابع (لندن» .)١5575‏ 


5م 


فهرس الأسماء 


1 ابن أكنين» يوسف: /اثالا 
ابن بطلان: ”9/47 
أبغرال» فيليب: ٠١‏ 0 
أبر: النصرائى» أبو سعد: 
أبلونيوس: “#٠‏ 1#ز. 78غ١-‏ بن بواسسن لي* انو 
0 


لاقل "تقل هكلم لنغلل 
8155" 5ق“ نوسن ابن تغري بردي: 045-641١‏ 
6ك" الكل | لام 64١٠‏ 

اي الل الاك 71 

لاخ ١‏ الالوكى ا الالالال 

:4لا-لاءلاء .هلا 5ولاى ابن الحمامي: لا١‏ 

ليت بيد رك ا 


ابن ثابت بن قَرَةَء سثئان: "“الزامع 
48 2غ ؟”له 


ابن خرداذبة: م؟ 

ابن أبي أصيبعة: م7!-9آل لاكل ابن ١١‏ وعم وسو ولد 
4 045 مت لغ5-لام5 4م 

ابن أبي جزادة: 2157-١417‏ لحل رفن 
لا" ملقةهكقهم لاك 
ما املا "اللا وهلا - 
كملاء حملا لول 


ابن سئان» إبراهيم: 1735١‏ 55 
#*قكع "الاعء-لامةع (+88غ- 
كوةع ابكذه-998ه ٠6ن,‏ 


ابن أبى منصور» يحبى: !7 لادلا 5ولاء مرولا 
ابن الأثير: 07١‏ ابن سنان» ثابت: #ا/اغ, لال 


م 


ابن سهل: ١55‏ 2”#98 270, 
848 ”45ه 


ابن سيّد» عبد الرحمان: مر 5ك 
رف 


ابن سيناء أبو علي الحسين بن 


عبد الله : /ا١1,‏ ٠2لا‏ 
ابن العبري: لالا, /1117, ١١‏ 
ابن عراق: .58١‏ 94١65-١٠اه‏ 
ابن العميد: ١؟7ه‏ 
ابن فرّوخانشاه: 17؟ 
ابن قرّة: «انظرة ثابت 
ابن ماكسن» حيبوس: 80؟»” 
ابن محتاج» علي: ١؟0‏ 
ابن المحسن الصابىئعء هلال: 675 
ابن مخلد: 517 


ابن موسى» أحمد: لاك 86 
لاكال راثك 
فد / لزفرك ورا 


ابن موسى ٠»‏ الحسن: ال 
ار ا الل را ار 


اال لام ماك اا 
إذرف 


أبن موسى» محمد: *55-5غ 
بارا 1ل مع 
ارون 


كلم 


ابن نصرء نوح: 55 
ابن هلال الصابئ» أبو إسحق 
إبراهيم: 204١‏ 5ه 


ابن هود: كلل #لاضع هثيىمه, 
تلاك “دبا _ج باب 


ابن الهيثمء الحسن: 5”. 2١55‏ 
ار لل ازفرة 
6 655 هله ركاه 
/لأةة. كقمرمق 556 5٠‏ “/إر_ىل 
لكبو ابابا ع بالا 


ابن هيدور: 8ل 
ابن يمن» نظيف : 
أبو كامل: 5/!ا6 
أبو موسى عيسى بن أسد: ١75‏ 
أبو الوفاء البوزجاني: ١ه‏ 
أحمد (الخليفة): 54 


4٠‏ كاوه 


أرخيطاس : ا 

أرسطو: ١؟ه‏ 

أرشميدس: 2١9‏ أل لمع 25, 
كص 55د لكل مك “الول 
اخمدكاف “اق "كا 5ق 
1١55‏ لال ل 9 
ا ال اضر 
دي للا لوك 
لير رزشضرة المؤركث اناكردة 


"8١‏ "5ه عوقو كلق 
2077 628556 تعتث أاقثثن 
011-616 الأكت ‏ كآالزك 
اما 

إسبانيا: 575 

أسد أباد: 7ه 


أفلاطون : لاللاى ولا 4م 
أقليدس: و “م على وى 


لإمداكت أعلال الال “ل 
م16 5تقلى «ملاكلن #ل 
بي ا الورك 
كر 7 ا #طركا ةي 
“ىت 5لا 55غغ. “هزه 
7 246ص للك 5765 
كاك سكم الاك ازأغنثن 
كلاك الراك الك كحجللول 


خاو الال اعلا بارلا 
الأمين: ١‏ 
أنبوباء عادل: ١٠ه‏ 
الأنطاكي: ”7 
أوجيهء ألين: ٠١‏ 
أودوكس : 7*1 1خلا 
أوديموس : 7و 
أوطوقيوس: لا" #ا/ا- هلا 


إيرن الإسكندري: +6 كق2 15 
2053 


بام 


له السااهس 


بابوس : لاص لالامى لاوهة 


بار هيبرايوس (كاء»5ء27 «ه8) : 
«انظر؛ ابن العبري 
باسكال» !. (ظ ,لأمعموم) : 4لا 


2 


05١ بخارى:‎ 


برئلو لى ٠‏ جحاك ,[اقنتمممء8) 
(ومنتوعه7 : 5 ؟ 


برئو لَى حجان (#تمع2 ,[[النتمسرء8) : 


؟ 

بطلميوس: 2١7”‏ كلاقع 59م 
+0 بالا 

بغناد: هلك لاك /خز1 9-1" 
باع 5 لاقع لامع ف4همهه 
245 

بلاد ما بين النهرين: 9؟١‏ 

البلخى. أبو زيد: 3م 

بلوستاء هيلين: ٠١‏ 

بنو قؤّة: 697 
كال مخ" لاقع # “موص 
هع الاأذده-مةهة6 ٠6م‏ 
6ق كثفمق ققق لاإلاكت 
أث*كل ٠‏ لول ا ال 


بويهى : ألا6 ثمه 


بيت الحكمة: 6؟”. /ا؟ 
البيرونى: كم عثال 4184- 
7 047-040 
اسكااه 
التوحيدي» أبو حيّان: ,57١‏ 8ه 


به سما هس 


ابت بن قؤرّة: 2585 2595 ١آآء‏ 
كلا لم5 ١-ةزةوة:ى,)‏ كله 
6556 55-1584ا. 
همك لامك 1604 
كك "لول :الى بالا - 
لملو ‏ ع#الم/ا- ملو اثرلاوء 
مغللا 7/04١‏ 


تأوذوسيوس : 7 
ثيون الإسكندري: 574 


هه - 
جالينوس («هذاه©) : "١‏ 


جوهانس دو تينمو عل دءسعراهل) 
(عنناع 7 1 ١٠وهة‏ 


جيرارد دو كريمون عك 2جه 2 2)) 


(مسصموسدفعت 1 ١‏ كال ال 
ككل خ585-7”84, ١‏ :سلاج هم 
م 


داح 
خبيش: 9؟ 

حران: / ١‏ 94ل لل 5م1١‏ 
حسين بن محمد بن علي : حك 


حكيم؛ معحمود. ١‏ 


حمذان: ؟؟ه6 


حنين بن إسحاق: 80؟ 


خ- 
الخازن: كتث2 كص كك الل 
08- ؟"”هم 5ه 2558 
لان ا 6806-1 
م5مهع مهم لقص 
مدق ١لابول‏ #الا/اع با 


-00 


الخجندي: 0١9‏ 
خراسان: ؟"؟؛ ١5ه‏ 
الخوارزمي: 4غ 
الخيّام: 05١-519‏ 


د هكد 
دمشق: 58 
الدمشقى: 5” 


دو جوج» م. ج . (.3.ل2 روزه6 ع4 ) : 
7 


دو كريمون (©0871056 06): «انظرة 
جيرارد دو كريمون 0 مهم 6 6)) 
(720726ن 07 


- 58 - 
الراضى: ”7/اغ 
رايش (ءرءنء8) : ١8‏ 
ركن الدولة : 65١‏ 
رويرفال (اعدءؤه2) : هلا. ١م‏ 


الروم : ا 


اب 


زيتودوروس: المع كلام لطم 
باوه 


دا مس - 


سارتكون» جورج. ؟ ١‏ 


ساماني : 05١‏ 
السامرّي» أبو الحسن: ١ه‏ 
سبكتجين : 55 


لسجزي: لل ك2 -١4‏ 


28١ .,5‏ كهمه-هوه 


سرقوسة : كلك ولابل بون 


هام٠١‎ .١5 السموأل:‎ 


السميساطى: 694-6586/8ه 


سوتره؛ ه. (8 ,مع/ياى): 2١/‏ 
125-115١‏ الىة 


السويل» محمد بن إبراهيم: ١‏ 
سيراقوسي: ١45‏ 
سيرينوس أنطينوي: 7٠‏ 578- 

الال مولن وس 

ش - 

شاخت» اج (3 ,اطعهطع8) : قلا 
شرف الدولة: ٠69-١9ه‏ 
الشئي: ؟5 


غ8ق٠١‎ 2١١8 شيراز:‎ 


م ص م 
صابيع»ء صايئة : “ا/ا5, هم/اغ 
صاعد الأندلسي: 576 
الصاغاني» أبو حامد: 97ه 


صدقى»ء مصطفى : 8 | قل 
الأ ملاغ- قلامع ؤم 
كه لأوه 


١: : الصفدي‎ 


الصوفىء عبد الرحمن: ٠ه‏ 


اط 


طبرستان: ٠94ه‏ 
الطبري : بأل ١84‏ 
طنجحة : “ا 


ز| وس سي شرف الدين: ١١ء‏ 
7*8 وباع 


الطوسي»ء نصير الدين: 0 
2536 

العتبى» أبو نصر: 61١-07١‏ 

عضد الدولة: “الام وهم 


عواد. ماروث: الم 


داغ- 
الغازي محمود خان: /ا١‏ 
غانمء منى: ١5‏ 
غرناطة: 76> 
غلام زحل: 051١‏ 
غوليوس (كدذاهم6©) : 47 / 


فارس» نقولا: ١5‏ 

١5 : الفارسي‎ 

يبو ناتشي #عععدمطة1) : 57 
فيثاغوروس (مبرهنة): 515 


ع 


داق - 


القاهر: ”اع 
قفرطبة: "1١60‏ 
قسطا بن لوقا: 594, 7" 
قسطنطينيّة : الها 5“ 


القفطى: كلل هلل لآل القن 
ابو ماوق «لامض أ41- 


او 


قلونيموس ب. قلونيموس: 7/ا", 
000 


القوهى: 018 تقل “ل 
دقع كللره- قحل بوم 


ك - 
كروزيهء باسكال: ٠٠١‏ 


كفر توثة: 9؟١‏ 
الكندي : :ل ملل «ول5قص :8ه 


كوسين دو بيرسوفال 02 «أدكمسن) 
(لممععجوم 1 ١38‏ 


400 


ل- 


لورش» ر. 3.0 ,بء+0.ش) : 077 
لوقاء باتشولى 281017 ,62عسة) : 7" 


لوكاء فاليريو (220ء1ه7 ,2عبدة) : 
30> 


ليفى» ات . 30 ,«رضة) : ا/ا>؟ 


-م- 
المأمون: 2377 5لا ١ه‏ 
الماهاني» ي.: ,.١55‏ لالا4. 57لا 
المبسوطء بدوي: ١5‏ 
المتنبيى: 557 
المتوكل: 77 
المجريطي» مسلمة: 576 
المراغي» محمّد سرتاق: 778 
المرعبي» نزيه: ١5‏ 
المستعين : 8؟ 
المسعودي: 8”؟ 
المصعبي» إسحاق بن إبراهيم: 17؟ 
المغربي» أبو الحسن: 04١‏ 
المقتدر: 51/7 
منالاوس: 58غ. 55, 5/ا هلا 


المنتصر: 78 


منصور بن نوح : 5ه 
المنينى: 67١‏ 
مورلون» ريجيس: ٠١‏ 


موسى بن شاكر: ال ا 
مم 


موصل : امع موه 
دن - 


النديم: م؟- ",ل مقع “ول 
الال 584 “ل همل/اوضق 
لانم ١ه‏ 


نعيم بن موسى: 1١17‏ 
نلينوء ك. (© ,مصنلاه/ة): ١4‏ 


اللنيريزي: ككل 5لادع امقةء 
انظ انعرف 


نيقوماخوس جيراز: ١١١‏ 

00-7 ل لك 
هالما (0مه8) : 4كلا-»: بابر 
هارون الرشيد : الما 


الهروي : ١ه‏ 


هايبرغء اج ل. (ع1.ل © 1567 8) : 
584 م بايا 


8:١ 


هوزيل» كريستيان: 5٠١‏ ويبك ف . (3 ,ععاءمه77): ١ه‏ 


- يي - 
اق هس 


يوسف اسناء جويل بيباس 2 ط[وعوول) 
الوائق : م/؟ (معطا8 قوق : ؟الا 5 الا 


:6م 


فهرس المصطلحات 


1 


أجسام أمسطو انيئة ووممع) 
نانيك 


إحداثيات (ده6: دم رومء) : 85غ- 
ماق قمقم 2 +25 لا 2؟ 


- قطبية (وء«تهامم) : 248٠‏ 578 


إحدائيّة أولى (مسعاءءظم): 2355 
لاد”, كت 4”. 4ق44غ- 
0 ”25 055-ددك2 
0634 م 


إحدائية كانية (عءفجدم4مم): 215516 
5-521 2ك 56" 


ارتفاع : 
- الأسطو انة (ء«وستاسن ياك) : 
دغ" 5ه 
- المنحرف نهعم :ك) : 
كأدثباى ره 


المعلث (وأعجمام :2) : 2/817 . 


7م 


ممق ١غ‏ 6984 ىهم 


أرشميدس (طريقة أرشميدس) 


(©0ف قاع 4 :4 ع4 مطافس) : 17- 
رف 
إزاحة (سعسجععمامط :)4‏ 25173 


باع“ "كك" لابرغ 


استسخراج الجذر التكعيبى : عر 
و 


استقراء غير كام 1 ) 
(216أصبورمعءجخ : ١65”‏ 


استقراء تكراري»؛ استقراء غير تام 
تكر ار عله منلوتعطع مه معدءءجياعهم) 
8 5دوق 


(616أصرره 22 : 


لحر اانا 


تحريرء كتابة أو إعادة كتابة 


(ممأاع م ةم 1 ”7 دةىع 68غ2- 
كمع للرعٌ د ٠م‏ آم هم 
وه 


أسطر لاب (عقداممده) : 076" 


أمسطوانة: ١‏ "ل الل كلل 
مع علض 575لا 75١‏ 
الل ا 1١‏ 


منخرطة : 977 
جوفاء: 577 


قائمة: مهلل لالاكن مدقل 
5١‏ 


مائلة : 7537 8غ" 
- دورانية («مايامجمء ع0) : 4لا 
إسبقاط (1102ء276[6) : 


- أسطو انى (مموةسةانه) : 51٠‏ 


:“ل "تل 5خ" امل 
4ع" عثللكى ”ثلاك امت 
7*6 


- هندسى (16و 11 1ونج) : 111 


أصغر راجح على :7اعم كننام) 
(46 انبوعورهجم : "الاك ولا١ا‏ 


أنبو ب (ء «تمايعلق ع 1إيروع) : ام 


انحدار منتهى (كعتاتترء711معو46) : 
عهدل لمن وا 


انسحاب (1202هادره7) : 2.755 
ل الي ارت 


محدّد بمُتّجه («نتعاعع< ع4) : 
5 550 


انطبق» انطباق 252117127م): >6٠‏ 


6م 


الل للك 


* 


بركار تام (21رجهع مموددمء) : 6595١‏ 
اح 


بناء» عمل (11072ع/07517ع) : 


- هنتذلسى (0ن! 17 60716ع) : 


مه «مكللل "اككل لكلل 

مون 

5 آلى (عناوتسمء 776) : 5لا 
بنية الدلالات عسماعيسى) 


(عمو اسمن ا هئ أ ”1177 


بئية ت ركيبية (71/41101/6نزى ©1147 171/0ى) : 
ه1١ ١7”‏ 


د الشااه 


تاريخ الجبر : ١5‏ 

تآلفى» (*40:5): انظر : تطبيق تآلفى 
(©:471 1ه ةأموه). تحويل 
تألفى (7772ك 15/072110 م1 ) 

تالف (#انستيه): 715 نل 
"لاه" إره"- 4هثل. وؤ5ث, 
لامرع. الاك عتمتن 
48 554 55> 


- مائل (عيوةاطه) : لاداغ 


- عمودي (/07108022): 
ير ادر ا اك 
كة"ل ردك ؟ؤثل ل/إامة. 


س2 
لاعكت) 1608-5684 
"5 

انظر أيضاً «محور»ء «تقلّص» 
واتمذد). 

تثليث الزاوية ع4 #«م1ععوزح/) 
طعده"! : ثثل "كل كثل 5ه 
#لاء فلا امام 


07-48 
ا 


تحاكى ©0001(611): حك 50 
و«ووسى امون ممعم 
هوعك"ل لاك كلتك غلا _- 
ككل اببك ا الو ا 


تحديد من أعلى (7:270721100) : 
١ع‏ تك "الال هلال 
5١‏ 545 4م 


تحديد من أدنى 116 «7مسنص) + 1559 

تحب (لاندءورمء) : 85م" م5ه 

تحسيب «(الاستخدام المكئّف 
للحساب) («م11هص ةر سطنجه) : 
5 ”5 

تحليل (©:ز/هجه) : 


- ديوقفنطى (©تجءة#سجعرامه:4) : 
5ا-لا١!‏ 9١ه‏ 


- وتركيب (©11[25«بزى 61) :1 81/5- 
لبالا 


تحويل (747/07121102) 1 0719 
"١‏ #5" هئ /ولل 


40 


77 5506 4ل 
كمة. 25-8268 


مت 


تحويل هنذدسى 21105 0/كه-1) 
ما ادل 


(1921 260771617 : 
ة#/ام. 4لىمه 


تحويل تآلفيىء تآلفف 
(©2777:1 172715/07711211071) 1 59415- 
5غ 


تحويل نقطى (واأءبمعجمم) : 27379 
ا 


تربيع 0 ردان 


تركيب آلى 17 أدموتك ,عوداجمهم) 
(عماوتجمء ةم 1 "الل شلال لاب 


7” 


تشابه 46لا نةهى) : /وا0/0 ٠5ل‏ 


الث" م" ودودثل 
كك مك7 اللكثمل بول 
مقف لامر 5836 ايت 
00 

تطبيق تالفى (©:2/777 مققعء 1 أومه) : 
44١ 5‏ 


- تقابلى (#«ناءء[81) : 585 
تكرار (1142110) : 55 ؟ 


تقريب (20567017121101): 217 
5ه5١5--5ة‏ نل :و5١‏ 


العدد ج: "اا 


للجذر التكعيبى ©6:زنه) 
(منوتؤن : ”م 

تقسيم) فسمةء تقسيمة ,#مفكةءك) 
(107كةطوطيد : ١/7”‏ 


الأقواس (عه 65ك): ١هلا-‏ 
دف 

- القطر (#76 متك يله) : 5ك 
ا ولاك 5م"-غ؟” 


تقعرالسطو 42 دعل 16 أمطمعجمع) 
(تعع/رمد : 7/8 


تقلص (ملطمهطممء) : 554 ووكل 
لامع ”56”. 17> 


تقليد («17241110) : 
- ججبري : 15 


- أر شيميدي (عصصع ف ة تستواء جه) : 
4ه كال 5ه "هم 


تكامل (©1هعغ1:ة 6م) : 48> 

تكامل أصمّء أي غير قابل للحساب 
بدقة بواسطة أعداد جبرية 
(عننواملآء عأمموفامة) د 1/7 


تكامل («م:نهع0ة) : 557؟, «انظر 
أيضاً» مجموع (5077177:6) 


تقايس (#6116رمىة) : ١٠١لا‏ 


تمذد (#100مبمائك): لاقف فأىك 
0 


تناظر عمودي ع1 #6جبرى) 


65م 


(عأمدمعووق مم : ١:7”‏ 
توازي الخطوط المستقيمة: 686 


توافقيات موسيقية (2065و77:01هة) : 
39, 


دج - 
جبر: كن لخ" 9١ه2‏ ٠غ‏ لا 
- هندسي : 16 
جداول فلكيّة ووبرإطه) 


11٠ 1 251770:0171101/65( 


جذر تكعيبى (عنواطه ع«امه) : 


هلل كلل "الم 
جذع (مجه) : 


مخشروط 66756 46) : 6 
مك الال ماكر ماق 
45-ق8ةه 


مخروط أجحوف ممث» 826) 
مج : الال 55ل لظا 
ا لزم؟ 


مخروط دوراني 4 0676 26) 
ال ا دارفا 


معين مجسم 6 06 ) 
لوس ”ا ال “كن 
نري المزدنا 


منشور (715716م 06) :1 8٠١‏ 1- 
اكلا 


06 درك 


- الهرم (علتتجعجبرع ع[ 46) : لاه 

لامع 95"4هت-:١‏ 5ه 

المجسم (©50114 يك) : /اه- 

-خج- مه 14ل 

حجم: المجسم المخروطى: 55“ 
الحلقة: "الا وهم؟ -الكرة: "ان لاه 59-”لل 
المخروط: 795 مول لكب اللا لضع 
6 ”كه 00 

- السطوح والمجسمات المتحنية 

(3ع30114 0465 21 65ع7/2دد 065) : 

الل هثال. ١:‏ 


جهاز آلى (ملتوقجمء غم [أء تهووه) : 
كه 


جيب التمام (كلتتاومء) + 51" 


مخروط دائري قائم: 547 
مخروط أجوف : 1 


- دوراني: 25716 5904 - جذع المخروط: 785 /"/ 


- قبئة مكافكة عامولمء ءضته'2) 


جذع الأجوف: 777 اما 
(موةامطوعهوم  :‏ 6517؟”. /زادكاء الخو 


١‏ و 
مكعغب: 4لا 
جذءع المعيّء الأجوف : ام؟ 
-الأسطوانة: 3# 756ء جذع المعين الاجوف 
6ع 6ه حد أعهلى (ءطلتء 1« 6صلاى 5077:6) : 


مغل الأاذكتع هملال "لل 
>" 


الأسطوانة القائمة: ١١‏ 


معين مجسم : مع با؟ 


- المجسّم المكافىئ: ١7؟0-‏ 


١‏ “دل تككالل 4“5ه- 


جحركة (700121671671) 1 7941 
5 الكواكب السبعة 4مء: و246) 


034 (وه1غمهام : 095١‏ 
قطعة المحِسم المكافئ : في فلك البروج تلاك) 
.> (ملاونتمةآهة*7 : 1١70‏ 


متعدذد السطو 4 (©6047نرآمم :4 ) : 


حر (#«ستهم) : بالا 


حساب المثلّئات (16 1م «تمدمعةم 1 ) : 
/ 

حسابات الأرصاد الفلكية 46) 
(1701707111065ي2 كمجيروعبم + 5 ؟ 

حساب 1 68 
- مواقع النجوم ةدمح هأ 06) 
(معاتمام وه2 1 ١١١‏ 

حساب اللامتناهيات في الصغرء أي 
حساب العناصر اللامتئاهية فى 
الصغر (هامادفاتصااط أنماعه) 
وهو نوع بدائي من الحساب 
التفاضلئ الحديث: -١5 ١١١‏ 
مم١1‏ 


حلقة (عمعجه) : لالأاسطاللء الى 
اك 4ه 5 


3 أسطو انية (مندواءملسطاسن) : 9ه 
- مثلثية (2 جلو أسعصه:) : 5 ؟؟ 


حلزونية بياسكال م4 «معمج]1) 
(معممم : قلق اىم 


دخ - 
خاصيّة (أو خاصّة) البؤرتين 
(عاعء قراط 16ةجووجم) 1 "١‏ 
خاصة» خاصية : 
- خواص الزوايا: ٠5‏ 


- مخاصية مميّزة للدائرة» خاصية 


الدائرة: 2985١‏ 2”"#5 "537#, 
شك“ تش شك لمكن لاكبا 
خاصة القطع الناقص : ب 


المخروطات (065ج1«م» ده4) : 
١‏ 


- أقصوية (عامدن7جم) : للا 
اللامتناهيات في الصغر: ٠57‏ 
- القطع المكافى هاعك) 
(عأمطمجهم: 115 5ل" 
المستويات المتعامدة: 5517 
- نقاط القطع الناقص: 57٠‏ 
المضلّعات: ام "اهملا 

- النسب المتساوية: ١655‏ 
القطوع المخروطيّة: 2١55‏ 


“لا لال "لال 4نبا 


قطحة مع توعد س:2) : "1/١‏ 


- القطع الأربع 4 :مه) 
(وات«عيوروعى : "١‏ 

الخط الواقع تحت خط 
التمامن (©14715212-كلاهد 12 06) : 
مدت :قم 


خط التماسسن نمع ) : 21548 
8 ره" ةهم خثلل 
572197-55 وا 
ما كلباكل لامع ”5غ 
27 2, #شلاء, هوبا 


خط مضلْع (ءأع«معجامم عصعخ1) : 
مك علل مام 6مهة 


خطان مونّدان متقابلان: 2*6 
بالل طخلا ١41لا‏ 

خطان مخالفان للوضع بالنسبة 
للقاعدة (قء21العجدمةاجه د1165م2) : 
امدق 


خط مقارّب ©01اص:صبرعه) : 59لا 
خط مو لد (عم ةله «فدقع 116مم4) : 


- مسخروط 6ه «ين4) : 517- 
كك مقملل 44لا 
أسطوانة: 5لاء ,#"5٠‏ #غ"#- 
الملل 07 اه 
سس 
جذع مخروط: 515-56 
خط مستقيم (خطوط مستقيمة) : 
متحلكوك اأؤم) : 5794., 
اخكرف 
ثابت» لا متغيّر (اتتدامهنت]ز) : 
0 
- مفصول (©2766مغ5) : 555 
خلف: 


استد لال بالخلف جمم لد«عتمعجم«مدنه) 
(©4 265 1 : د لال 
ابوث القت أفى بزهم؟ع” 


برهان الخلفء. برهان بالخلف 


(4 تناكطظه '[] هع 211072 إاكدده:46) : 


6ك 6 اا ا 
ا" 56“ ىرق“ الاك 
١م"‏ 


طريقةاللخلف ملم 1ف4ج) 
3 ا اا 


ه ذاه 


دائرة: 6#. اهم 
- مستطيلة (#ع<«م1[ه): ١؟‏ 
بالنسبةإلى القاعلة 
(عا اه دمعو : "5١‏ لااتك 
"مل ١لا‏ 


<القاعلة (عكهم ع4): 257 
الالالال "إن؟ 

دائرتان مت راكزتان : وهام مه جاياع4) 
(63؟ 1 1م2027 :+ ره -وةه 

دائرة استوائيّة (لعامملهيية ماعمعه) : 
المزداه 

دائرة مارّة بالقطبين أو دائرة مُتَضَفْ 
النهار أو دائرة الزوال عاعمعمم) 
(م241 0 : +266 ؤ5وهة 

دائرتان متعامدتان دماءرم جايع2) 
(215 1071020 66551 


دالة جيب التمام (هنتادمه «410ع0)) : 
ممه 


دوران 0م2ه1م) : 567 554 


صف ذائرة -تت7ع4 «ث4) 
(اعمعع : 96" 
خط مضلّع متساوي الأضلاع 


11016 00 مدع ةإبوة2) 
(اع«مورامم  :‏ "ا6ة5”.) لمعه 
أهه 
مكلث: 5ه" 584 5ه 
176 

كد 


ذو بؤرتين» مزدوج البؤرة ([-ع51/0) : 
تعريف القطع الناقص بواسطة 
البؤرتين» أو تعريف يستند إلى 
البؤرتين (أمعملقط «4/11110) : 
لكك 525 لتك لامك 
50 
- طريقة البؤرتين 7:61006) 
(أعع زط : 27:98 2668 566" 


- زر -ه 


راجح على 0 اتتهجمزه : لال 
7و١‏ 

رأس : 
متحتك : “ال هلا 
- قطعة من قطع مكافئ: /امىٌء 
1 2غ “9/5/2 


قطعة من قطع مخروطيٌ: 
”7 

رأس فلم وعانوةى) : كام 

رؤية الأهلة كعك ادام 
(وت«وككتوص : 1١76‏ 

رباعي سطوح منتظمء أي متساوي 
الأو جه (مءتإبوة< 16128406) : 
لك 

رخامة» أو رخامة شمسية «2ه4#مع) 
(50[21-2 : 5لاقع "تلاع 


َه («منام): لالاسملاكء ام 


رسم متصل (لاستتجمء ع2 1 7١‏ 


رصد (00:67<21102) : 
- فلكي (116 71م مزون) + 59 

رياضيّات اللامتناهيات فى الصغر 
(دع :كن 11د ماوع 1111 ) 
وهي الرياضيات التي تدرس 
العناصر اللامتناهية فى الصغرء 
وإذا كانت هذه العناصر هندسية 
نتحدّث عن هندسة اللامتناهيات 
في الصغر التي هي نوع بدائي 
من الهندسة التفاضليّة الحديثة: 
ايت ار 


رياضيّات تطبيقيّة: 279» انظر أيضاً 
(لامتناها 


رياضيّات أرشميديّة: 5ه 


با ا 


«* 


ز- - محذب (معدء ا ججمء) : 556 


- أسطوانى: # لا هلال ٠عثا,‏ 


زاوية (وزنوس): ا“”ء “ال وثل قوسن وجن وعب 


م *خغ-#5) شرق 5م26 


ا 7 - منشوري (0:6 71211و رم) : 711١‏ 
حائة: 45 هلأ ماران - كروي» سطح الكرة: 04, 
ع ووم حك لدي د 02 بف كيد ارك 
تقف سطح الترتيب (07407786 معترهه) : 
قائمة: 47. إل ملا- هلال 1١1‏ 


“ااا 2ه" لامع "مه سهم الوترء أى قطعة المنصّف 
4م 5كهم (كت توت العمودي للوتر التى تصل بين 


يفف الدائرة (أو القطع الناقص) 
ملفرجة: الى 275757 55م ومنتصف الوتر: ٠ث”ى‏ "الات 
اه 31424 
- قطبية (ع«زنهامم) : 718" ٠‏ 
-ا سن - 
- مجسّمة (501142) : لاوه 
شكل (#سمج/) : 
0 ائري (أو مدوّر) مستطيل أو: 
دائري و مدور مستطيل و: 


/و 1" *55كثك“ منغ "مي 


هخراك/ك- حشحمك عفكى لإاوقك 
سطحء أو بسيط (#عه/ميعى) («انظر وبل وول ولب 
أيضاً» مساحة (مم7زه): ١-84‏ 5, 
305 


ساق (مع2): لالل 4لاء ١م‏ 


محدب (عع«عججهدمء) : 2656 
66م 

- جائنبيٌ (علهم16ه| عع هيد ه1) : 
م 7 616 4ك 54 
ال لك 5021 رلا أشكال متساوية الأضلاع ومتساوية 
لض ا ال ا الزوايا: امرحك 


- متحتي (عطعلرمء) : ١5189‏ 


مخروطى: 1٠‏ أشكال متقايسة (6:ج3077611) : 854+ 


61خ 


أشكال متساوية المحيطات أو 
الإحاطات (علوة + غممءة) : 
ات 

شكل مستو أو مسطح: مق ه26 
6ع ”ل ”59م 60565غ 
07 


شكل مضلْع (سمعنرامم) : لالاة 
شكل مستقيمء أي من خطوط 
مستقيمة : 510 
شكل مجسّم (فنامع) : 2085 /الاه 
5-5 صر م 
صفيحة (#راومهام) : 8/ 


صيغة إيرن مم86 ع4 عانرمه/) : 
65 كمع ؟كى الالا 


- ض - 


ضلع (12ق2) : 
- الأمسطو انة (ععستان يك ) : 
يدر رف 


قائم: قال 8*5 كلق 
56# 5ع ولاك ”هك“ 
1 زم 
ثابت (عع/) : 5176 


متقابل» مقابل (#دمصمه): 
ردن 


- المضلّْع («معرامع يل ) : 


الل ا لامر شي #زش ف 

- المكعب (وطلك هلك 616ج2) : 5لا 
المنتحرف أو المربّع المنحرف 
(معغههم يعكه) : كهكل ؟و56ثلن 
6ن 


- المثلثك 0 برف 
اط - 


يقة آلية ننه ملقعورم) 


(علاوقدمء فم : لا نلا 


يق ةالاستنتفاد ع4مط1نجم) 
(102 كله أعده' 4 : أكع "الال 
همع ١‏ 


طراتق فى اللامتناهيات فى الصغر 
(امسستدة تسرمة) :1 ك3 56 

طوق دائري (©6ج70): 6/, 

طول : 


- محيط القطع الناقص ©4) 
0 ا مركا ون 

خط مونّد أو قطعة من خط 
مونّد: الالاى ولام ارط 
لاه 


دع- 


عامذ (©27ظطاممه) : مرق اك "الالا 


عذدد : 


عدد صحيح: 68, 0156 -١1410/‏ 
مكل 5584- "5ل انال 5 


أعداد صحيحة طبيعيّة : 57 ؟” 


أعداد صحيحة متتالية: /إم١-‏ 
١‏ تككء “قثت ١553‏ 
10 ناسين 


أعداد متحايّة : لالالا. 4ثال/ 

أعداد فردي (ماعميجخ) : /اؤ ١535 ,.١‏ 
فردية متوالية وتتهمسمة) 
(للاددع هيد : /ا: اقول لأوكت 
8 ؟4كل ه1568 ا ككل 
11 ااا 5565 5١‏ 


“لاع ا 956ي خ"اولال ”كن 
55 


-زوجية: لاقن لاةقك23 85ه3 
7١‏ 

-زوجيّة متوالية :«تهم) 
(#لأددمععيس 1 اذا عهلق2 
اللا ا الال ل 
ا ا رف 


ححقيقية (دأء6م) : 551 

علاقات (عدم:عماء2) : 
- مترية (تملدوا 6 07557 
كأتقمك “> 


معلنا تيه (دعني1 0161م وة17) : 
الا 


علم الأرصاد الجويّة 


(16عم1م«مة 6 بج) :+ 594 

علم الجحيّل 45 غعممم ده1) 
(ممعنمغعم : 8" 

علم الملك. الهيئة (5/:0207212ه). 
عالِم فى الفلك (ع«ممجمءدم): 
الل اللألاى فهك "ل ١7+‏ 


١ل‏ “ل هات آبه- 
الاحاعة اا الرزف 


علم الفلك الرياضي: ١١6‏ 

علم المناظر: ١"‏ 

عمودي (082ج010) : «انظر 4 تآلف 
(2/7171116 )ا تملد (211072 21 لفل ) ؟ 
إسقاط («مناءهزه:2)» تناظر 
(©71611ترى) . مُعْلَم (ععهوعم) 


د ف - 


فلك خارج المركز هوذجمم) 


6و «نجوععده : ١736‏ 


دق - 

[قاصر عن 42 1ثته11707”) » أعظم 
قاصر عن اتتدهجج نام 16) 
(©4 نننه«مجزبس] قاعدة إ(عكهة): 
"2٠‏ لالا. لزنا 


على شكل نطع ناقص 6:ه56) 


(مدونامةا[ه :لا 3522" 


لو 
ا 


8ك همكك لإكك 


- داكرية (عنمايه): 258 


اللي اللا اللا 
5ك“ وفشكع "اكاك "الول 
١90و‏ 


قاعدة (ءاع22): ولا 


لنب سانا 


قَبَّة مكافكة (ميونآوطهجمم ءاممنمع) : 
ا 565ل لومت 55١‏ 
اع كارن 


- غائرة الرأس 7ه 4) 
ا رن 


-ناتقةالر أس اعتجاجزوى 82) 
معستمم: 17157 7585 
-معتدلةالر أس 600 
ملعتم 1 7 5178-7 
قطاع («لاع 1 56) : 
- دائري (ععتهايتططه): لاه 1١‏ 
مائل دائري: 110 
- مضلْع (728معرلامم) : 51١‏ 
قطب (12قم): لالاء 6ه مما> 
قطرء نصف قطرء قطر أعظمء قطر 
أصغر: +#51-5, “58ل 


55 لكل أقهم 5ه 
لاحك لكك ملأك 


معلالى “ااال 5دلل بفكضلن 
12 ان 0 
ممع مل لمملا 8/4١‏ 


قطران متسامتان (وء«نمةسنامء): 594 

قطران مترافقان» قطر مزاوج أو 
مُرَفْق (#معستدمء) : ٠غ 781١-7‏ 
كاثل بامبل فى كلمب 


قطر رئيسي: +2586 55لا 


قطر مجانب (مستعرض): ٠"5ء‏ 
7 


قطران متعامدان: 5600 
قطع زاككل (ع[وطععصبرظ): 235١‏ 


لون لالز -ء هلول +1 
كملل مه/از- هب 


قطع مكافىئى (عامطهعهم) : 2١8‏ 


م" ل/ااا تكوكل 55لزل- 
أباثلن "اباو ااا "ان 
الال 65" اه" 5ه 


551١ لأهتل‎ 565 


قطع ناقص (محصلاء): 25١ 1١8‏ 


لل ود خالا “9ت 1خ" 
ل “ؤز*ث"ال *##ك- 554 
6؟ 

(انظر أيضاً «الشكل المدوّر 
المستطيل؟) 


قطعان ناقصان متحاكيان: ”5", 
ل 


قطع ناقص أقصو يي ءدمةلاه) 
و زفشرد 


:1:0:2177121( 
90١ 


قطع تناقص أصغر يي عدمةااه) 
ا ا لون 

قطع (7مقاععو) : 

قطع دائري (#هلبعماء) : 7137٠١‏ 

قطع مخروطي (منوتدمع) : لل 


م“ال لامكل لاأاآك "الول 
6 ةما 


نطمع مخروط دورانى: 77 
قطع الأسطوانة (©«4هفابن :) : 2358 


ما كلل انمث م88 _- 
"5١‏ كام ل شكاك اللأكت 
ضاي ابرع اراي رةه 
048 ككك "نلا 
(واممندهم)  :‏ الأهك. "ا 
7545 إكلا 

قطع ناقص أصغريٌ للأسطوانة 
(عولمتنجم) 1 الأهكل لكان 
55-5 إلا 

قطع مستو لأسطو أنة جت'ك 2:هام) 
(117:02نه : 7 7 اه 
مرا ار الر ل الل 


+" 5ك“ تفلك إلا 


قطع ناقص (عننوتامةلاء): .53١‏ 


الى ها 5ه" 
6" "ا لزت 54 
ارا ار 
متك وا 


اا 04 00 


األقاعدة «#م)ةدومم»ه م4) 
(دم ع ممع :7-751 1م 


قرص ©:21592) : 26577 5 لالا 
قوة (ءءجمعدكهام) : 

النقطة #مامم بك) : هلا 
قوى متتالية (وه«ةودمءععيه) : ”61١‏ 
قياس مساحات السطوح: م1 


دك 


كروية (16أءا,6زمك) : 7ه 
كروبات (5ه::وة 6زم ) : 4ل 


كوسء أي مُثلّث بزاوية قائمة 
زء 7 رعيروة) : لكا 


- ل - 


لامتناه فى الصغر ([ه#اكةافست/:*)» 
وهذا التعبير حديث ولا يوجد 
فى المخطوطات العربية: 2١5‏ 
6 انظر أيضاً حساب 
ورياضيات 


استدلال يخص اللامتناهيات فى 
الصغر (7721صماع27) : 584 
حساب اللامتناهيات فى الصغر 
([10قفدهة أت أناعأوم) : ١17‏ 
هندسة اللامتناهيات فى الصغر 
(2/2 17/111 2226 
1 
- رياضيات اللامتناهيات فى 


الصغر ‏ 6و1 1ه ةنوم 


(271/7711165127:015 : لاك ملا 
06 اه مل 
+ سباع 


-م- 
مبادرة الملك عيد الله للمحتوى 
العربى: ١١‏ 


مبداً الاتصال مك مماعماجم) 
(6السستددمع : 11/6 


- متحرّك ©1أطم:) : 8لا 

مبرهنة فيثاغوروس 42 18840727:2) 
(6«معم طابرم : 5851 

متباينات (ين: أمعفتا) : 
- عذدية (5مه 61 ماه) : 571 
- بين متتاليات القطع المستقيمة 
0 65 غناك ك2[ يد ك1 أدعوة1) 


١ 2 1/ : (وا«عسرومى‎ 


كم 


متتالية (16فلاى) : 


- لمربّعات فردية متوالية 027-65 46) 
(لأددءععلاد كعتومورز : 4غ ١‏ 
لمربئعات متوالية 5ثم+7مه ء4) 
سدم 0ت 1 /اة ا -ةة ك3 هوا 
تزايدية #ددعةمجه): 2571١‏ 
دن 

تزايدية ل « قطعة 716هدكاممم) 
(77715جعى م2 ١‏ 23865 ل/لزه١ا‏ 


تناقصية (ءاجممعتمج ع 26) : 231617 
15 اوت 5 


ا١اؤ5‎ 11١ 
للأعداد الصحيحة الفردية‎ 
) المتوالية وجتهم«ا دجعذانره وك‎ 

(«اددمععه : 58 ١-١أه١‏ 
- للأعداد الصحيحة الطبيعيّة 


(كأء ناهد دونع وع2) : 1غ ؟ 


للأعداد الزوجيّة المتوالية 465) 
(الاتقعء على و«لهم هجتم 1 -١6١+‏ 
61 ككل الوك “و١‏ 


للأعداد الفردية دءج6:ممم وه4) 
(تمم : 11 


للأعداد الفردية المتوالية 465) 


(للأددعععند ‏ كومس /ؤ1غ١-‏ 
+ع لاأامث همع هماظط!ا- 
لال مما 


- لل »م عدداً فردياً متوالياً « 5ه0) 
(تلأاددعع عله وزمميمخ : ١5١7‏ 

للم عدداً زوجيّاً متوالياً ئمع0) 
(ولأتدمععيد ‏ «عتمم 1:2 1672 
/ا١‏ 


للأعداد ال « الأولى الفردية 
المتوالية دتقعماط و«عفءمم « وهك) 
(وازددمع عي : 67 أ وول لأوك 
1-4 +615 م7 


للأعداد ال « الأولى الزوجبّة 
المتوالية دنهم دع مم « وه) 
(واإزدومعءيك : 565-1١67”‏ بلاه١ا‏ 
لأعداد فردية متوالية ع4) 
(كإزأتدء 514 27174175 20718165 : 
قل كأكلء ككلم ممالل 
الال كول خدال ؟ولن 
5آ3”3> 


لأعداد زوجيّة متوالية ع4) 
(كلزددءع514ى ‏ 2735م كع 2078 : 
56 +5 الكل 156 


الات رضن 


لأعداد حقيقيّة وه«طسمم ء8) 
20 المرينا 

عددية (دعناوة نميه ) : ١١95‏ 
للإحدائيّات الثانية» أو لخطوط 
الترتيب (06567040713665) : -١514‏ 
رف 


زوجية (دء7هم): 1١11‏ 


- قطع (متسع توعد 06) : ؛ 5 2١‏ 
هل الاأهدا ١1‏ -ة ال 
الالال ام؟ 


متتالية حسابيّة «منووءجومجم) 


6116 سمه :كه 19 و_ 


(انتماء 76 «زمبروم) 1 الاك 586- 
/با2> 


متقايس (2:01611916) :1 6485 

متساو 3 البعد عن (69:101512:11) : 
قث كرض 

متساويات (5ف::[2ع6) : 
عددية (كعنوة بده 71؟ 

متساويتين بين 3 مقادير 4 عزوع) 
الم 

متساويات بين نسب (715ممومء 46) : 
ضرف رض ا يليان 
بين نسب متتاليات ©6/#ع) 
(دء ايد ع0 وإ«مومرو: : /ا5 ١‏ 
بين متتاليات أعداد صحيحة 
(ورع قتع *0 ومنتيرى مععوع) : /ا ١‏ 

متسلسلات جيوب (كلا”اى 46 165معو) : 
وف 

متوازيات متساوية البعد عن خط : 
74 


مجسمات متساوية الإحاطات لت ا 


(725105ع:4171 كأوع1 © ,دعجم ماع56 : 
مل ؟759ه-5 ام مهمه 


مجسّمات كرويّة (وء2امفامع) : ١55‏ 

مجسمات مخروطيّة (©2014مع) : 
١ 5‏ 

مجسمات منحنية : ١8‏ 

مجموع: الأعداد ال« الأولى 


الفردية وء720787 و«7116همم +« وعك) 


(«تعميم : 8 ؟” 
محارية دائرة (هاء«عء ع4 ع##مطعجمع) : 
هفل ام-لم 
محدود من أعلى 0 ا 
محور (26م) : 55١‏ لاك ا" 


التالف 77:16 ' 06) : عل 
489" مدل 54 

الدائرة (عاعممه يه): 17> 

القبة (ءأم«لامء ع[ ع4) : لاه ؟ 
متسامتة (م«تمغجامع) : 2717 
دن 

المخروط ©6656 :4): 55- 
م ارين 

- الأسطو انه (ء 42 :أبن ي4) : “+٠١‏ - 
ل 1511ل 
ور ار ضري 26 


هلال الملا قم 955 
كل لكك 5-: 5ن 


621١-6‏ 5619/5061 69ت 
اكاك كملا اقلا 


- القطع الناقص (دمة1آء :1 46) : 
51" لمع"-_ اول 0 


/زة تمه ال 
ود ا 
# شك“ ةك دهمت الول 
مب 


- القطع المكافى ماءة) 
(801هجهم: و 4, 
لاةكل ٠54ل 255-55١‏ 


- المجسم المكافيئم ا 


(746مأوطمممم : 55٠١‏ 
- الدوران («منهامم م2)  :‏ 717 


- التناظر (12«اغيو 06): /اأ5ل2 
ا 0 


- مُجانِب (أي مُستعرض وفقاً 
للتعبير الحديث» وهو يُستخدم 
لوصف المحورء أو السهم 
الرئيسي للقطع الزائد: السهم 
المجانْب): 45/ 


مدينة الملك عبد العزيز للعلوم 
والتقنية: ١١-١١‏ 


مركز دراسات الوحدة العربية: -١١‏ 
١‏ 

المركز الوطني الفرنسي للبحث 
العلمي : ا 


مرور إلى الحد (11مط| »| © عووديهم) : 


أكل "الول غوثكلن ومن غ بنبة 


مزلاق م «لتععناع) : 8لا 


يتعلّق الأمر بمجسّم) : 
مريع: 8177. 0174 


دائرة ((مساحة دائرة؛ أو 


«سطحدائرة)): 58. 05غ. 


كم- كاك لفأمك آلاقء ممق 
255-1١‏ ”5ت 55ت 
5--005غ. 6684-68 
1115-06 


مخروط قائم 47028 عمقع) : 


وفنا 
- قطنم ناقص (ععوزلاء) : 2519 
8" ادك ل/زدتل ١5آل‏ 
كلل املككل 5ل 06 
لامك امكل كك الأككن 
مق 


- مجموعات محدبة وواطسععدع) 
(معبدء ورمع 1 6 /ؤآا 
(أو «أشكال بسيطة وكريّة»): 


6ه 
5 


- مستقيمة ومنحنية : 


- معيئن (ععجددم!): 26556 
رت 0 


608 


5 قطع مكافىئى (عامطمبهم) : 


52-ه2 كلع ا شككتل "اوج 
بل اكاب 

 -‏ قطعة (ممنرمم): /ؤ51 3ن 
ت#كلع "الال #لزقى /امةء 
ع “6ع كالبلل “ملز 
وبل امب 

- متوازي الأضلاع: 2١58‏ 
ألال "الال "ول ه"”م- 


كلانم أثلان _الوع ب/اغمربا 
- مُخمّس الأضلاع : 0717 
- مضلْععء متعذدد الأضلاع 


(©7معرامم)  :‏ كقفملامقى اعك 
ككلم لملكللقكل الال 
ع لال امك "ىق 
48 555 ”5ه "2ه 
6 لرهة.) ( 5685-5861 
؟كك أ+ولا 

مس مستطيل ررد 
71 


- قطاع (مسعاعء5) : لام نظام 
كبا 


-- دائري © تمايعءاه) : 1١‏ 
5 قطع («ملاعع5) : 
تافص 5*١‏ 71/41/84 


-- أعظمي 2011109 


| فرئ (عأمستستيم) لاه ؟, 
سس سر 2 
300 


-- مستوي (اجمام) 71٠‏ 
قطعة (8:دءمء5) : 


- من دائرة : ؟ 2" رد 


مين قطم ناقص: 15 
ردير ا لير 0 

-- من قطع مكافىئع: ةوقل 
اردع 

سطوح منحنيةء منحئيات 
(وعطوء دمعصردسيه) : اث فك 
#لال كثال :اك "ابول 
نكن 

(معنمه 7 1) : تدخرة رد 
سرت مضت بنض كا شار 
كمل :ملا 


-مغلث (واوسهنم) : + 06 
دم او 3 سيره 
لالمة» 25١‏ 55غغ. 050 
م كام برغلا -ا هللا 
؟ملاى مه/ا - شهلا الالال 
احرف 


متساوي الأضلاع : 5 
0 
- متساوي الساقين: 058. 
65 


- - قائم الزاوية: 5+٠‏ 


مسلّمة (©:101©)» وقد اعتمد 
(معجم الرياضيات المعاصرة» 
لصلاح أحمدء المصطلح 
الحديث «موضوعة)ء وهو لا 
يَفرّق بين 030116 و اهأمتاؤمم 
(أي مصادرة» وفقاً لما ورد فى 
المخطوطات العربية) ١‏ 
- أرشميدلس: 55١-50١غ‏ 
لكل ١5ت‏ 5غ" 


باخ ؟* 
- أودوكس-أرشميدس : ا 
نكن 


مسقط عمودي (ء[مججمع م1 02) : 
5" 2 شك كملا 

مقهوم اللانهاية : ١75‏ 

منحن مستدير : 5256 

منحن مُعْلْثْ زمعءاععمة 17 عطأعنلوع) : 
7ن 

منلشور (© رواجم : 1/6 7/8 
لف كن 

منصّف الزاوية (ع615:60/71) : 28٠‏ 
ا و ا اعتكا 

موسيقى (21/5101:6») + 14 ؟ 

ميكانيكا (ملاونجمءةم) : 2737 2095 
حل 

ميكانيكا السكون مياواجممءة14) 
(2 2م51 : قثو 6ث"اء كمه 


دن - 


نسية (270207181072) : 


(مسكموه)  :‏ لال مكل 555 
5 ؟ 

قطع متناسبة: 0154 2155 -١10‏ 
7و1 


نسبة (078جم702) : 


- القطر إلى المحيط بت) 


(71676اعغج عنه 2127:6176 :1 11 
-المحيط إلى القطر غ:ك) 
(077:617قل ينه مطف مم : كه 
- تشابه (46:::[ة«اد 06) : 075٠‏ 
تت لل 

نظرية (17884012) : 
المخروطات (وعنيةمه 465) : 
ال 


الأسطوانة وقطوعها المستوية: 
خض البرك تير اطلاث 
4 


- البرهان (110ه 02:05 ه[ 4) : 
وغة 

- القطوع الناقصة د«م3اء56 وعل) 
0 امرون 
المعادلات الجبرية 5م2) 


(5ع16و 1 «طفوله عدم أمناوء : ١ه‏ 


مك١‎ 


السطوح المستوية ذات 
الإاحاطات المتساوية 
(6لبة امس ؤومعة) 1 5 لال 

نقاط في نفس المستوي أو في سطح 
مستتو واحد ودع تتم جدامومه) 
(15جامم : 6 اذ 


نقطة (/جامم) : 


- تماس 7147م 46) 1 111 
الذراك 


54٠ : )72<6( ثابتة‎ 


نقاط لا تقع (أو غير موجودة) في 
نفس المستوي 70#7) 


(دء«امسعامم : 266 17" 


)ف اريك 
للا -ه 
هرم (7714وجررم) : لاق قدت ل/الامه- 
5٠‏ 025 امه 
- منظم (#«غ1ابصوةم) : أك 4ه 


-منتظم مشلث عجغنايونم) 


(هتمأسومه 1 : ركه 

١/4 : هلالية‎ 

هندسة مدنية : لاع 59 

هندسة مائية (6:و :آله +8:0): 23506 
ا 


و- وضع مقذارين ع2 ع2 «مة1زدومم) 
(ومع ممع : لمق كاه 
وتر (ع70مم): ”52- 56غ ١م‏ 9 
و-حدانيّة (116ع1ىل) : 
ككل ا ا 4 
الإحدائيّات الأولى :ه2) 


اكتعره) : ١505‏ 
وجوذ (©ع0<1516) (تعودتموطع : 55٠١‏ 


- دائرة: 01-68 -الحهد أعلى ع6 2[ 06) 
- مخروط دوراني 4 6676 :*4) (ل ميد 1 فلولا ع 
(مأنباممتةم : 14" الخطا الموازي ! ع ! 1 
نصف كرة: ٠ل‏ (©121أه جه م هآ 246) : 5 5 7١‏ 

دص مض كن ا - العمود 2 0) 
- نقطة (لسامم ووره) : 517 بقل (ععتهاآباء ةل دعمععم : مغ ” 

متعدد السطوح (ع ةدامع يك ) : - الكرة غامد ها 40): 204 
آلاء 6ه 23 

ا مذ مضلّع: مف كوك لاكال, وحدة (216ه) : 

؟* 2 الطول (سبعيهمم!ا 046): ١59‏ 
كرة: الاء مله القياس (©«باوء:” 246) : ١619‏ 


كم 


هذا الكتاب 


لقد صدر للأستاذ رشدي راشدء باللغة الفرنسية» خحمسة 
مجلدات» غاية في الضخامة» وتحت عنوان واحد: الرياضيات 
التحليلية بين القرن الثالث والقرن الخامس للهجرة (بين القرنين 
التاسع والحادي عشر الميلادي). 

وقد كرّس المؤلّف هذا المجلّد الأول للبحث في رياضيات 
اللامتناهيات في الصغرء منذ بداية نشأة هذا الحقل المعرفي 
وحتى عشية إنجاز هذا التكوّن؛ أي للمؤسّسين لهذا التقليد في 
الرياضيات التحليلية؛ فاحتوى هذا المْجلّد تحقيقاً وشرحاً 
للنصوص المكتوبة بين النصف الثاني من القرن التاسع ونهاية 
القرن العاشر الميلادي»؛ وهي نصوص تعود إلى بنني موسى» 
وثابت بن قرة» وابراهيم بن سنان. والخازن». والقوهيء وابن 
السَّمْحء إضافة إلى فصل عن ابن هودء وهو حََلَفٌ لابن الهيثم 
وشارح له ولابن سنان. 

وتبقى الترجمة العربية لهذه المجلدات الخمسة. محافظة» حقى 
درجة عالية من المسؤولية والجرّفية» على ما جاء في النص 
الأصلي (باللغة الفرنسية). وهو جهد جليل للمؤلّف والمترجمين 
وفريق العمل العلمي والتقنئي. 

وهو إنجاز ترائي كبير يقدّمه مركز دراسات الوحدة العربية» 
بالتعاون مع مدينة الملك عبد العزيز للعلوم والتقنية» إلى القارئ 


56 

مركز دراسات الوحدة العربية 

بناية «بيت النهضة»»؛ شارع البصرة؛ ص. ب: ١١7 - 5601١‏ الشمن للمجموعة الكاملة 

الحمراء ‏ بيروت 575٠17‏ 3575 - لبئنان للأفراد: ٠٠١‏ دولار أو ما يعادلها 
تلفون: 85١*:٠5/از_‏ مم١‏ دهلا_كلمدءهلا_ لإء ١م‏ هلا )+951١1١(‏ للمؤسسات: ١5١‏ دولاراً أو ما يعادلها 
برقيا: «مرعربي» - بيروت 9953-82-33-7- 978 1581 


فاكس: )+851١( !/20١88‏ 
.11015.08 :311ه-هة 
. 17797777// :اطاط :عازو ماعنالا 


2 


|| لما 


1 


9 


